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PRÉFACE. 


Ce  Traité  est  le  résumé  des  Leçons  que  je  fais  depuis  plu- 
sieurs années  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  sur  le  pro- 
gramme de  la  licence.  Comme  la  Mécanique  était,  jusqu'à 
présent,  à  peine  enseignée  dans  les  lycées,  je  ne  suppose  chez 
le  lecteur  aucune  connaissance  de  cette  science  et  je  com- 
mence par  Texposition  des  notions  préliminaires  indispen- 
sables :  théorie  des  vecteurs,  cinématique  du  point  et  du 
corps  solide,  principes  de  la  Mécanique,  travail  des  forces. 
Vient  ensuite  la  Mécanique  proprement  dite,  divisée  en 
Statique  et  Dynamique. 

Paris,  le  3o  août  1893. 
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PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Cette  deuxième  édition  n'est  pas  une  simple  réimpression 
de  la  première;  elle  présente  des  changements  et  des  addi- 
tions que  nous  allons  rapidement  indiquer  pour  le  premier 
Volume. 

Tout  d'abord,  pour  les  Principes  de  la  Mécanique,  nous 
avons  adopté,  dans  ses  grands  traits,  le  mode  d'exposition 
que  le  professeur  Blondlot,  de  l'Université  de  Nancy,  a 
communiqué  au  Congrès  international  de  Philosophie 
de  1900  (*). 

En  Statique,  nous  avons  commencé  par  établir  les  six 
conditions  nécessaires  d'équilibre  que  doivent  remplir  les 
forces  extérieures  appliquées  à  un  système  quelconque  par 
une  méthode  analogue  à  celle  qu'on  suit  en  Dynamique 
pour  établir  les  théorèmes  généraux  des  projections  et  des 
moments  des  quantités  de  mouvement;  nous  en  avons 
déduit,  comme  cas  particuliers,  les  théorèmes  relatifs  à  la 
Statique  des  solides,  en  montrant  que,  pour  un  corps  solide 
libre,  les  six  conditions  nécessaires  à  l'équilibre  d'un  système 
quelconque  sont  en  même  temps  suffisantes.  Nous  avons,  à 
la  suite  de  l'équilibre  des  fils,  ajouté  quelques  pages  sur 
l'équilibre  de   l'élastique  plane.   Dans  l'établissement  des 


(  '  )   Bibliothèque   du   Congrès  international  de  Philosophie,   Logique   et 
Histoire  des  Sciences,  p.  44^-  (Paris,  Armand  Colin,  5,  rue  de  Méziéres.) 


VIII  PRÉFACE    DE    LA   DEUXIÈME    ÉDITION. 

équations  générales  d^équilibre  déduites  du  théorème  des 
déplacements  virtuels,  nous  avons  introduit,  d'après  le  phy- 
sicien Hertz,  la  distinction  importante  des  systèmes  en  deux 
classes  :  les  systèmes  holonomes  pour  lesquels  toutes  les  liai- 
sons peuvent  être  exprimées  par  des  relations  en  termes 
finis  entre  les  coordonnées,  et  les  systèmes  non  holonomes^ 
comme  le  cerceau  ou  la  bicyclette,  pour  lesquels  certaines 
liaisons  sont  exprimées  par  des  relations  différentielles 
non  intégrables.  Knfin  nous  avons  consacré  un  paragraphe 
entièrement  nouveau  à  l'étude  des  conditions  d'équilibre 
d'un  système  pour  lequel  certaines  liaisons  sont  unilaté- 
rales :  les  systèmes  de  cette  nature  se  présentent  fréquem- 
ment en  Mécanique  rationnelle,  par  exemple  toutes  les  fois 
que  certaines  liaisons  se  trouvent  réalisées  à  l'aide  de  fils;  ils 
semblent  se  préscnler  également  dans  certains  équilibres 
physico-chimiques. 

En  Dynamique,  nous  avons  perfectionné  l'exposé  du  mou- 
vement vertical  d'un  projectile  pesant  dans  l'air,  et  nous 
avons  développé,  un  peu  plus  que  dans  la  première  édition, 
les  principes  de  la  gravitation  universelle.  Enfin,  nous  avons 
incorporé  au  premier  Volume  la  Dynamique  analytique  du 
point,  de  façon  à  réunir  dans  un  même  Tome  tout  ce  qui 
se  rapporte  à  la  Dynamique  du  point  matériel. 

Comme  dans  la  première  édition,  nous  avons  consacré  le 
premier  Chapitre  à  la  théorie  des  vecteurs,  fondée  sur  la 
notion  du  moment  linéaire  de  Cauchy.  Une  théorie  de  ce 
genre  serait  évidemment  inutile  dans  un  Traité  de  Statique 
seule,  car  elle  ne  ferait  que  répéter,  avec  d'autres  mots,  les 
théorèmes  relatifs  à  la  réduction  des  forces  appliquées  à  un 
corps  solide  :  mais  elle  est  indispensable  au  commencement 
d'un  Traité  en  trois  Volumes,  pour  éviter  des  répétitions 
fastidieuses  à  propos  de  toutes  les  grandeurs  représentées 
par  des  vecteurs,  comme  les  vitesses,  les  rotations,  les  accé- 
lérations, les  quantités  de  mouvement,  les  forces,  les  tour- 
billons. 
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Je  tiens,  en  terminant,  à  exprimer  tous  mes  remercîments 
à  M.  Guichard  et  à  M.  Dautheville,  qui  m'ont  rendu  le  grand 
service  de  revoir  les  épreuves,  l'un  de  la  première,  l'autre  de 
la  deuxième  édition,  et  qui,  par  leurs  excellentes  critiques, 
ont  contribué  à  améliorer  la  rédaction  sur  un  grand  nombre 
de  points. 

Paris,  3  février  1902. 
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STATIQUE.  -  DYNAMIQUE  DU  POINT. 


INTRODUCTION. 


Parmi  les  Sciences  mathématiques,  la  première  est  la  Science 
du  Calcul,  qui  repose  sur  la  seule  notion  de  nombre  et  à  laquelle 
on  s'efforce  de  ramener  toutes  les  autres.  Vient  ensuite  la  Géo- 
métrie, qui  fait  intervenir  une  notion  nouvelle,  celle  d*espace  : 
en  Géométrie,  on  considère  des  points  qui  décrivent  des  lignes, 
des  lignes  qui  décrivent  des  surfaces,  etc.;  mais  on  ne  s'occupe 
en  aucune  manière  du  temps  dans  lequel  s'effectuent  ces  mouve- 
ments. Si  l'on  fait  intervenir  cette  notion  de  temps,  on  obtient 
une  science  plus  complexe,  la  Cinématique,  qui  étudie  les  pro- 
priétés géométriques  des  mouvements  dans  leurs  rapports  avec 
le  temps,  sans  se  demander  quelles  sont  les  causes  physiques  de 
ces  mouvements.  C'est  cette  question  que  l'on  se  pose  en  Méca- 
nique ;  il  faut  cependant  observer  qu'il  est  impossible  de  décou- 
vrir les  véritables  causes  des  phénomènes  physiques,  et  qu'on  se 

contente  de  substituer  aux  causes  réelles  qui  produisent  les  phé- 
A.,  I.  I 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


CHAPITRE  I. 

THÉORIE  DES  VECTEURS. 


Les  théories  géométriques  exposées  dans  ce  Chapitre  sont  dues 
principalement  à  Poinsot,  Chasles  et  Môbius;  elles  trouvent  leur 
application  dans  plusieurs  questions  importantes  de  Géométrie,  de 
Cinématique,  de  Mécanique  et  de  Physique  :  ainsi,  on  représente 
par  des  vecteurs  les  vitesses,  les  accélérations,  les  rotations,  les 
forces,  les  tourbillons  en  Hydrodynamique,  etc.  La  méthode  d*expo- 
sition  que  nous  avons  adoptée  est  empruntée  en  grande  partie  à 
Cauchy  [Leçons  de  Mécanique,  par  l'abbé  Moigno)  et  à  MM.  Sarrau 
et  Kœnigs;  nous  sommes  revenu  par  moments  aux  méthodes  clas- 
siques, notamment  à  propos  des  opérations  élémentaires  {n?  16) 
et  de  la  théorie  des  couples,  que  nous  développons  directe- 
ment (n°^  27  et  suiv.)  après  l'avoir  aussi  déduite  des  théorèmes 
généraux. 

I.  -  DÉFINITIONS. 

1.  Grandeurs  géométriques  ou  vecteurs.  —  Une  grandeur  géo- 
métrique ou  vecteur  est  un  segment  de  droite  K^^^  {fig-  0)  ^lysint 
une  origine  A|  et  une  extrémité  B».  Ce  segment  est  défini  parles 
éléments  suivants  :  i°  son  origine  om  point  d^ application  \^\ 
!>/*  sa  direction,  qui  est  celle  de  la  droite  indéfinie  A|B|  ;  3°  son 
sens,   qui  est  celui   du  mouvement  d'un  mobile  allant  de  l'ori- 
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gine  A,   vers  l'extrémité  B|,  et  que  Ton  indique  par  une  flèche 
placée  à  rexlrémilé;  4**  sa  grandeur  P|,  qui  est  la  longueur  A|B, . 

Fig.   I. 


JC 


Analytiquement,  on  définit  un  vecteur  par  les  coordonnées 
(X|,^i,  5|)  et(a:j,^',,  s',)  de  l'origine  et  de  l'extrémité  par  rap- 
port à  trois  axes  coordonnés,  ou  encore  par  les  coordonnées 
(^i>^M  5,)  de  l'origine  et  les  projections  (X|,  ¥<,  Z|)  du  seg- 
ment A|B,  sur  les  trois  axes,  ces  projections  ajant  des  signes, 
suivant  les  conventions  ordinaires  de  la  Géométrie  analytique. 
Ces  projections  sont  évidemment 


Xi  =  a7',  — a?,,        y^\=y\—yu        Z,  =  ^; 


^i 


Nous  désignerons  habituellement  un  vecteur  par  une  seule 
lettre  P»,  représentant  sa  longueur  ou  grandeur,  et  placée  à 
Textrémité. 


2.  Sens  positif  de  la  rotation  autour  d'un  axe.  —  Soit  un  axe  A 
{fig*  2)  sur  lequel  on  a  choisi  un  sens  positif,  de  z'  vers  z  par 

Fig.  1. 


*■ 


exemple;  un  mobile  M,  décrivant  une  courbe  quelconque  C  dans 
Tespace,  tourne  autour  de  Taxe  dans  le  sens  posif^^  auand  uu 
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observateur,  ayanl  les  pieds  en  z'  et  la  tête  en  z^  voit  le  mobile 
tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite;  dans  le  cas  contraire,  le 
mobile  tourne  dans  le  sens  négatif. 

Par  exemple,  considérons  deux  vecteurs  A|  P,  et  BP2  {/ig»  4); 
supposons  qu'un  mobile  parcourant  A|P«  tourne  autour  de  BPj 
pris  comme  axe  dans  un  certain  sens  ;  la  figure  montre  que  réci- 
proquement un  mobile  parcourant  BP2  tourne  autour  de  A,  P| 
dans  le  même  sens. 

3.  Moment  par  rapport  à  un  point.  —  Le  moment  d'un  vec- 
teur P,  par  rapport  à  un  point  B  (Jig-  3)  est  un  vecteur  BG« ,  d'ori- 

Fig.  3. 


or 


ine  B,  ayant  :  i®  une  longueur  égale  au  produit  P,  0  de  P^  par  sa 
distance  8  au  point  B;  2°  une  direction  perpendiculaire  au 
plan  BA,  P^  ;  3°  un  sens  tel  qu'un  mobile  parcourant  A»  P^,  de  A| 
vers  P,,  tourne  autour  de  BG|  dans  le  sens  positif.  La  grandeur 
de  ce  moment  est  égale  au  double  de  Taire  du  triangle  BA|  P|  : 
elle  est  nulle  quand  P,  ou  0  sont  nuls.  Le  moment  ne  change  pas 
quand  on  transporte  le  vecteur  P|  en  un  point  de  sa  direction  ou 
qu'on  déplace  le  point  B  sur  une  parallèle  à  ce  vecteur. 

4.  Moment  par  rapport  à  un  axe.  —  Le  moment  d'un  vecteur  P| 
par  rapport  à  un  axe  A  {/ig.  4)i  sur  lequel  on  a  choisi  un  sens 
positif,  est  égal  à  la  valeur  algébrique  de  la  projection  sur  cet  axe 
du  moment  de  P«  par  rapport  à  un  point  pris  sur  Taxe. 

Pour  justifier  cette  définition,  il  faut  montrer  que  la  valeur 
qu'elle  donne  pour  le  moment  de  P^,  par  rapport  à  l'axe,  est  indé- 
pendante du  choix  du  point  sur  cet  axe.  Menons  par  un  point  B  de 
l'axe  un  plan  II  perpendiculaire  à  l'axe  et  soient  a^/^i  la  projection 
de  A,  P,  sur  ce  plan,  BG»  le  moment  de  P«  par  rapport  à  B,  Bgi  sa 
projection  sur  l'axe  A.  L'angle  des  deux  plans  AiBP^,  a{B/7|  étant 


6  PREMIÈRE    PARTIE.    —    NOTIONS    PRÉLIM INAIRES  ^ 

égal  à  celui  de  leurs  perpendiculaires,  on  a 

iSi'ireaiBpi  =  2aireAiBPi  cosGiB^i, 


B^i  =  BGiCosGiB^,. 


Gomme  le  moment  BG|   est  égal  à   2aireA|BP,,  sa  projec- 
tion Bgi  est  aussi  égale  en  valeur  absolue  à  2  aireaiB/^i,  expres- 

Fig.  4. 


sion  évidemment  indépenda^ile  du  choix  du  point  B  sur  Taxe  A. 
Le  signe  de  celte  projection  Bgi  est  aussi  indépendant  du  choix 
du  point  B  :  ce  signe  est  +  ou  —  suivant  qu'un  mobile  parcou- 
rant Al  l\  tourne  autour  de  A  dans  le  sens  positif  ou  le  sens 
négatif. 

On  conclut  de  là  diverses  expressions  du  moment  d'un  vec- 
teur P|  par  rapport  à  un  axe. 

Appelons  S  la  plus  courte  distance  du  vecteur  à  Taxe  et  8  Tangh* 
du  vecteur  avec  l'axe;  0  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  II, 
/?!  est  égal  à  P^  sin6,  et  le  moment  DKi  est 

On.,  =  ±/?,o=ii=P,osinO, 

où  il  faut  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  qu'un  mobile 
parcourant  le  vecteur  A^P^  tourne  autour  de  Taxe  A  dans  le  sens 
positif  ouïe  sens  négatif. 

Prenons  sur  Taxe  A  dans  Je  sens  positif  un  segment  BP2  de  lon- 
gueur P2,  et  désignons  par  vol(P«,  P^)  le  volume  du  tétraèdre 
ayant  A|P«  et  BP2  comme  arêtes  opposées,  ce  volume  étant  pris 
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positivement  ou  négativement,  suivant  qu*un  mobile  parcourant 
Tun  des  vecteurs  P|  ou  P21  de  Torigine  vers  Textrémité,  tourne 
autour  de  l'autre,  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif.  Le  mo- 
ment d(;  P,  par  rapport  à  l'axe  A  est  alors 

r>voi(P„p,^ 

01ll= — p^ — 

En  eifet,  l'égalité  a  lieu  en  signe;  elle  a  lieu  aussi  en  valeur 
absolue,  car  le  volume  du  tétraèdre  considéré  ne  change  pas  quand 
on  fait  glisser  les  sommets  A,  et  P«  jusqu'en  a\  et  p^y  ce  qui 
donne  un  nouveau  tétraèdre  dont  le  volume  V  est  le  tiers  du  pro- 
duit de  Pa  par  l'aire  ai  B/>|  ;  la  valeur  absolue  du  moment 
2  aire  ai  B/?|  est  donc  égale  à  6  V  divisé  par  Pj . 

Remarque.  —  Prenant  le  moment  î)\i^  sous  la  forme  liz  P,3  sinO, 
on  voit  qu'il  est  nul  quand  l'un  des  trois  facteurs  est  nul,  c'est- 
à-dire  quand  le  vecteur  est  nul  ou  quand  il  est  dans  un  même 
plan  avec  Vaxe, 

o.  Expressions  analytiques  des  moments  d'un  vecteur  par  rap- 
port aux  axes  de  coordonnées.  —  Soit  (^fig-  i)  un  vecteur  P| 
d'origine  A,  et  d'extrémité  B|  ;  appelons  x^^  yi,  z^  les  coor- 
données du  point  d'application  A|,  etX|,  Y4,  Z|  les  projections 
du  vecteur  sur  les  a\es  0:r,  Ojk»  Os.  Le  moment  N|  du  vecteur 
par  rapport  à  Taxe  Oz  est  le  double  de  l'aire  de  la  projection  du 
triangle  OA^Bi  sur  le  plan  xOy^  cette  aire  étant  affectée  d'un 
signe  suivant  les  conventions  précédentes.  Or  l'un  des  somjpets 
du  triangle  projeté  est  en  0,les  denx  autres  ont  pour  coordonnées 
dans  le  plan  xOy  : 

Projection  de  Al X\^  y^. 

Projection  de  Bi ariH-Xj,    y\-r-\\. 

D'après  une  formule  élémentaire  donnant  l'aire  d'un  triangle 

dont  un  sommet  est  à   l'origine,  on  a  donc,  en  grandeur  et  en 

signe, 

Ni  =  J-i (  j'i  -f-  Yi )  —  71  (37,  -f-  Xj  )  =  iCi  Y,  —  7,  X, . 

On  a  de  môme,  pour  les  moments  L|  et  M^   du   vecteur  par 
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rapport  à  Ox  et  Oy^ 

Li^j-iZi  — w,  Y,,         M,^-  Zi\i  —  XiZi. 

Le  moment  0G|  du  vecteur  P|  par  rapport  à  l'origine  O  est  un 
vecteur  ajant  pour  projections  sur  les  trois  axes  les  quantités  L| , 
Ml,  N|,  d'apre^s  la  défînition  même  du  moment  par  rapport  à  un 
axe. 

Si  l'on  prend  tout  autre  point  O'  de  coordonnées  x',  y',  z\  les 
coordonnées  du  point  A|  par  rapport  à  de  nouveaux  axes,  paral- 
lèles aux  premiers,  ajant  pour  origine  le  point  O',  sont  Xs  —  x^ ^ 
y\  — y  1  2i  —  ^'-  i^cs  projections  du  vecteur  sur  ces  axes  restent 
X|,  Y,,  Z,  ;  ses  moments,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  de- 
viennent 

L'i---(ri--y)Z.-c^i--^';Y,, 

^\\^  {z,-  -  z'  )\,-  {X,-  x'  )Z,, 

expressions  obtenues  en  remplaçant,  dans  L|,  M|,  N|,  jc,,  Vi,  z^ 
par  x^  —  x\  y^  — y\  z^  —  z' ,  Le  moment  O'G'^  du  même  vecteur 
par  rapport  à  O'  est  un  vecteur  ayant  pour  projections  L', ,  M', ,  N'^ . 
On  peut  écrire  aussi,  d'après  les  valeurs  de  L^,  M|,  N,, 

l;  =  l, -o-'z,  -5'Yo, 

m;  =r  m,  — (c'X,  --:r'Z,), 
N;:=N,-(:r'Y,-yX,). 

6.  Coordonnées  d'un  vecteur.  —  Les  six  quantités  X|,  Y|,  Z|, 
L,,  Ml,  N|  vérifient  l'identité  L|  X, -h  M|  Y| -+- N|  Z,  r=  o  qui 
exprime  que  le  moment  linéaire  OG^  est  perpendiculaire  au  vec- 
teur A^Bi.  Réciproquement,  soient  six  quantités  arbitraires  X|, 
Y|,  Z|,  L|,  M|,  N|  dont  les  trois  premières  ne  sont  pas  toutes 
nulles  et  qui  vérifient  l'identité 

L,X,-+-M,Y,-i-N,Z,  =  o, 
les  équations 

Lj  ^ yt^-  z\x.        M|=:5X,  — xZ,,        N|  =  xY,  — ^X|, 

où  X,  y,  z  désignent  des  coordonnées  courantes,  rcprésen 
droite  D,  car,  en  vertu  de  l'identité  admise,  elles  se  réd 
deux.  Soit  A,  un  point  arbitraire  pi  *  ^roit4 
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leur  Pi,  d^origine  A^  et  de  projections  X^,  Y^,  Z,,  est  dirigé  sui- 
vant la  droite  D  et  a  pour  moments,  par  rapport  aux  axes,  L^, 
Mi,  N| .  Les  six  quantités  X4,  Y|,  Z|,  L|,  M|,  N|  sont  les  coor- 
données du  vecteur  P|,  d'après  Pliicker. 

7.  Moment  relatif  de  deux  vecteurs  P,  et  Pj.  —  On  nomme  ainsi  la 
quantité  6vol(Pi,  Pj)  définie  précédemment  {fig*  4)-  L'expression  algé- 
brique de  cette  quantité  s'obtient  immédiatement  d'après  la  formule  élé- 
mentaire de  la  Géométrie  analytique  qui  donne  le  volume  d'qn  tétraèdre 
en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets.  Appelons  arj,  ^1,  z\  les  coor- 
données du  point  Al,  Xj,  Yj,  Zj  les  projections  de  Pi  sur  les  trois  axes,  et 
Li,  M|,  Ni  ses  moments  par  rapport  aux  trois  axes;  appelons,  de  même, 
^ti  ^Jî  ^j  les  coordonnées  de  B,  Xj,  Yj,  Z]  les  projections  de  Pj,  et  Lj, 
Mj,  Nj  ses  moments.  On  aura,  en  grandeur  et  en  signe,  en  supposant  les 
axes  O^,  Oy^  Qz  rectangulaires  et  orientés  de  façon  qu'une  rotation  de 
90"  dans  le  sens  positif  autour  de  0-3  amène  Qx  sur  Oy  : 


Cvol(Pi,  Pî)  --=- 


^1  yi  -51  I 

J^i-+-X|    ri-^^t     -iH-Zi     1 

I  arj-«-Xj    ^î-l-Yj     -sjH-Zî     I 

développant,  après  avoir  retranché  la  première  ligne  de  la  deuxième  et  la 
troisième  de  la  quatrièpie,  on  a 

6vol(P,,  Pj)  =  L,X2-4-MiY,-+-N,Zî-+-L,X,-^ 

ou    encore,    si    l'on    remarque    les    identités    LjXj 
L,X,-+-M,Y,-4-N,Zj  =  o, 

6vol{Pi,  Pj)-      (L,  -^L,  )(Xi-i-X,) 

(Mi-T-MO(Y, -4-Y,)-f-(Ni-hN,)(Z,--Z,). 


M,Yi-r-N,Z,, 
r-MiY,-hN,Zi  =  o, 


8.  Expressions  analytiques  du  moment  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque. —  Soit  un  axe  A  (/ig'  5)  sur  lequel  on  a  pris  comme  sens  positif 

Fig.  5. 


le  sens  0'0\  allant  du  point  O'  de  coordonnées  {x\y'j  z')  à  un  point  O' 
de  coordonnées  (x'\y'\  z" ),  Les  projections  Xj,  Yj,  Zj  du  vecteur  O'O*, 


lO 
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qui  va  jouer  le  rôle  de  Pj,  et  les  quantités  Lj,  Mi,  Nj  relatives  à  ce  vec- 
teur sont  respectivement 

x'-x',  y -y,   z'^z';  yz'-z'y,  z',r-x'z\  x'y-y.i\ 

Le  moment  Olii  du  vecteur  Pi  par  rapport  à  l'axe  A  étant  égal  ù 
6vol(Pi,  Ps),  divisé  par  Pj,  on  a 

__  (x'--x')hi-^(y-^y)Mi-^(z'-^z')NiMyz-'-zy')Xi-^(z'x'---x'z'')\iMj^y'—y 

Celte  expression  générale  donne,  comme  vérifîcation,  les  valeurs  du 
moment  de  Pi  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés.  Pour  l'axe  O^,  par 
exemple,  il  suffit  de  supposer  x',  y\  z',  x^,y  nuls  et  5"—  i.  On  trouve 
alors  pour  moment  Nj.  De  même,  pour  les  axes  Ox  et  Ov,  on  trouverait 
Li  et  Mj. 

II.  —  STSTÈlfES  DE  VECTEURS. 

9.  Vecteurs  concourants.  Somme  géométrique  ou  résultante.  — 
Soient  P|,  P2,  .  .  . ,  P,,  des  vecteurs  ajant  même  origine  A;  par  le 
point  P|  menojns  un  segment  P,  Q2  égal  et  parallèle  à  Po,  par  Q^ 
un  segment  Q^Qa  égal  et  parallèle  à  P3,  ...  et  ainsi  de  suite, 
par  Qw_i  un  segment  Q/î_iQ/ï  égal  et  parallèle  à  P«.  Le  polygone 
ainsi  construit  AP|Q2. .  -Q/i-iQ/i  se  nomme  polygone  des  gran- 

Fig.  6. 


deiirs  géométriques;  la  grandeur  géométrique  AQ^,  ayant  pour 
origine  A  et  pour  extrémité  Qw,  est  la  somme  géométrique  ou 
résultante  R  des  grandenrs  géométriques  données  {Jig*  6).  On 
exprime  ce  fait  par  Téqualion 

(R)  =  (PO -+-(Pî) -+-... -^ (Pu); 

les  parenthèses  indiquant  qu'il  s'agit  d'une  son^ 
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Pour  construire  la  résullanle,  nous  avons  pris  les  composantes 
Pi ,  Pi,  .  .  . ,  P„  dans  un  certain  ordre  :  la  résullanle  est  la  mfme 
quel  que  soit  l'ordre  suivi.  C'est  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  détermination  aoulyiiqiie  de  la  résultanic. 

Soient  X,,  Y,,  Z(  les  projections  du  segment  P,  sur  trois  sixes 
coordonnés  O a:,  Oy,  O-,  Xj,  Yj,  Zj  celles  du  segment Pj, ....  Xh, 
Y„,  Z„  celles  de  P,,;  soient,  d'autre  part,  X,  Y,  Z  les  projections 
de  la  résultante  AQ^.  D'après  le  théorème  des  projections,  la 
projection  du  segment  AQ»  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des 
projections  des  côtés  AP(,  PiQj,  QiQj,  .  -  - ,  Qn..iQHd"  contour 
polygonal  AP,QiQ,. .  .<^„_,  Q„ 

X  =  Xi  -V-  X,-^ . . .  -^  X„,        Y  =  E  Yi.        Z  =:  SZ*. 

Ces  valeurs  sont  évidemment  indépendantes  de  l'ordre  dans 
lequel  on  prend  les  vecteurs  composants. 

Les  formules  précédentes  donnent  les  projections  <le  la  résul- 
tante sur  les  axes  :  on  obtient  des  formules  identiques  pour  les 
moments  de  la  résultante  par  rapport  aux  trois  axes.  Désignons 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A.  Les  moments  du  vec- 
teur P*{\.t,  Y*,  Z*)  par  rapport  aux  axes  sont 

Lt  =  ^Z*— sYt,        Mi=aX*-iZi,        Nx=3^Y(-^X*; 

les  moments  de  la  résultante  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont 

h=yZ-z\,         M  =  z\-xZ,         N  =a:Y-^X. 

D'après  les  valeurs  ci-dessus  de  X,  Y,  Z,  on  a  évidemment 

L=  L,-i-L,-,-...-L„,        M  -  SM(,        H  =  2Ni. 

On  voit  que  les  six  coordonnées  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  de  la  résul- 
tante sont  respectivement  les  sommes  des  coordonnées  corres- 
pondantes des  composantes. 

Comme  on  peut  prendre  tel  axe  que  l'on  veut  pour  axe  coor- 
donné, on  voit  que  la  projection  de  la  résultante  de  plusieurs 
vecteurs  cuncourants  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
■ctions  des  vecteurs  sur  cet  axe;  le  moment  de  la  résultante 
rapport  à  un  axe  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
rieurs  pur  rapport  au  même  axe.  (Ce  dernier  théorème  est  dû 

■■) 


^^  donn^ 

^^^MVetif. 
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On  en  conclut  que  le  moment  par  rapport  à  un  point  O  de  la 
résultante  de  plusieurs  vecteurs  concourants  est  la  somme 
géométrique  des  moments  des  vecteurs  composants.  En  effet,  le 
point  O  étant  pris  pour  origine,  L,  M,  N  sont  les  projections  sur 
les  trois  axes  du  moment  OG  de  la  résultante  par  rapport  à  ce 
point,  La,  Ma,  Na  les  projections  du  moment  OGa  du  vecteur  Pa 
parrapportau  mémepointO;  les  équations  précédentes  expriment 

précisément  que  OG  est  la  somme  géométrique  de  0G| ,  OGj,  . . . , 


0G„. 

Remarque.  —  Étant  donné  un  vecteur  AP,  on  peut  vouloir  le 
décomposer  en  d'autres  vecteurs  ayant  A  pour  origine,  c'est-à-dire 
trouver  des  vecteurs  qui,  composés  ensemble,  donnent  AP. 

Par  exemple,  on  peut  toujours,  à  Taide  d'un  parallélogramme, 
décomposer  AP  en  deux  vecteurs  dirigés  suivant  deux  directions 
données  AB  et  AC,  dont  le  plan  contient  AP. 

De  même,  on  peut  toujours,  à  l'aide  d'un  parallélépipède, 
décomposer  AP  en  trois  vecteurs  dirigés  suivant  trois  directions 
données  AB,  AG,  AD  formant  un  tricdre. 

10.  Systèmes  de  vecteurs  quelconques.  Résultante  générale  et 
moment  résultant.  —  Etant  donnés  des  vecteurs  quelconques  P|, 
Pj,  .  .  .,  P,|,  appliqués  en  des  points  A|,  A2,  ....  A;,,  on  choisit 
un  point  arbitraire  O  de  l'espace,  et  l'on  appelle  : 

1**  Résultante  générale,  la  résultante  OR  de  vecteurs  OP, , 
OP'2,  .  .  ,  OP),,  ayant  O  pour  origine,  égaux  et  parallèles  aux  vec- 
teurs donnés; 

2"  Moment  résultant  par  rapport  au  point  O,  la  résultante  OG 
des  moments  0G|,  OGj»  . .  .,  OG,,  des  vecteurs  donnés  par  rap- 
port à  ce  point. 

Si  Ton  fait  varier  la  position  du  point  O  dans  l'espace,  la  ré- 
sultante générale  OR  reste  la  môme  en  grandeur  et  direction 
d'après  la  façon  même  dont  elle  est  définie;  au  contraire,  le  mo- 
ment résultant  OG  {fig-  7)  change,  à  moins  qu'on  ne  déplace  O 
sur  la  droite  OR. 

Prenons  pour  origine  le  point  O,  appelons  a?A,  ^Ai  Zk  les  coor- 
données du  point  Aa;  Xa,  Ya,  Xa  les  projections  du  vecteur  P*; 
La,  Ma,  Na  ses  moments  par  rapport  aux  trois  axes  supposés  rec- 
tangulaires. Soient,  d'autre  part,  X,  Y,  Z  les  projections 
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résultante  générale  OR;  L,  M,  N  celles  du  moment  résultant  OG 
relatif  au  point  O.  On  a,  en  désignant  par  S  une  somme  étendue 
à  tous  les  vecteurs  considérés, 


(R) 

(G; 


Xr-.2X^,         Y.-2Ya,  Z-SZ^, 


Soient  x\  y\  z'  les  coordonnées  d'un  autre  point  O';  nous 

Fig.   7. 


avons  vu  (n**  5)  que  le  moment  résultant  O'GJ^  d'un  vecteur  tel 
que  Pa,  par  rapport  au  point  O',  a  pour  projections 

Donc,  en  appelant  X',  Y',  Z'  et  L',  M',  N'  les  projections  de  O'R' 
et  O'G'  sur  les  axes,  on  a 

(R)  X'=SXyt=X,        Y'=Y,        Z---Z; 

(G')  L'=2Li.  =  I — (yZ— 5'Y),     M'=M-(yX-:r'Z),     N'=N-(a:'Y--yX). 

Avec  ces  formules,  on  peut  calculer  R'  et  G'  pour  tous  les  points  O' 
de  l'espace  dès  qu'on  les  connaît  pour  un  point  O.  Elles  montrent 
que  le  moment  résultant  O'G',  par  rapport  au  point  O',  est  la 
somme  géométrique  du  moment  résultant  par  rapport  au 
point  O  et  du  moment,  par  rapport  à  O',  de  la  résultante  gé- 
nérale OR  relative  au  point  O. 

11.  Variation  de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant; 

iftTariants;  axe  central.  —  Supposons  d'abord  la  résultante  gêné- 

différente  de  zéro  :  le  moment  résultant  G'  est  alors  différent 
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de  G,  à  moins  que  O'  ne  soit  situé  sur  OR.  Mais  la  projection  du 
moment  résultant  sur  la  direction  de  la  résultante  géuérale  est 
constante.  On  a,  en  effet, 

R'G'cos^G^=L'X'^M'Y'  :-iYZ', 

expression  dont  le  second  membre  est,  d'après  les  valeurs  de  X', 
Y',  Z',  U,  M',  N',  égal  à  LX  +  MY  4-  NZ,  c'esl-à-dire  constant; 
et,  comme  R'  est  constant,  on  a 

G'  CCS  R'G'  =  const.  =  G  ces  RG, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

D'après  cela,  quelles  que  soient  Torigine  des  coordonnées  el 
les  directions  des  axes  rectangulaires,  les  quantités 

X« -H  Y»  -+-  Z*,    LX  -+-  MY  -+-  NZ 

conservent  des  valeurs  invariables  ;  on  peut  les  appeler  des  in- 
variants du  sjrstème  de  vecteurs. 

Si  Ton  nomme  produit  géométrique  de  deux  vecteurs  le  pro- 
duit de  ces  deux  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle,  on  peut 
dire  que  l'invariant  LX -f- M  Y -j- N  Z  est  le  produit  géométrique 
de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant  pour  un  point 
quelconque  de  l'espace.  Nous  donnons  plus  loin  (n"18)  une  autre 
signification  géométrique  remarquable  de  cet  invariant. 

La  résultante  générale  étant  toujours  supposée  différente  de 
zéro,  on  peut  choisir  le  point  0'{x' ,  y' ^z')^  de  façon  que  le  mo- 
ment résultant  O'G'  soit  dirigé  suivant  la  même  droite  que  la  ré- 
sultante générale  O'R'.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  U,  M',  N' 
soient  proportionnels  à  X,  Y,  Z, 

L-fr'Z  — C'Y)       M-  (z'X  —  wZ)       H-ix'\  —y'\) 

(  1  \  : 1   =    = ^ :  . 

^^  X  Y  Z 

Ces  équations  linéaires  en  x'^y,  :i  donnent,  comme  lieu  de  O', 
une  droite  D'D  parallèle  à  la  direction  de  la  résultante  générale 
qu'on  nomme  axe  central  {Jig*  8).  En  un  point  O'  de  cet  axe,  la 
résultante  et  le  moment  résultant  sont  dirigés  suivant  l'axe,  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  contraires  suivant  que  LX  +  MY  -f-  NZ 
est  positif  ou  négatif.  Le  moment  résultant  g  est  alor«       '^- 
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inunt,  car  il  coïncide  avec  sa  projection  sur  la  résultante  générale. 
En  particulier  si,  R  étant  difTérent  de  zéro,  l'invariant 

LX-i-MY-i-NZ 

est   nul,   la   projection  du    moment  résultant  relatif  à  un   point 
quelconque  sur  la  résultante  générale  est  nulle;  ce  moment  est 

Fig.  8. 
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perpendiculaire  à  la  résultante,  et  le  moment  minimum  O' g  est 
nul. 

Remarque.  —  En  multipliant  les  termes  des  rapports  (i)  res- 
pectivement par  X,  Y,  Z  et  ajoutant  termes  à  termes,  on  trouve, 
pour  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

LX  -^  MY  -4-  NZ  _  G  cos  RG 
^'^^  X«-hY»h-Zî     ~         R 

valeur  qui  est  nulle  lorsque  le  moment  minimum  l'est. 

Cas  où  la  résultante  générale  est  nulle.  —  Lorsque  la  résul- 
tante générale  est  nulle,  les  formules  montrent  que  U,  M',  N' 
sont  égaux  à  L,  M,  N  :  le  moment  résultant  est  alors  le  même 
pour  tous  les  points  de  l'espace. 

Les  considérations  qui  conduisent  à  la  notion  de  Taxe  central 
n'ont  plus  de  sens  dans  ce  cas.  On  convient  de  prendre  comme 
axe  central  une  droite  arbitraire  parallèle  au  moment  résultant. 

iâ.  Somme  des  moments  par  rapport  à  un  axe  quelconque.  Droites 
de  moment  nul.  —  Soit  un  axe  A  joignant  deux  points  0'{x\y'^z')  et 
O'^x^^y",  3"),  le  moment  OIV;t  du  vecteur  P^t»  par  rapport  à  cet  a\e,  est 
'donné  par  une  formule  précédente  (n"  8). 
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ort  = 


La  somme  des  moments  DTijc  de  tous  les  vecteurs  par  rapport  au  même 
axe  est  donc 


)/(x—a:'r-h  (y-7  )*-+-  (V-  z")^ 

On  appelle  droites  de  moment  nul  les  droites  A  par  rapport  auxquelles 
la  somme  des  moments  des  vecteurs  donnés  est  nulle.  Ces  droites  sont 
défînies  par  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  OR  : 
cette  équation  étant  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  six  coordon- 
nées x" — x',  y"  —  y^  z''—z\  y z' — z'y',  z'x' — x'z",  x'y'  —  y'x"  de  la 
droite  A  d'après  Pliîcker,  les  droites  de  moment  nul  forment  un  complexe 
linéaire,  étudié  pour  la  première  fois  par  Ghasles.  Ces  droites  sont  nor- 
males au  moment  résultant  relatif  à  l'un  quelconque  de  leurs  points. 

13.  Équations  réduites.  Complexe  de  Chasles.  —  Prenons  pour  axe  Oz 
l'axe  central,  en  choisissant  comme  sens  positif  le  sens  de  la  résultante  gé- 
nérale R.  Appelons  g  la  valeur  algébrique  du  moment  minimum  estimée 
positivement  dans  le  sens  Oz.  On  a  alors 

X  =  Y  =  L=M  =  o,        Z=R,        N^^. 

Le  moment  résultant  par  rapport  à  un  point  O'  {fig.  9)  quelconque  a 
pour  projections 

(O'G)  N'=^,         L':=^    -yR,         M'---a:'R, 

formules  qui  permettent  d'étudier  la  distribution  des  moments  résultants 
dans  l'espace.  Comme  le  moment  résultant  est  le  même  en  tous  les  points 
d'une  parallèle  à  Oz^  et  que  la  distribution  des  moments  résultants  est 


symétrique  autour  de  Oz^  puisque  les  formules  sont  indépendantes  de 
l'orientation  des  axes  xOy,  il  suffit  d'étudier  la  variation  du  moment  ré- 
sultant AG  relatif  à  tous  les  points  A  de  Ox\  cette  variation  résulte  im 
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diatement  des  formules  ci-dessus,  dans  lesquelles  on  suppose  y'  —  o.  Nous 
obtiendrons,  dans  l'étude  du  mouvement  hélicoïdal  d'un  corps  solide,  une 
représentation  très  simple  de  celte  distribution  des  moments  résultants 
dans  Tcspace. 

L'équation  du  complexe  de  Chasles,  formé  par  les  droites  de  moment 
nul  OÏL  =  o,  devient 

Les  droites  O'O'  de  ce  complexe,  passant  par  un  point  O'  donné,  en- 
gendrent un  plan  TI  perpendiculaire  au  moment  résultant  relatif  au  point  O'. 
Inversement,  les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  II  passent  par 
un  point  O'  tel  que  le  moment  résultant  relatif  à  ce  point  soit  normal  au 
plan.  D'après  Chasles,  on  dit  que  O'  est  le  foyer  du  plan  Tl  :  ce  foyer  est 
à  dislance  finie  tant  que  le  plan  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  central. 

Lorsqu'un  plan  Tl  tourne  autour  d'une  droite  fixe  D,  son  foyer  décrit  une 
droite  conjuguée  A,  et,  inversement,  quand  un  plan  tourne  autour  de  A 
son  foyer  décrit  D. 

On  verra  sans  peine  ce  que  deviennent  ces  théorèmes  quand  g  ou  H 
sont  nuls.. 


UI.  -  SYSTÈMES  ÉQUIVALENTS.  OPÉRATIONS  ÉLÉMENTAIRES. 
RÉDUCTION  D'UN  SYSTÈME  DE  VECTEURS. 

14.  Définition  de  l'équivalence.  -  Deux  systrrnes  de  vecteurs 
sont  dits  équivalents  quand  leurs  résultantes  générales  et  leurs 
moments  résultants  par  rapport  à  un  point  de  l'espace  sont  iden- 
tiques. Leurs  moments  résultants  sont  alors  identiques  par  rap- 
port à  tout  autre  point  de  l'espace;  en  particulier,  les  deux  sys- 
tèmes ont  même  axe  central  et  même  moment  minimum.  Par 
exemple,  un  système  de  vecteurs  concourants  est  équivalent  au 
vecteur  résultant. 

Soienl  (S)  et  (So)  deux  systèmes  de  vecteurs,  X,  Y,  Z,  L,  M,  N 
les  projections  sur  les  trois  axes  de  la  résultante  générale  et  du 
moment  résultant  du  système  (S)  par  rapport  à  l'origine  O, 
Xo,  Yo,  Zq,  Lq,  Mo,  No  les  quantités  analogues  relatives  au  sys- 
tème (So).  Les  conditions  d'équivalence  des  deux  systèmes  sont 

X  =  Xo,         Y  =  Yo,        Z  r^  Zo,         L  ^  Lo,         M  =  Mo,         X  =  Nq. 

15.  Système  de  vecteurs  éqidvalent  à  zéro.  —  Un  système  (S) 
est  dit  équivalent  à  zéro  quand  sa  résultante  générale  et  son  mo- 

A.,  I.  2 
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ment  résultaat  par  rapport  à  un  point  sont  nuls.  Ces  grandeurs 
sont  alors  nulles  pour  tout  point  de  resj)ace.  Ce  fait  s'exprime 
par  les  six  équations 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  —  o:         L  —  o,        M  —  I».         ÎV  —  o. 

Prenons,  par  exemple,  le  svsième  de  deux  vecteurs  égaux  et 
directement  opposés,  c'est-à-dire  le  système  formé  par  deux 
vecteurs  P  et  — P  égaux  et  dirigés  en  sens  contraire,  suivant  la 
droite  AB  joignant  leurs  points  d'application  (y/^.  i<>);  ce  système 
est  évidemment  équivalent  à  zéro.  Réciproquement,  si  le  système 
de  deux  vecteurs  P  et  Q  est  équivalent  à  zéro,  ces  vecteurs  sont 

Fig.  lo. 
p  iP 
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égaux  et  directement  opposés.  En  effet,  la  résultante  générale  de- 
vant être  nulle,  "Q  est  égal  et  opposé  à  P.  Le  moment  résultant 
devant  être  nul  par  rapport  à  un  point  quelconque,  prenons-le  par 
rapport  au  point  d'application  A  du  vecteur  P.  Le  moment  de  P 
par  rapport  au  point  A  est  nul  :  le  moment  résultant  se  réduit 
donc  au  moment  de  Q,  et,  comme  il  doit  être  nul,  la  direction 
de  Q  passe  par  A,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

De  même  qu'en  Algèbre  deux  quantités  égales  ont  une  diffé- 
rence nulle  et  réciproquement,  dans  la  théorie  des  vecteurs  on  a 
ce  théorème  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  vecteurs  (S)  c^  (Sq)  soient  équi- 
valents, il  faut  et  il  suffit  que  le  système  formé  par  les  vec- 
teurs de  (S)  et  ceux  de  (So)  changés  de  sens  soit  équivalent 

A   ZÉRO. 

En  effet,  en  changeant  de  sens  les  vecteurs  de  (S„),  on  obtient 
un  système  ( — Sq)  dont  la  résultante  générale  et  le  moment  ré- 
sultant relatifs  à  O  sont  les  éléments  analogues  de  (S„)  changés 
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de  sens.  La  résultante  générale  et  le  moment  résultant  du  système 
total  formé  par  la  réunion  de  (S)  et  (  —  Sq)  ont  donc  pour  pro- 
jections 

X    -Xo,         Y-Yo,         Z       Zo.         L-Lo,         M-Mo,         N  -  No. 

Pour  que  les  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  six  quantités  soient  nulles,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Nous  donnerons  en  Statique  (Chap.  V)  les  exemples  les  plus 
importants  de  systèmes  de  vecteurs  équivalents  à  zéro. 

16.  Opérations  élémentaires.  —  On  obtient  des  systèmes  équi- 
valents à  un  système  donné  à  l'aide  des  opérations  élémentaires 
suivantes  : 

i"  Adjonction  ou  suppression  de  deux  vecteurs  égaux  et  direc- 
tement opposés;  transport  d'un  vecteur  en  un  point  de  sa  di- 
rection ; 

a"  Composition  de  plusieurs  vecteurs  concourants  en  un  seul  \ 
décomposition  d'un  vecteur  en  vecteurs  concourants. 

Le  transport  d'un  vecteur  AP  en  un  point  B  de  sa  direction  est 
une  conséquence  de  la  première  opération;  en  effet,  appliquons 
au  point  B  {Jig*  m),  suivant  la  droite  AB,  deux  vecteurs  égaux 

Fig.  II. 
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et  directement  opposés  P'  et  —  P',  dont  le  premier,  P',  est  égal 
à  P  et  de  même  sens  que  P.  Supprimons  ensuite  les  deux  vecteurs  P 
et  — P'  égaux  et  directement  opposés;  il  reste  le  vecteur  BP',  qui 
n'est  autre  que  AP  transporté  au  point  B  de  sa  direction. 

Noua  allons  montrer  que  ces  deux  opérations  élémentaires  ne 
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changent  ni  la  résultante  générale  ni  le  moment  résultant  du 
système  par  rapport  à  un  point  quelconque. 

Le  point  étant  pris  pour  origine,  il  faut  établir  que  les  six  sommes 

X  =  SX*,        Y=SY*,         Z=2Z;t, 

sont  invariables.  En  effet,  ajouter  ou  supprimer  deux  vecteurs 
égaux  et  directement  opposés,  c'est  ajouter  ou  supprimer  dans 
chaque  somme  deux  termes  égaux  et  de  signes  contraires.  Rem- 
placer plusieurs  vecteurs  concourants  par  le  vecteur  résultant, 
c'est  remplacer  dans  les  trois  premières  sommes  la  somme  des 
projections  de  ces  vecteurs  par  la  projection  de  leur  résultante, 
et  dans  les  trois  autres  la  somme  des  moments  de  ces  vecteurs  par 
le  moment  de  la  résultante,  ce  qui  revient  à  remplacer  plusieurs 
termes  de  chaque  somme  par  leur  somme.  Pour  la  même  raison, 
la  décomposition  d'un  vecteur  en  vecteurs  concourants  n'altère 
pas  les  six  sommes. 

On  peut,  à  l'aide  de  ces  opérations,  chercher  à  remplacer  un 
système  de  vecteurs  (S)  par  un  système  équivalent /?/w5  simple. 

17.  Réduction  à  deux  vecteurs.  —  Un  sjslème  de  vecteurs 
peut  être  réduit  d'une  infinité  de  manières  à  deux  vecteurs  dont 
l'un  passe  par  un  point  arbitraire. 

Nous  ferons  voir  d'abord  (ju'un  système  P«,  Poi    ••,  l\i  est  équi- 

Fig.   12. 


valent  à  trois  vcct/;ur»  appliqué»  en  des  points  O,  O,,  O..,  pris  à 
volonté,  non  en  ligne  droiu?  (  fig.  luj. 

Décomposons   le  vecteur   1%   en    trois   dirigés  respcclivcnicMl 
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suivant  les  droites  0A|,  OjAj,  02Aj,  puis,  déplaçant  le  point 
d'application  de  chaque  vecteur  sur  sa  direction,  transportons  ces 
composantes,  la  première  au  point  O,  la  deuxième  au  point  0<, 
la  troisième  au  point  O2.  Décomposons  de  même  le  vecteur  A2P2 
en  trois  dirigés  suivant  les  droites  OA2,  O4A2,  O2A2  et  trans- 
portons ces  composantes  en  O,  Oi,  O2,  et  ainsi  de  suite.  Les 
vecteurs  appliqués  en  O  ont  une  résultante  R|,  les  vecteurs  ap- 
pliqués en  0|  ont  une  résultante  R2,  et  de  même  les  vecteurs 
appliqués  en  O2  ont  une  résultante  R3.  Le  système  des  vecteurs 
proposés  est  ainsi  remplacé  par  le  système  des  trois  vecteurs  R|, 
R2,  R3,  appliqués  en  trois  points  arbitraires  O,  0|,  O2. 

Nous  avons  décomposé  le  vecteur  P|  en  trois,  dirigés  suivant 
les  droites  OA4,  04A«,  OjAj  ;  cette  décomposition  est  possible 
toutes  les  fois  que  le  point  A|  n'est  pas  situé  dans  le  plan  des  trois 
points  O,  0|,  O2  ;  car  alors  les  trois  droites  forment  un  trièdre. 
Si  le  point  A|  était  situé  dans  le  plan  00|02,  sans  que  le  vec- 
teur P,  y  fût  lui-même,  on  déplacerait  le  point  d'application  de 
ce  vecteur  sur  sa  direction,  de  manière  à  l'amener  hors  du  plan. 
Si  ce  vecteur  était  situé  dans  le  plan,  on  le  décomposerait  en  deux 
vecteurs  dirigés  suivant  les  droites  0A|,  Oj  Ai. 

Nous  avons  remplacé  les  vecteurs  proposés  par  trois  vecteurs 
Ri,  R2,  R3,  appliqués  en  trois  points  arbitraires  O,  0| ,  O2.  Voici 
comment  on  réduit  ces  trois  vecteurs  à  deux.  Soit  OL  ^fig^  i3) 


la  droite  d'intersection  du  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vec- 
teur Ro  el  du  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vecteur  R3.  Prenons 
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un  point  O  arbitraireroeol  sur  celte  droite.  Le  vecteur  R2,  situé 
dans  le  premier  plan^  peut  être  décomposé  en  deux  vecteurs,  di- 
rigés suivant  les  droites  00|,  0'0i;  nous  transporterons  ces  deux 
composantes.  Tune  au  point  O,  Tautre  au  point  O'.  De  même,  le 
vecteur  R^.  situé  dans  le  second  plan,  peut  être  décomposé  en 
deux,  dirigés  suivant  les  droites  OOj,  O'Oj,  et  nous  transporte- 
rons ces  deux  composantes,  Tune  en  O,  Tautre  en  O'.  Nous  avons 
maintenant  trois  %ecteurs  appliqués  au  point  O,  et  deux  appliqués 
en  O';  les  trois  premiers  ont  une  résultante  F,  les  deux  autres 
une  résultante  ^.  De  cette  manière,  le  système  des  trois  vecteurs 
R,,  Rj,  R,,  et  par  conséquent,  le  système  des  vecteurs  proposés 
sont  remplacés  par  le  système  équivalent  des  deux  vecteurs  F  et  ^. 
Si  les  deux  vecteurs  R^,  R3  étaient  situés  dans  un  même  plan  avec 
le  point  O,  on  mènerait  parle  point  O  une  droite  quelconque  OL 
dans  ce  plan. 

Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  réduire  le  système  des  vec- 
teurs proposés  à  deux  vecteurs.  Nous  remarquons  d'abord  que, 
sans  déplacer  les  points  d^applicalion  O  et  O'  des  deux  vecteurs 
Fet^,  on  peut  faire  varier  ces  deux  vecteurs.  Concevons,  enefTel, 
que  Ton  applique  aux  deux  extrémités  de  la  droite  OO'  deux  vec- 
teurs égaux  et  directement  opposés  /et  — /;  les  deux  vecteurs  F 
et  y,  appliqués  en  O,  donnent  une  résultante  S*,  les  deux  vec- 
teurs ^  et  — /,  appliqués  en  O',  donnent  une  résultante  S;  le  sys- 
tème des  deux  vecteurs  F  et  ^  est  ainsi  remplacé  par  le  système 
équivalent  des  deux  vecteurs  S,  S.  La  résultante  2  est  située  dans 
un  plan  déterminé,  le  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vecteur  ^. 
Le  point  d'application  O  de  la  première  résultante  est  un  point 
arbitraire;  laissant  ce  point  O  fixe,  on  peut  déplacer  le  point  O'  à 
volonté  sur  la  droite  0'2  et,  par  conséquent,  dans  le  plan  00'^, 
à  cause  de  la  grandeur  arbitraire  de  — f. 

En  général,  les  deux  vecteurs  F  et  ^,  équivalents  à  tous  les 
vecteurs  proposés,  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan. 

La  résultante  générale  et  le  moment  résultant  du  système  pri- 
mitifpar  rapport  à  un  point  quelconque  sont  égaux  à  la  résultante 
générale  et  au  moment  résultant  du  système  des  deux  vecteurs  F 
et  0  par  rapport  au  même  point  {fig*  i4)-  Par  exemple,  si  1'^ 
prend  un  point  A  sur  la  direction  de  F,  la  résultante  gén 
en  A  s'obtient  en  composant  un  vecteur  APégal 
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avec  un  vecteur  A<I>' égal  et  parallèle  à  <I>;  le  moment  résultant  AG, 
par  rapport  au  point  A,  est  égal  au  moment  de  ^,  car  celui  de  F 
est  nul;  le  vecteur  AG  est  donc  perpendiculaire  au  plan  A0'<1^  et 
le  point  A  est  le  foyer  du  plan  (n°  13). 

Fig.  li 


Donc,  le  foyer  d'un  plan  passant  par  l'un  des  vecteurs  F,  <P  se 
trouvant  sur  l'autre,  ces  vecteurs  sont  dirigés  suivant  deux  droites 
conjuguées  D  et  A. 

Une  droite  s'appuyant  à  la  fois  sur  les  directions  de  F  et  ^  est 
évidemment  une  droite  de  moment  nul;  inversement,  si  une 
droite  de  moment  nui  rencontre  la  direction  de  F,  elle  rencontrera 
également  celle  de  <E>,  à  distance  finie  ou  infinie,  car,  le  moment 
de  F  étant  nul  par  rapport  à  cette  droite,  celui  de  ^  doit  Têlre 
aussi. 

On  démontrera,  à  titre  d'exercice,  que  l'on  peut  toujours  ré- 
duire les  vecteurs  d'un  système  à  deux,  dont  l'un,  F,  est  dirigé 
suivant  une  droite  arbitraire  D  non  parallèle  à  la  résultante  gé- 
nérale. 


18.  Signification  géométrique  de  l'invariant  LX -h  M  Y  h- NZ.— Appe- 
lons X',  r,  Z',  L',  M',  N',  X",  Y',  Z',  L',  M",  N"  les  projections  et  les  mo- 
ments des  deux  vecteurs  F  et  4>  équivalents  au  système  proposé.  On  a 


X  =  X-hX',         L  =  L'-r-L', 


•  1 


en  se  reportant  à  l'expression  du  moment  relatif  de  deux  vecteurs  donnée 
plus  haut  (n""  7),  on  a  donc 

LX-HMY-hNZr-(L'-+-L')(X'H-X'')-^...=  6vol.(F,  4>), 
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-  e  qui  donne  une  signification  remarquable  de  l'invariant 

LX       MY       NZ. 

>oient  maintenant  P|,  Pj.  . . .  Pn  les  vecteurs  primitifs  du  svstème  pro- 
p^^é:  on  a  les  <i\  relations 

■  I  »  X  =  X  X^.         L  —  il  Lx-,         . . . , 

•  'j  »  Lx-Xx  —  Ma  Va  •-  N'a  Z^   -  o. 

Kn  vertu  des  relations  (i)  et  de  Tidentité  (2),  on  trouve  aussi 

LX  -  MY  ^  NZ  ..  Z'i  L/Xa—  M/Ya-  N/Z^^  L^X,—  Ma  Y/*   N^tZ,), 

la  dernière  somme  £'  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  des  indices  {  et 
Av  Or  l'expression  sous  le  signe  Z'  est  encore  le  moment  relatif  de  P/  et  Pjt; 
par  >uite 

LX^MY-^NZ^Gi:'vol.(I\,PA), 

le  nombre  de  termes  du  second  membre  l'tanl  -      -  :  ces  formules  mon- 

'1 

irent  que.  quelle  que  soit  la  manière  de  réduire   les  vecteurs   Pjt  à 

deux  vecteurs  équivalents  F  et  4>,  le  tétraèdre  (F,  4>)  est  constant  et 

égal  à  la  somme  algébrique  des  tétraèdres  obtenus  en  combinant  deux 

à  deux  les  vecteurs  Pa-  (Ghasles).  Pour  que  les  <lcu\  vecteurs  F  et  «1» 

soient  dans  un  même  plan,  il  faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  (F,  4>)  de 

Chasics  soit  nul. 

19.  Réduction  effective  de  deux  systèmes  équivalents  l'un  à 
l'autre.  —  Soit  d'abord  uq  système  (S)  équivalent  à  zéro  :  les 
deux  vecteurs  F  et  0,  auxquels  on  peut  le  réduire,  sont  aussi 
équivalents  à  zéro,  c'est-à-dire,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
(n"  13),  égaux  et  directement  opposés.  On  peut  alors  les  sup- 
primer et  réduire  effectivement  le  système  (S)  à  zéro. 

Soient  maintenant  deux  systèmes  de  vecteurs  (S)  et  (So)  équi- 
valents; on  peut  les  réduire  effectivement  l'un  à  Tautre  par  les 
opérations  élémentaires.  En  effet,  partons  de  (S)  :  ajoutons  à  (S) 
le  système  (S©)  ( —  So)  formé  par  les  vecteurs  de  (Sq)  et  ces 
mêmes  vecteurs  changés  de  sens;  ce  qui  est  une  des  opérations 
élémentaires  répétée  un  certain  nombre  de  fois.  L'ensemble  des 
systèmes  (S)  et  (--  So),  étant  équivalent  à  zéro,  se  réduit  à  zéro 
par  les  opérations  élémentaires.  Il  reste  donc  le  système  S—  tut 
qui  démontre  la  proposition. 
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20.  Couples.  —  On  appelle,  d'après  Poinsol,  coup  le  V  ensemble 
de  deux  vecteurs  P,  —  F  égaux,  parallèles  et  de  sens  contraires. 
Le  bras  de  levier  du  couple  est  la  dislance  AB(y7^.  1 5)  des  deux 

vecteurs;  le  moment  du  couple  est  le  produit  AB.P  du  bras  de 

Fig.  i5. 


levier  par  un  des  vecteurs.  Quand  le  moment  est  nul,  le  couple 
est  équivalent  à  zéro;  car^  ou  bien  les  deux  vecteurs  sont  nuls,  ou 
bien  AB  r-^  o  et  alors  les  deux  vecteurs  sont  égaux  et  directement 
opposés. 

Un  couple  étant  un  système  de  vecteurs  dont  la  résultante  géné- 
rale est  nulle,  le  moment  résultant  d'un  couple  est  constant  en 
grandeur,  direction  et  sens  pour  tous  les  points  de  l'espace. 
Ce  moment  résultant  s'appelle  Vaxe  du  couple.  L'axe  d'un 
couple  est  donc  un  vecteur  défini  en  grandeur,  direction  et  sens, 
mais  dont  le  point  d'^  application  peut  être  choisi  arbitrairement 
dans  Vespace,  Pour  voir  quel  est  ce  vecteur,  cherchons  le  mo- 
ment résultant  par  rapport  à  un  point  O  du  bras  de  levier  AB 
situé  entre  A  et  B  ;  les  moments  des  deux  vecteurs  P  et  —  P  seront 
dirigés  perpendiculairement  au  plan  du  couple,  dans  le  même 
senSj  car  les  deux  vecteurs  P  et  —  P  ont  même  sens  de  rotation 
autour  du  point  O;  le  moment  résultant  OG  ou  axe  rfwcow/>/e  est 

donc  perpendiculaire  au  plan  du  couple  et  égal  à  P.OA  H-  P.OB, 

ou  à  P.AB,  c'est-à-dire  au  moment  du  couple. 

D'après  cela,  deux  couples  de  même  axe  sont  équis^alents^ 
car  ils  ont  tous  deux  une  résultante  générale  nulle  et  même  mo- 
ment résultant.  Ils  pourront  donc  être  réduits  l'un  à  l'autre  par 
les  opérations  élémentaires. 

21.  Composition  des  couples.  —  Un  nombre  quelconque  de 
couples  est  toujours  équivalent  à  un  couple  unique  dont  l'axe  est 
la  somme  géométrique  des  axes  des  couples  composants. 
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Eq  effet,  le  sj'slème  formé  par/?  couples  P|,  --  P«  ;  P21  — P2; 
...  ;  P^,  —  P^  est  un  système  de  vecteurs  dont  la  résultante  géné- 
rale est  nulle.  Le  moment  résultant  de  ce  système  est  donc  le 
même  par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace  ^fig*  16). 

Fig.  16. 


\\ 


P, 


^P        '-P, 


P 
-P. 


H.P, 


Pour  obtenir  ce  moment  résultant  OG,  par  rapport  au  point  O, 
on  peut  procéder  comme  il  suit  :  on  prend  d'abord  le  moment  ré- 
sultant 0G|  de  P|  et  —  P« ,  moment  qui  est  égal  à  Taxe  du  premier 
couple,  puis  le  moment  résultant  OG2  de  P2  et  —  P2,  qui  est  égal  à 
Taxe  du  second  couple,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  OG^,  qui  est  égal 
à  l'axe  du  dernier  couple;  puis  on  compose  entre  eux  tous  ces  mo- 
ments composants  OGj,  OG2,  ...,  OG^.  Considérons  alors  un 
couple  d'axe  OG  égal  au  moment  résultant;  ce  couple  unique  est 
équivalent  au  système  des  couples  donnés,  car  il  a,  comme  ce 
s^^stème,  une  résultante  générale  nulle,  et  un  moment  résultant 
égal  à  OG.  On  pourra,  par  les  opérations  élémentaires,  réduire  le 

système  de  couples  donné  au  couple  unique  d'axe  OG.  Si  0G=:o, 
le  couple  unique  final  est  équivalent  à  zéro;  le  système  proposé 
également. 

22.  Réduction  à  un  vecteur  et  à  un  couple.  —  Un  système  de 
vecteurs  quelconques  est  équivalent  à  un  vecteur  unique,  égal 
à  la  résultante  générale,  appliqué  en  un  point  arbitraire  et  à  un 
couple  unique  dont  Taxe  est  le  moment  résultant  par  rapport  à 
ce  point.  En  effet,  soient  OR  la  résultante  générale  et  OG  le 
moment  résultant  du  système  par  rapporta  un  point  arbitraire  O. 
Le  nouveau  système  formé  par  le  vecteur  R  et  un  couple  (P, 
d'axe  OG  est  équivalent  au  système  proposé,  car  il  a  même  1 
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tante  générale  OR  et  même  moment  résultant  OG  par  rapport  au 
point  O  {^fig-  17).  Le  système  proposé  pourra  donc  être  réduit 
au  système  R,  P,  —  P  par  les  opérations  élémentaires. 


Comme  le  point  O  est  pris  à  volonté,  il  y  a  une  infinité  de  fa- 
çons de  déterminer  nn  vecteur  et  un  couple  équivalents  à  un  sys- 
tème donné.  Une  fois  le  point  O  choisi,  le  couple  (P,  —  P)  n'est 
pas  entièrement  déterminé,  puisqu^on  peut  prendre  pour  ce 
couple  l'un  quelconque  des  couples  en  nombre  infini  ayant  OG 
pour  axe. 

Si  le  point  O  est  pris  sur  l'axe  central  DD'  en  O',  la  résul- 
tante générale  O'R  et  le  moment  résultant  O' g' sont  dirigés  suivant 

Fig.  18. 

ID 


/    "•  / 


*R 


l'axe  central;  dans  ce  cas,  le  plan  du  couple  (P,  —  P)  est  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  la  résultante  R  et  son  axe  est  mini- 
mum {fig-  18). 

23.  Topseur,  vis.  —  Le  géomètre  anglais  Bail  nomme  torseiir  ou  tor- 
sion le  système  précédent  formé  par  un  vecteur  O'R  {fig*  18)  et  un  couple 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 

On  appelle  point  d'application,  direction,  sens  et  grandeur  du  tor- 
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seur,  le  point  d'application,  la  direction,  le  sens  et  la  grandeur  du  vk- 
teur  O'R.  La  Jlèche / du  torseur  est  le  rapport  de  la  grandeur  de  l'axe  du 
couple  g  à  celle  du  vecteur  R,  ce  rapport  étant  ref^ardé  comme  positif  ou 
négatif,  suivant  que  les  vecteurs  0'  R  el  0'^  sont  de  même  sens  ou  de  seos 
contraires.  Ea  adoptant  ces  dénominations  on  voit  que  :  un  système  quel- 
conque de  vecteurs  est  lïquivalent  à  un  torseur  dirigé  suivant  l'axe  central, 
ayant  pour  grandeur  et  sens  la  grandeur  et  le  sens  de  la  résultante  géné- 


r  flèche  la 


I.X-.-MY-1-  NZ 


•'  ~  R  R  XI  ^  Y'  +  Z'    ' 

/est  donc  la  valeur  commune  trouvée  pour  les  rapports  égaux  qui  GgureDt 
dans  les  équations  de  l'axe  central. 

Destorseurs  donnés  en  nombre  quelconque  se  composent  toujours  en  un 
torseur  unique.  En  elTet,  chaque  torseur  donne  est  un  système  de  trois 
vecteurs;  l'ensemble  des  torseurs  donnés  est  donc  un  certain  système  de 
vecteurs  qui,  d'après  les  règles  données  précédemment,  est  équivalent  à  ud 
torseur  unique  que  l'on  sait  déterminer. 

On  appelle  vu  un  torseur  dont  le  vecteur  0'  Et  est  égal  à  l'unité  : 

Xi-t- Y'-.-Z>-i. 

I.a  quantité  /  se  réduit  alors  à  LX  -+-  MY  h-  NZ  :  on  l'appelle  le  paramètre 

M.  Bail  a  montré  l'utilité  de  la  notion  de  vis  dans  la  Cinématique  et  la 
.Mécanique  du  corps  solide.  On  trouvera  l'indication  des  nombreux  travaux 
qu'il  a  publiés  à  ce  sujet  dans  le  Bulletin  biblio/^raphîque  ilc  Gino  Lo- 
ria,  et  une  exposition  deces  travaux  dansl'Ouvrage  intitulé:  Theoretitche 
Mechanik  slarrer  Système,  par  Gravelius  (éditeur  G.  Reîmcr,  Berlin). 

24.  Cas  particuliers  de  la  réduction  précédente.  —  11  peut  ar- 
river, en  particulier,  qu'un  système  de  vecteurs  non  équivalent 
à  zéro  soit  équivalent  à  un  couple  unique  ou  à  un  vecteur 
unique. 

Un  système  esl  équivaleni  à  un  couple  unique  quand  la  résul- 
tante générale  esl  nulle. 

Pour  qu'un  système  soit  équivalent  à  un  vecteur  unique,  îl  faut 
et  il  suffit  que,  ta  résultante  générale  étant  dilTérenlc  de  zéro,  le 
moment  minimum  g  soit  nul,  c'est-à-dire  que  le  moment,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace,  soil  pcrpentUculcÛre 
à  la  direction  de  la  résultante  générale.  En  ell'ul,  pour  un  »y$^ 
tème  formé   d'un  vecteur  unique,  l'axe  central  coïncide  ' 


J 
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vecteur  et  le  moment  minimum  est  nul;  réciproquement,  si  le 
moment  minimum  d'un  système  est  nul,  ce  système  est  équivalent 
à  un  vecteur  unique  dirigé  suivant  l'axe  central,  le  couple  d'axe 
minimum  qu'il  faut  ajouter  dans  le  cas  général  étant  devenu  nul. 
On  a  alors  y=  o. 

25.  Résumé.  —  En  résumé,  on  a  le  Tableau  suivant  : 


\ 


Système  équivalent  à   deux  vecteurs   non    situes    dans    un 

¥v       njiA/       TVT»  ^        ;  même    plan;  équivalent    aussi    à    un  vecteur  dirigée    suivant 
LX  H-  MY  -h  NZ  <  o.  {  ,,  ,        .  ,     ,         ,       ,  ,.     ,  . 

1  axe  central  et  a  un  couple  dont  le  plan  est  perpendiculaire 

à  cet  axe,  c'est-à-dire  à  un  lorseur. 

Système  équiva- 
lent à  un  vecteur 
unique  dirigé  sui- 

e     ..  .      •     ■  \  vant  l'axe  central. 

Système   equi-  I  ^ 

valenlàdeuxvec-  1  ^oY    ^.  Y    r^  Z   =  o,  (       Système  équiva- 

teurs  situes  dans  \       L'— M'-^N'>o  ~ 


r  X2 -f- Y» -+- Z2  >o. 


LX -+- MY -i- KZ -- o. 


un  même  plan. 


lent    à    un    couple 
unique. 

3°X   —Y    =Z    =  o,  \       Système  équiva- 
le  =  M   —  N   =0.  )  lent  à  zéro. 


2G.  Moment  relatif  de  deux  systèmes  de  vecteurs.  —  En  employant 
les  notations  du  n**  14,  on  appelle  moment  relatif  de  deux  systèmes  de 
vecteurs  (S)  et  (S©)  la  quantité 

(r)  LXoH-MYo-f-NZo-f-  L0X-+-  MoY-i-NoZ, 

dont  la  valeur  est  indépendante  du  choix  des  axes.  On  peut,  en  effet, 
l'écrire  sous  la  forme 

(L -f- Lo)(X -t- Xo) -+- (M -^  Mo)(  Y -r- Yo) -f- (N -^  No)  (Z -- Zo  ) 
—  (  LX  -+-  M  Y  -+-  NZ  ;  ^  (  LoXo  -+-  Mo  Yo  -r-  IV©  Zo  ), 

dans  laquelle  les  trois  termes  sont  des  invariants  pour  le  système  total 
(S)-+-(So)  ou  l'un  des  systèmes  (S)  ou  (So).  D'après  la  signification  de 
ces  trois  invariants  telle  qu'elle  résulte  du  n°  18,  le  moment  relatif  de  (S) 
et  (So)  est  égal  à  six  fois  la  somme  des  volumes  des  tétraèdres  obtenus  en 
associant  tous  les  vecteurs  de  (S)  à  tous  ceux  de  (  Sq). 

En  appelant  fi  la  plus  courte  distance  des  axes  centraux  des  deux  sys- 
tèOhMy  «  l^jK  Mgtei  Rf  Ho  les  résultantes   générales  dirigées   suivant  ces 

ats  minima  des  deux  systèmes  estimés  suivant  les 
itif  des  deux  systèmes  est 

-4-(^Ro-^^oR)cosa, 
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OÙ  le  premier  terme  est  le  moment  relatif  de  R  et  Rq,  comme  on  le  vérifie 
immédiatement  en  prenant  l'un  des  a\es  centraux  pour  a\e  O^  (n'  13)  et 
voyant  ce  que  devient  l'expression  (  i  ). 


IV.  —  DIGRESSION   SUR  LA  THÉORIE 

DES    COUPLES. 

27.  Couples  équivalents.  —  Nous  avons  déduit  la  théorie  des  couples 
des  théorèmes  généraux.  Poinsot  procède  d'une  façon  inverse  en  commen- 
çant par  établir  les  propriétés  des  couples  pour  en  déduire  ensuite  celles 
d'un  système  quelconque  de  vecteurs.  Nous  allons,  à  titre  d'exercice,  indi- 
quer cette  méthode  en  peu  de  mots  en  empruntant  quelques  démonstra- 
tions à  Môbius,  afin  de  rendre  la  théorie  indépendante  de  celle  des  vecteurs 
parallèles. 

On  peut,  par  des  opérations  élémentaires,  transformer  un  couple  en 
un  autre  quelconque  de  même  axe. 

Nous  distinguerons  deux  cas  dans  la  démonstration  : 

I"  Les  couples  de  même  axe  qu'on  veut  transformer  l'un  dans  Tautrc 
sont  situés  dans  un  même  plan. 

Supposons  d'abord  que  les  vecteurs  des  deux  couples  ne  sont  pas  paral- 
lèles, les  directions  de  ces  vecteurs  forment  alors  un  parallélogramme  ABCD 
{Jig.  19):  comme  on  peut  transporter  un  vecteur  en  un  point  de  sa  direc- 


Fig.  19- 


*,P 


/  R 

^-  -R 
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» .-#• — ^ 

tion,  on  peut  appliquer  les  vecteurs  des  deux  couples  aux  quatre  sommets 
du  parallélogramme,  ceux  du  premier  aux  sommets  A  et  G  en  P  et  —  P, 
ceux  du  deuxième  aux  sommets  D  et  B  en  Q  et  —  Q. 

Le  moment  du  premier  couple  est  à  l'aire  du  parallélogramme  comme 
AP  est  à  AB;  le  moment  du  second  est  à  Taire  du  parallélogramme  comme 
DQ  est  à  DA  ;  on  a  donc,  ces  moments  étant  égaux, 

.  .  P        AB 

(')  Q  =  ÂD- 

Les  axes  des  deux  couples  sont  alors  égaux  et  parallèles  :  pour  ^'ilt 
soient  de  même  sens  (tous  deux  dirigés  en  avant  du  plan  de  ^^B^lX  ^ 
faut  que  les  vecteurs  soient  disposés  dans  le  même  se^'  ^^ 
le  périmètre  du  parallélogramme. 
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Cela  posé,  partons  du  couple  P,  —  P  et  ajoutons,  suivant  le  côté  AD, 
deux  vecteurs  égaux  et  directement  opposés,  le  vecteur  Q  et  un  vecteur 
Q'  appliqué  en  A;  de  même  ajoutons,  suivant  BG,  deux  vecteurs  égaux  et 
directement  opposés  — Q,  — Q'  appliqués  en  B  et  C.  Nous  aurons  un  sys- 
tème de  vecteurs  équivalent  au  couple  P,  — P  :  mais  l'ensemble  P,  —  P, 
Q',  —  Q'  est  équivalent  à  zéro,  car  les  deux  vecteurs  P  et  Q'  ont  une  ré- 
sultante R  qui,  d'après  la  proportion  (T),est  dirigée  suivant  la  diagonale  AC, 
et  les  deux  vecteurs  —  P  et  —  Q'  ont  une  résultante  —  R  dirigée  suivant 
CA,  c'est-à-dire  égale  et  directement  opposée  à  R;  nous  pouvons  donc 
supprimer  les  vecteurs  P,  —  P,  Q',  —  Q'  qui  sont  équivalents  à  zéro  et  il 
reste  le  couple  Q,  —  Q  équivalent  au  premier. 

Lorsque  les  vecteurs  des  deux  couples  de  môme  axe  P,  — P,  Q,  — Q 
situés  dans  un  même  plan  sont  parallèles,  le  raisonnement  précédent  ne 
s'applique  plus;  mais  si,  dans  le  même  plan,  on  considère  un  couple  auxi- 
liaire F,  — F  de  même  axe  que  les  deux  proposés,  ayant  ses  vecteurs 
obliques  sur  ceux  des  proposés,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  transfor- 
mer P,  —  P  en  F,  -  F,  puis  F,  —  F  en  Q,  —  Q,  c'est-à-dire  fmalement 
P,  —  P  enQ,  -Q. 

En  résumé,  on  peut  transporter  un  couple  à  volonté  dans  son  plan  et 
modifier  son  bras  de  levier  et  ses  vecteurs  pourvu  que'son  axe  ne  change  pas. 

1"  Démontrons  maintenant  qu'on  peut  transporter  un  couple  dans  un 
plan  parallèle  au  sien  et  modifier  son  bras  de  levier  et  ses  vecteurs  pourvu 
que  sou  axe  ne  change  pas. 

Pour  cela,  il  suffit  de  démontrer  qu'on  peut  transporter  un  couple  paral- 
lèlement à  lui-même,  dans  un  plan  parallèle  au  sien  :  une  fois  le  couple 
transporté  dans  ce  plan,  on  le  modifiera  conformément  aux  règles  du  pre- 
mier cas. 

Soient  P,  --  P  {pg.  20)  un  couple  et  P',  —  P'  le  même  couple  transporté 

Fig.  20. 
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fif'ft 


A^-^'-rj 


-R 


_r^^^B 


-J^-. 


'/ 

-p' 


-P 


j»5.À.j! 


lement  à  lui-même  hors  de  son  plan  :  A,  B,  A',  B'ies  points  d'appli- 

t  d^  vecteurs   des  deux  couples.    Construisons  un  parallélépipède 

'nmtre  vecteurs  pour  arêtes  opposées  et  prenons  les  points  d'in- 
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terseclion  G  el  D  des  diagonaies  des  deux  faces  PP'BB',  —  P  —  P'AA'. 
Parlons  du  premier  couple  P,  —  P  et  suivant  CD  appliquons  deux  vecteurs 
R,  —  R  égaux  directement  opposés  et  égaux  à  CD,  c'est-à-dire  à  P.  Le 
couple  P,  —  R  peut  être  remplacé,  d'après  le  cas  précédent,  par  le  couple 
R.  —  P'  situé  dans  le  même  plan  que  lui  ;  le  couple  —  P,  R  peut,  de  même, 
être  remplacé  par  —  R,  P'  :  le  couple  primitif  est  ainsi  remplacé  par  les 
deux  R,  — P'  et  —  R,  P'  qui  se  réduisent  évidemment  à  P',  —  P'  par  la 
suppression  des  vecteurs  R,  —  R  égaux  et  directement  opposés. 

28.  Composition  directe  des  couples.  —  Nous  allons  montrer  directe- 
ment que  des  couples  en  nombre  quelconque  peuvent  être  remplacés  par 
un  couple  unique  dont  l'axe  est  la  somme  géométrique  des  axes  des  couples 
composants.  Il  suffit  évidemment  d'établir  le  théorème  pour  deux  couples. 

Soient  donc  à  composer  deux  couples  d'axes  AG,  AH.  Plaçons-nous  dans 
le  cas  général  où  les  deux  directions   AG,  AH  sont  distinctes  (Jig^  i\). 

Fig.  21. 


Soient  n  et  FI' les  deux  plans  des  deux  couples.  Sur  leur  intersection,  pre- 
nons une  longueur  AB  =  i.  Nous  pouvons,  d'après  les  théorèmes  établis 
plus  haut,  modifier  chacun-des  couples  dans  son  plan,  de  façon  que  son  bras 
de  levier  coïncide  avec  AB.  Soient  alors  P,  — P,  Q,  — Q  les  deux  couples. 
Nous  mènerons  les  axes  par  le  point  A.  Ce  seront  les  deux  segments  AG,  AH 
respectivement  perpendiculaires  aux  plans  II,  II'  et  égaux  à  P  et  Q,  puisque 
le  bras  de  levier  des  couples  est  égal  à  l'unité.  Les  deux  vecteurs  concourants 
P  et  Q  ont  une  résultante  R  diagonale  de  leur  parallélogramme:  de  même, 
—  P  et  —  Q  ont  une  résultante  —  R.  Pour  avoir  l'axe  du  couple  R,  —  R, 
il  nous  faut  mener  par  A  perpendiculairement  au  plan  R  —  R  un  seg- 
ment AK  dont  la  longueur  soit  égale  au  moment  R  de  ce  couple;  les  six 
droites  AP,  AQ,  AR,  AG,  AH,  AK  sont,  d'après  ce  qui  précède,  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  AB  en  A,  et  sont  de  plus  perpendiculaires  et  égales 
deux  à  deux.  Il  suit  de  là  que  la  figure  AGHK  se  déduit  de  la  figure  APQR 
en  faisant  tourner  celle-ci  d'un  angle  droit  autour  de  AB;  par  conséquent, 
l'axe  AK  du  couple  résultant  est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  axes  des  couples  composants.  c.  q.  f.  d. 
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Si  les  axes  des  couples  à  composer  avaient  même  direction,  on  ferait 
jouer  à  une  droite  quelconque  du  plan  des  deux  couples  le  rôle  de  l'inter- 
section des  plans  n  et  II'  dans  la  démonstration  précédente. 


29.  Réduction  directe  des  yecteurs  à  un  vecteur  et  un  couple.  — 
Méthode  de  Poinsot.  —  Pour  montrer  qu'un  système  quelconque  de  vec- 
teurs est  équivalent  à  un  couple  et  à  un  vecteur  appliqué  en  un  point  arbi- 
traire, Foinsol  emploie  une  méthode  qui  a  pour  point  de  départ  la  propo- 
sition suivante  : 

On  peut  transporter  un  vecteur  P  en  un  point  quelconque  0  de  l'espace 
en  ajoutant  un  couple  convenable  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  vecteur. 
En  effet,  appliquons  en  O  ^fig.  'y.i)  deux  vecteurs  P',  —  P'  égaux  et  opposés 

Fig.   22. 


p.\r 


A 


p>r 


qui  ont  même  grandeur  et  direction  que  le  vecteur  proposé;  les  deux  vec- 
teurs P  et  — P'  constituent  un  couple  dont  Taxe  OG  est  perpendiculaire 
à  P'.  Nous  voyons  donc  que  le  vecteur  P  se  trouve  remplacé  par  le  vec- 
teur P'  et  le  couple  G. 

Réciproquement,  l'ensemble  d'un  vecteur  P'  et  d'un  couple  dont  l'axe  OG 
lui  est  perpendiculaire  se  réduit  à  un  vecteur  unique  P  égal  et  parallèle 
à  P'.  Le  plan  du  couple  OG  contient  le  vecteur  P';  transportons  ce  couple 

Fig.  23. 


G, 


-»-R 


dans  son  plan  sans  changer  son  axe  et  modifions-le  de  façon  que  l'un  de 

ses  vecteurs  —  P'  soit  appliqué  en  O,  égal  et  opposé  à  P';  les  vecteurs  P', 

—  P'  peuvent  être  supprimés,  et  le  système  se  réduit  au  vecteur  unique  P. 

Cela  posé,  soient  Pi,  Pj,  ...,  P^  {^fig*  23)  des  vecteurs  donnés  :  choi- 

A.,  I.  3 
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sissons  arbitrairement  un  point  O.  Nous  >enons  de  voir  qu'on  peut  rem- 
placer chacun  des  vecteurs  P/  par  un  vecteur  égal  et  parallèle  OP)  cl  un 
couple  G;.  Les  vecteurs  OP)  ont  une  ré-iullante  OR  éj;ale  à  la  réâultaote 
gêoérale.  Les  couples  G/  ont  de  même  un  couple  résultant  G;  ce  qui 
démoolre  la  pro|>osition  énoncée. 


V.  —  VECTEURS  PARALLÈLES. 

30.  Application  des  théorèmes  généraux.  —  Lorsque  tous  les 
vecteurs  d'un  svslème  sont  p.Tralièles,  ce  système  est  rtjui valent 
ou  à  une  résultante  unique,  ou  à  un  roupie  unique,  ou  à  zéro. 
En  eiTet,  tous  les  moments  composants,  pur  rapport  à  un  point, 
étant  dirigés  perpendiculairement  à  la  direction  commune  des 
\ecleurs,  le  moment  résultant,  s'il  n'est  pas  nul,  est  perpendicu- 
laire à  celle  direction;  la  résultante  f;énérale,  si  elle  n'est  pas 
nulle,  est  parallèle  à  celle  direction.  L'invariant  LX  -:-  M  Y  —  NZ 
est  donc  nul. 

Soirnl  a,  ^3,  y  l^*  cosinus  directeurs  d'une  demi-droite  paral- 
lèle à  la  dircolion  commune  des  vocleurs.  Appelons  P,,  Pn P„ 

les  g:i\indeurs  des  vecteurs  rstimécs  suiifint  cette  demi^€iroite, 
de  sorte  que  les  vecteurs  dirigés  dans  le  sens  de  cette  demi-droite 
seront  positifs,  et  les  vecteurs  dirigés  en  sens  contraire  négatifs. 
On  aura,  en  appelant  Xa,  J^'a?  ^a  les  coordonnées  du  point  d'appli- 
cation du  vecteur  Pa,  Xa,  Ya,  /a  ses  projections  sur  les  axes  sup- 
posés rectangulaires,  et  La,  Ma,  Na  ses  moments  par  rapport  aux 

axes, 

XA=irA.        Ya-  ?I\,        ZA=vrA: 

U=  Hâ^YVA— 3-A^'  ^h-  lV(atJA— V'"*  ^'  >»*=  PiH?-rA— avA•)• 

Puis,  en  posant 

P^P,^P,H-...-l\=vp,, 

le  signe  ï  indiquant  une  somme  étendue  à  tous  les  vecteurs,  on  a 
pour  Ifs  projections  de  la  résullanle  générale  et  du  moment  ré- 
sultant, 

Xr-aP,        Y    -  Hl\        'A  =  ^;V: 

L-^-^:,\\y,-'^lV,z,,  M-  allV^A-virA^A,  N  =  ?i:PAJ-A-alpAr*. 
<)n  vérifie*  immédiatement  la  relation 

LX   i   M  Y   I   N/  -  o. 
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Donc,  si 

P^o,  système  équivalent  à  un  vecteur  unique; 

p  =  o,  L*-h  M* H-  N'>  G,  »  à  un  couple  unique; 

P  =  o,  L  =  M  =  N  =  G,  »  à  zéro. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  système 
soit  équivalent  à  zéro  sont  donc 

ZPkOPk        ^^k.Yk        "^^kZk 
2rA=G,  =  7- —  = 

a  P  ■    T 

Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aurait 

2Pa=o,         2:Paj-a=o,         I^Vkyk^o,        1:Pa5a  =  o, 

les  condilions  précédentes  seraient  vérifiées  quels  que  soient  a, 
p,  y,  le  système  serait  équivalent  à  zéro  quelle  que  soit  la  direc- 
tion commune  que  Ton  donne  aux  vecteurs  parallèles,  pourvu 
qu'on  n'altère  pas  leurs  rapports  de  grandeurs.  On  dit  alors  que 
le  système  des  vecteurs  parallèles  est  en  équilibre  astatique. 

31.  Centre  des  vecteurs  parallèles.  —  Supposons  P^o;  le  sys- 
tème est  équivalent  à  un  vecteur  unique,  dont  la  valeur  algé- 
brique est  P  et  dont  les  projections  sont  aP,  pP,  yP;  ce  vecteur 
est  dirigé  suivant  l'axe  central  :  nous  l'appellerons,  pour*abréger, 
le  vecteur  résultant  du  système. 

Les  équations  de  Taxe  central  sont  actuellement 

yZ  —  -sY  — L  =  o,         z\  —  arZ  —  M  =  o,         x\ — yH  —  N  =  o, 

car  la  valeur  commune  des  trois  rapports  égaux  qui  forment  les 
équations  de  cet  axe  est  nulle.  Ces  équations  deviennent,  d'après 
les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 

Y(P^-2PA.rA)-P(P^-2:PA-5^)  =  o,         ...; 

on  peut  les  écrire 

Vx^I.VkXk  _  Py  —  ^Vkyk  _  P>S-SP;^^A 

ou,  en  posant  \  =  -^p^,  t)  =  -^p^,  Ç  =  -^^ , 
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Le  poinl  a^ant  pour  coordonnées  i,  r,,  !Ç  ne  dépend  pas  de  a, 
[3,  Y)  c'est-à-dire  de  la  direclion  commune  des  vecteurs;  il  dépend 
seulement  de  leurs  points  d'application  (xa,^^,  ;;A)etdes  rapports 
de  leurs  grandeurs,  car  les  expressions  de  ;,  */;,  ^  sont  homogènes 
et  de  degré  zéro  par  rapport  à  I^,  1*2,  ...,  P„.  L*axe  central 
passe  donc  par  le  point  fixe  (ç,  r,,  J^)  (piels  que  soient  a,  fi,  y;  et, 
comme  le  vecteur  résultant  I*  du  système  de  vecteurs  est  dirigé 
suivant  Taxe  central,  il  passe  par  le  point  (ç,  Tj,  IJ). 

Donc,  si,  laissant  fixes  les  points  d'application,  Ton  change  la 
direction  commune  des  grandeurs  géométriques  considérées  et  si 
Ton  fait  varier  ces  grandeurs  proportionnellement,  leur  résul- 
tante passe  par  un  point  fixe  de  coordonnées  (Ç,7,,!^).  Ce  point 
fixe  se  nomme  centre  des  x^ecteurs  parallèles;  il  existe  toutes  les 
fois  que  5]lV^o. 

On  choisit  ordinairement  ce  point  comme  point  d'ap])lication 
du  vecteur  résultant,  ce  qu'on  peut  faire  en  transportant  ce  vec- 
teur au  point  ;,  */;,  !^  de  sa  direclion. 

Exemple.  —  On  retrouve  sans  peine,  ù  titre  d'exemple,  les  propriétés 
élénientuires  d'un  système  de  deux  vecteurs  parallèles  appliqués  en  deux 
points  Al  et  Aj  et  ayant  pour  valeurs  algébriques  l*i  et  l*j.  Quand  P|-f-  Pj 
est  dillérenl  de  zéro,  le  système  admet  un  vecteur  résultant,  c'est-à-dire 
est  é<iuivalent  à  un  vecteur  unique  ayant  pour  valeur  algébrique 

V=^\\-.-l\, 

et  appliqué  en  un  point  A  (centre  des  deux  vecteurs  parallèles)  {Jiff.  i4) 
déterminé  par  la  relation 

\~vT      _  Pî 

AA,    "'^        I'.' 
Fij;.   2\. 


\    ^  -  _  \ 

A        A, 

1 

1     i 
.t    1 

A. 

f 

i-iVi*, 

*^\ 

dans  laquelle,  suivant  les  conventions  babituelles  de  la  Géométrie,  le  rap- 
port des  deux  sejxments  AAi  ol  AAj  est  positif  ou  néj:atil\  suivant  que  ces 
deux  sej^ments  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 
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Dans  le  cas  particulier  où  Pi-hPj  =  o,  les  deux  vecteurs  donnes  sont 
égaux  et  de  sens  contraires;  le  centre  des  vecteurs  parallèles  n'existe  plus. 
Les  deux  vecteurs  forment  en  général  un  couple,  à  moins  qu'ils  ne  soient 
directement  opposés  et,  par  suite,  équivalents  à  zéro. 

32.  Moments  des  vecteurs  parallèles  par  rapport  à  un  plan.  — 
Un  système  de  vecteurs  parallèles,  dont  la  résultante  générale 
P  =  SP;t  n'est  pas  nulle,  est  équivalent  à  un  vecteur  résultant 
unique  P  appliqué  au  centre  des  vecteurs  parallèles,  d'après  la 
convention  faite  plus  haut.  Les  formules  qui  donnent  les  coor- 
données i,  Yi,  s  de  ce  centre  conduisent,  quand  on  les  traduit  en 
langage  géométrique,  au  théorème  des  moments  par  rapport  à 
un  plan. 

Etant  donnés  un  plan  II,  qu'on  peut  toujours  prendre  pour  plan 
orO^',  et  un  axe  O^  {fig*  '^^)  de  direction  arbitraire,  on  appelle 

Fi  g.  55. 


moment  dUine  des  grandeurs  géométriques  parallèles, par  rap- 
port à  ce  plan  M,  le  produit  de  la  valeur  algébrique  Pa  de  la 
grandeur  par  la  coordonnée  Zk  de  son  point  d'application, 

Le  moment  ainsi  défini  est  une  quantité  positive,  négative  ou 
nulle,  dont  la  valeur  dépend  du  point  d'application  de  la  gran- 
deur géométrique,  de  sorte  que  ce  moment  change  quand  on  la 
transporte  en  un  point  de  sa  direction.  La  propriété  fondamen- 
tale résultant  de  cette  définition  est  la  suivante  : 

Quand  des  grandeurs  géométriques  parallèles  ont  une  ré- 
sultante, le  moment  de  cette  résultante  par  rapport  à  un  plan 
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est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes  y 
à  condition  de  prendre^  pour  point  d^ application  de  la  résul- 
tante, le  centre  des  vecteurs  parallèles. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  l'axe  0^  perpendiculaire 
au  plan  II,  le  z  du  centre  des  vecteurs  parallèles  est  donné  par 
l'équation 

où  P  =  SPa;  or  celte  équation  exprime  précisément  le  théorème 
que  nous  voulons  démontrer. 

Si  l'axe  Oz  est  oblique  au  plan  II,  on  prendra  un  axe  auxiliaire 
Oy  normal  au  plan  et  faisant  avec  Oz  un  angle  a.  Appelons  5',, 
^2,  .  .  .,  z'^^  J^'  les  coordonnées  z  des  points  d'application  comp- 
tées parallèlement  à  ce  nouvel  axe,  c'est-à-dire  normalement  au 
plan;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

mais  les  coordonnées  z'  et  z  sont  liées  par  les  relations  évidentes 

^1  =  ^,  ces  a,         ^j  =  <5jCOS3,         ...,         Ç'=^cosa; 
en  substituant,  on  a  la  relation  à  démontrer 

Le  théorème  des  moments  est  donc  établi  dans  sa  généralité. 

En  l'appliquant  successivement  aux  trois  plans  coordonnés  sup- 
posés obliques,  on  obtient,  pour  déterminer  les  coordonnées  Ç, 
7i,  Ç  du  centre  des  vecteurs  parallèles  en  axes  obliques^  les  mêmes 
formules  qu'at^ec  des  axes  rectangulaires. 

Remarque  /.  —  Le  ihéorèrae  des  moments  par  rapport  à  un  plan  ne 
peut  s'appliquer  que  si  SP^.^o. 

Lorsque  2Pa  =  o,  les  vecteurs  sont  équivalents  à  un  couple  ou  à  zéro. 
Même  dans  ce  dernier  cas^  le  théorème  ne  peut  pas  s'appliquer,  car  si  la 
résultante  est  alors  nulle,  le  centre  des  vecteurs  parallèles  est  àTinfini.  Il 
n'y  a  d'exception  que  pour  le  cas  encore  plus  particulier  où  les  vecteurs 
étant  équivalents  à  zéro  sont  en  équilibre  asiatique;  alors  J,  t,,  !J  sont  in- 
déterminés. 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  vecteurs  sont  diri- 
gés dans  le  même  sens,  le  centre  des  vecteurs  parallèles  est  intérieur  à  toute 
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surface  convexe  entourant  tous  les  points  d'application  des  composantes. 
En  effet,  prenons  pour  sens  positif  celui  des  vecteurs  donnés  Pi,  , . .,  P», 
pour  plan  des  xy  un  plan  tangent  II  à  celle  surface,  et  pour  axe  Oz  une 
perpendiculaire  à  ce  plan  située  du  même  côté  que  la  surface  {fig-  26). 

Fig.  26. 


Alors  les  z  de  tous  les  points  d'application  sont  positifs,  et  l'équation 

S  Paz/, 


^w 


montre  que  JJ  est  également  positif.  Le  centre  des  vecteurs  parallèles,  se 
trouvant  par  rapport  à  un  plan  tangent  quelconque  du  même  côté  que  la 
surface,  est  situé  à  l'intérieur  de  celle-ci. 

33.  Champs  de  yecteurs.  —  Imaginons  une  région  continue  de  l'espace 
en  chaque  point  M  de  laquelle  soit  défini  un  vecteur  ayant  ce  point  M  pour 
origine. 

Celte  région  est  alors  un  champ  de  vecteurs.  L'élude  d'un  champ  de  vec- 
teurs sera  faite  d'une  façon  approfondie  au  commencement  du  Tome  III. 


EXERCICES. 


1.  Démontrer  que  la  grandeur  R  du  vecteur  résultant  de  plusieurs  vecteurs 
concourants  ?,,  ?,,  . .  -,  P„  est  donnée  par  la  formule  suivante 

R2:::=5:pj.^:,vp  p^e„sl<   p^^ 

la  première   somme  étant  étendue  à  tous  les  vecteurs,  la  seconde,  à  toutes  les 
combinaisons  de  ces  vecteurs  deux  à  deux. 

2.  Pour  qu'un  système  de  vecteurs  soit  équivalent  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  moment  résultant  soit  nul  par  rapport  à  trois  points  non  situés  en  ligne  droite. 

3.  Dualité  dans  la  théorie  des  vecteurs.  —  Soit  une  sphère  imaginaire  de 
centre  O,  x"^ -\- y"^ -^  z-  -r- 1  =z  Oy  et  un  vecteur  P,  de  projections  X,,  Y,,  Z,  et  de  mo- 
ments Lp  M,,  N,;  sur  la  droite  conjuguée  de  P,  par  rapport  à  la  sphère,  prenons 
un  vecteur  P'   de  projections  \\  =  L,,  Y',  =  M,,  Z\=.  Np  ce  qui  est  possible,  car 
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la  direction  L,,  M,,  N,  est  normale  au  plan  OP,.  Démontrer  qu'il  y  a  réciprocité 
entre  les  vecteurs  P,  et  P', ,  c'est-à-<iirc  que  P,  est  dirif^é  suivant  la  droite  conju- 
guée de  P,  et  que  ses  projections  sont  égales  aux  moments  de  I**, ,  \,  =  L', , 
Y,  =  M',,  Z,  —  N',  (transformation  dualistique  de  M.  Klein  dans  un  cas  particulier 
signale  par  M.  Kœnigs). 

4.  D'après  la  transformation  précédente,  à  un  système  (S)  de  vecteurs  corres- 
pond un  système  (S').  Démontrer  que  le  moment  résultant  de  Tun  par.  rapport 
à  O  est  égal  à  la  résultante  générale  de  l'autre. 

« 

5.  Si  l'un  des  systèmes  précédents  (S),  (S')  se  réduit  à  un  couple,  l'autre  se 
réduit  à  un  vecteur  passant  par  l'origine  et  réciproquement. 

6.  Trouver  les  courbes  gauches  dont  les  tangentes  sont  des  droites  de  mo- 
ment nul.  —  En  prenant  pour  axe  des  z  l'axe  central  du  système,  l'équation 
diiïérentielle  de  ces  courbes  est 

f  dz  —  X  dv  —  y  d.r. 

/étant  la  flèche  du  torseur.  Démontrer  que  les  équations  de  la  courbe  la  plus 
générale  vérifiant  celte  équation  peuvent  s'écrire 

c  -  9 ( 0 ),        X  -  yZ/f'TO)  ^«»'^^.        y  =  \^T^'(^~)  ^i" ^^ 
9(6)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  0. 

7.  Démontrer  que  le  plan  osculatour  à  l'une  des  courbes  de  l'exercice  précé- 
dent a  son  foyer  au  point  d'osculation. 

8.  On  peut  «l'une  infinité  de  manières  former  des  systèmes  de  deux  vecteurs 
F  et  4>  équivalents  à  un  système  de  vecteurs  donnés  et  tels  que  F  et  *l»  soient 
rectangulaires.  Démontrer  que  les  droites  F  et  <l»  forment  un  complexe  du  se- 
cond ordre.  On  retrouve  ce  même  complexe  en  cherchant  \v.  complexe  formé  par 
les  moments  résultants  relatifs  à  tous  les  points  de  l'espace. 

9.  Si  deux  vecteurs  F  et  4>  sont  équivalents  à  un  système  donné,  leur  perpen- 
diculaire commune  rencontre  normalement  l'axe  central  du  système. 

10.  Soient  plusieurs  couples  et  le  couple  résultant:  prouver  que  la  projection, 
sur  un  plan  quelconque,  du  parallélograiiime  construit  sur  les  deux  \ecleurs  du 
couple  résultant,  a  une  aire  é(|uivalente  à  la  somme  des  aires  des  projections  des 
parallélogrammes  construits  sur  les  vecteurs  des  couples  composants. 

11.  Soient  P',  P*  ...,  P^*'  des  vecteurs  formant  un  système  équivalent  à  zéro, 
et  M',  M",  ...,  M''^  les  moments  respectifs  d'un  autre  système  S  de  vecteurs  par 
rapport  aux  axes  P',  P",  ...,  P^*'.  Démontrer  la  relation 

P'M'+  P\\r-+- . . .  -T-  P^*'  M  ^^  =  o. 

On  démontre  d'abord  le  théorème,  pour  un  vecteur  I*  du  système  S,  en  remar- 
quant que  la  somme  des  moments  des  vecteurs  P',  P%  ...,  P  * ,  par  rapport  k  P» 
est  nulle. 
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12.  Coordonnées  barycentriques  de  Afôbius.  —  Soit  un  tétraèdre  AjAjAjA^  : 
on  appelle  coordonnées  barycentriques  d'un  point  M  les  valeurs  algébriques  Pp 
ï^2»  '*3»  **4  ^cs  quatre  vecteurs  parallèles  qu'il  faut  appliquer  aux  sommets  A,,  Aj, 
A3,  A4,  pour  que  le  centre  de  ces  vecteurs  parallèles  coïncide  avec  M.  Démon- 
trer que  : 

A  chaque  point  M  correspondent  des  valeurs  de  P„  Pj,  P3,  P^,  déterminées  à 
un  facteur  près.  Une  équation  linéaire  et  homogène  en  P,,  P^,  P3,  P^  représente 
un  plan  dont  les  distances  aux  quatre  sommets  sont  proportionnelles  aux  coeffi- 
cients de  P,,  Pj,  P,,  P^.  Si  ces  coefficients  sont  égaux,  l'équation  représente  le 
plan  de  l'infini.  Une  surface  d'ordre  m  est  représentée  par  une  éiiualion  homo- 
gène de  degré  m  en  P,,  Pj,  P3,  P4. 

13.  Trouver  le  torseur  résultant  de  deux  torseurs  rectangulaires  concou- 
rants. 

Solution.  —  Prenons  les  droites  qui  portent  ces  torseurs  pour  axes  des  x  et 
des  y,  et  une  perpendiculaire  à  ces  droites  pour  axe  des  z.  Soient  X  le  vecteur, 
L  le  couple  du  torseur  porté  par  Oj:,  X  la  flèche  {Jig.  27),  on  aura  L=  XX.  De 


même,  en  désignant  par  M,  Y,  a  les  quantités  analogues  pour  le  second  torseur, 
on  aura  M  =  jjlY. 

Soient  R  la  résultante  de  X  et  Y,  G  de  L  et  M.  L'axe  central  du  système  total 
a  pour  équation 

\\^z\        uY-cX        —x\-^y\ 


Y 


o 


il  est  parallèle  à  OR,  et  rencontre  O^  en  un  point  O',  donné  par 

.^  (jx-XjXY 

XM-i- 

Soil  O'R'  cet  axe.  Désignons  par  R',  G'  la  résultante  générale  du  système  et  le 
moment  résultant  en  O'.  R'  est  égale  à  R;  il  faut  calculer  G',  ou  plutôt  le  rapport 

G' 
K  =.  J-7Ï  c'est-à-dire  la  flèche  du  torseur  résultant.  Or  le  rapport  de   G'  à  R'  est 

li  aa  rapport  de  leurs  projections  L',  X  sur  l'axe  des  x. 
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On  trouve  ainsi 

f  ' \  V  -  \-  K    ^    __1  '•*•        . 

l^   —  AA-r-wl,  IV    —    ~Y2~"  y7~  t 

le  torscur  résultant  est  entièrement  déterminé. 

14.  Chercher  le  lieu  du  torscur  résultant  O'IVG'  de  Texercice  précédent, 
quand  les  flèches  X  et  |x  des  torseurs  composants  restent  constantes  et  que  leurs 
intensités  X  et  Y  sont  variables. 

La  surface  cherchée  est  le  conoïde 

Ce  conoïde  a  reçu  de  Cayley  le  nom  do  cylindroide:  Bail  a  montré  qu'il  par- 
tage avec  les  cylindres  cette  propriété  que  les  pieds  des  normales  issues  <run  point 
quelconque  sont  dans  un  même  plan.  On  s'assure,  de  plus,  qu'ils  sont  situés  sur 
une  conique,  en  vérifiant  que  le  lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  de 
Tespace  sur  les  génératrices  du  cylindroide  est  une  conique. 

15.  Démontrer  d'une  manière  générale  que  le  torseur  résultant  de  deux  torseurs 
quelconques,  de  positions  fixes,  engendre  un  cylindroide  lorsque  les  flèches  des 
torseurs  composants  restent  constantes,  leurs  intensités  étant  variables. 

On  prendra  pour  axe  Oz  la  perpendiculaire  commune  aux  doux  torseurs. 

IG.  De  toutes  les  surfaces  réglées  non  cylindriques,  le  cylindroïde  est  la  seule 
qui  possède  la  propriété  que  le  lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  sur 
les  génératrices  soit  une  courbe  plane  (  Voyez  Appell,  IJulletin  de  la  Société 
Mathématique,  décembre  1900;  Bricaud,  y^iW.,  janvier  1901  ). 

17.  Un  système  de  vecteurs  quelconques  est  toujours  équivalent  à  six  vecteurs 
dirigés  suivant  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 

18.  Soit  S.\BC  le  tétraèdre.  Prenons  pour  sens  positif  sur  les  arêtes  issues  de  S 
les  sens  S.\,  SB,  SC;  puis,  sur  chaque  arête  de  la  base,  telle  que  VB,  le  sens  des 
rotations  positives  AB  autour  de  l'arête  opposée  SC,  et  appelons  Ç,  t„  î|,  X,  jx,  v  les 
valeurs  algébriques  des  six  vecteurs  dirigés  suivant  S.V,  SB,  SC,  BC,  CA,  AB. 
Démontrer  que  l'invariant  L\ -f-  MV  -r  NZ  a  pour  valeur 


[BC  SV        CA   SB  VB  SC  | 


V  désignant  le  volume  du  tétraèdre  donné. 

11).  Pour  que  le  système  des  vecteurs  soit  équivalent  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  six  composantes  ^,  t„  Z,  a,  ;jl,  v  soient  nulles. 

20.  Pour  <|u'un  sysîèmc  de  vecteuis  soit  équivalent  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  chacune  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre 
soit  nulle. 

21.  Un  système  de  vecteurs,  tous  situés  dans  un  inêiiic  plan,  est  équivalent  ou 
bien  à  une  résultaritc  unique,  ou  à  un  couple.  <>ii  à  zéro. 

22.  Un  sy>lêm»'  de  vertcur*.  tous  «•ituès  dan-^  un  menu'  plan,  e>l  équJNaUMit  à 
trois  vecteurs  dirigés  suivant  l*;."?  «-ôlé'>  d'un  triaii;;Ic  arbilraircinont  clioisi  dans  (*e 
plan. 


»••»» 
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CINÉMATIQUE. 


34.  La  Cinémalique  n'a  été  consllluée  comme  une  Science  dis- 
tincte qu'à  une  époque  relativement  récente.  Déjà  d'Alemberl 
avait  indiqué  l'importance  de  l'étude  des  lois  du  mouvement  en 
elles-mêmes;  mais  c'est  Ampère  qui,  le  premier,  montra  la  néces- 
sité de  faire  précéder  la  Dynamique  d'une  théorie  des  propriétés 
géométriques  des  corps  en  mouvement.  Ces  propriétés  ont  été 
exposées  en  i838,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  par  Pon- 
celet,  à  qui  l'on  doit,  entre  autres,  les  théorèmes  sur  le  déplace- 
ment continu  d'un  solide  dans  l'espace,  sauf  la  notion  d'axe 
instantané  de  rotation  et  de  glissement,  qui  est  due  à  Chasles;  les 
formules  qui  donnent  les  variations  des  coordonnées  des  points 
d'un  solide  mobile  dans  l'espace  remontent  à  Euler  (Acadé- 
mie de  Berlin,  i^So).  La  Cinématique  comporte  des  applications 
géométriques  nombreuses  :  telle  est  la  méthode  de  construction 
des  tangentes  de  Roberval,  la  théorie  du  centre  instantané  de  rota- 
tion, qui  est  due  à  Chasles  et  dont  un  cas  particulier  a  déjà  été 
donné  par  Descartes  à  propos  de  la  tangente  à  la  cycloïde;  telles 
sont  encore  les  propriétés  des  systèmes  de  droites,  de  plans  et  de 
points  que  Chasles  a  rattachés  au  mouvement  d'un  corps  solide  et 
qui  conduisent  de  la  façon  la  plus  simple  à  la  notion  de  complexe 
de  droites  du  premier  ordre.  En  1862,  M.  Resal  fit  paraître  un 
traité  sur  la  Cinématique  pure,  qui  se  trouva  ainsi  définitivement 
constituée  à  l'état  de  Science  distincte. 

Nous  n'exposerons  ici  que  les  notions  qui  sont  indispensables 
pour  la  suite  du  Cours  de  Mécanique,  C'est  ainsi  que  nous  ne  nous 
occuperons  pas  des  déplacements  d'un  corps  solide  dont  la  posi- 
tion dépend  de  deux  ou  plusieurs  paramètres  indépendants,  dépla- 
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céments  étudiés  principalement  par  MM.  Sclionemann,  Mann  heim, 
Ribauconr,  Tait  et  Thomson,  Ivœnigs. 

I.  —  CINÉMATIQUE  DU  POINT. 

35.  Définitions.  —  Quand  on  dit  qu'un  corps  est  en  repos  ou  en 
mouvement,  on  sous-entcnd  toujours  que  ce  repos  ou  ce  mouve- 
ment ont  lieu  par  rapport  à  certains  autres  corps;  ainsi  un  objet 
immobile  à  la  surface  de  la  Terre  est  en  repos  par  rapport  à  la 
Terre,  la  Terre  elle-même  est  en  mouvement  par  rapport  au  So- 
leil, etc.  En  d'autres  termes,  on  n'observe  que  des  mouvements 
relatifs. 

Néanmoins,  il  est  commode,  dans  chaque  question  de  Cinéma- 
tique, de  faire  choix  d'un  système  d'axes  qui,  par  définition,  sera 
regardé  comme  absolument  fixe.  Le  mouvement,  par  rapport  à 
ces  axes,  s'appellera  alors  mouvement  absolu. 

Mais  si,  en  Cinématique,  le  choix  du  système  d'axes  regardé 
comme  fixe  est  arbitraire,  il  n'en  est  pas  de  même  en  Mécanique  : 
nous  verrons  plus  loin  que,  pour  simplifier  autant  que  possible 
l'étude  des  phénomènes  naturels,  au  point  de  vue  mécanique,  les 
axes  qu'il  convient  de  regarder  comme  fixes  sont  des  axes  invaria- 
blement liés  aux  étoiles  appelées  fixes. 

Pour  définir  l'instant  où  un  certain  phénomène  s'accomplit,  on 
le  rapporte  à  un  instant  déterminé  appelé  initial  et  l'on  se  donne 
le  nombre  qui  mesure  avec  une  certaine  unité  (la  seconde  de 
temps  moyen,  par  exemple)  Tintervalle  de  temps  compris  entre 
l'instant  initial  et  l'instant  considéré,  ce  nombre  étant  précédé 
du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  que  l'instant  considéré  est 
postérieur  ou  antérieur  à  l'instant  initial.  D'après  cela,  quand  nous 
parlerons  d'un  instant  ^,  la  lettre  t  désignera  un  nombre  positif 
ou  négatif  de  secondes. 

Afin  de  simplifier  Tétude  de  la  Cinématique,  on  étudie  d'abord 
le  mouvement  d'un  point,  puis  celui  d'un  corps  de  dimensions 
quelconques. 

36.  Mouvement  d'un  point.  —  Soient  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz 
absolument  fixes  et  un   point  mobile  M,   dont  les  coordonnées 
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«^î  y't  ^  U^ë*  ^^)  ^^^^  ^^s  fonctions  continues  données  du  temps  t 
La  courbe  décrite  par  le  point  est  la  trajecloire  du  mobile  :  ses 

Fis.  28. 


équations  s'obtiennent  en  éliminant  t  entre  les  équations  qui  dé- 
finissent x^  y  y  z  en  fonctions  de  t. 

On  peut  aussi  définir  le  mouvement  de  la  façon  suivante  :  on 
donne  la  trajectoire,  puis,  prenant  sur  cette  trajectoire  un  point  Mq 
comme  origine  des  arcs,  un  sens  M©  S  comme  sens  des  arcs  posi- 
tifs, on  donne  en  fonction  du  temps  la  valeur  algébrique  s  de  Tare 
MoM  qui  sépare  le  mobile  du  point  Mq. 

37.  Mouvement  rectiligne  uniforme;  vitesse.  —  On  dit  que  le 
mouvement  est  rectiligne  quand  la  trajecloire  est  une  droite.  Si 
Ton  prend  cette  droite  pour  axe  Ox,  les  deux  modes  précédents 
de  définition  du  mouvement  se  confondent,  et  le  mouvement  est 
défini  par  l'expression  de  Tabscisse  du  mobile  en  fonction  du 
temps. 

Le  plus  simple  des  mouvements  reclilignes  est  celui  pour  lequel 
X  est  une  fonction  du  premier  degré  du  temps 

X  =1  at  -T-  bj 

a  et  b  désignant  des  constantes.  Ce  mouvement  est  caractérisé  par 
ce  fait  que  la  variation  ^x  de  x^  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque  A/,  est  proportionnelle  à  A/. 

Soit  M  la  position  du  mobile  à  l'instant  t,  M|  sa  position  à 
l'instant  t  -\-  A^,  A^  élant  positif;  la  grandeur  géométrique  MM<  a 
pour  valeur  algébrique,  estimée  suivant  Taxe  Oj?,  Aj?.  Si,  dans 
le  sens  MM|,  on  porte,  à  partir  de  M,  une  longueur  MW  égale  à 
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MMi 


A^ 


la  grandeur  géométrique  MW,  dont  la  valeur  algébrique 


est  -— '  s'appelle  vitesse  du  mouvement  uniforme  {Jig.  29).  La 

m 

valeur  algébrique  de  cette  vitesse  est  égale  à  la  constante  a. 

Fig.  29. 


M,        W 


38.  Mouvement  rectiligne  varié;  vitesse.  —  Soit  un  mouve- 
ment rectih'gne  varié  dans  lequel  on  a  ;r  =  ?(^)'  Le  déplacement 
MM,,  que  subit  le  mobile  quand  t  croît  de  A/,  est  une  grandeur 
géométrique  dont  la  valeur  algébrique  est  A^.  Si,  dans  le  sens 

MM,  (Jlg^  3o),  on  porte  une  longueur  MW  égale  à  -tt^»  le  vec- 


teur  MW,  dont  la  valeur  algébrique   est  —  >    s'appelle   vitesse 

Fig.  3o. 


A^ 

3    s'anc 
A^ 


0  M  M,        V         w  •» 

moyenne  du  mobile  dans  l'intervalle  de  temps  A^  C'est  la  vitesse 
que  posséderait  un  mobile  fictif  animé  d'un  mouvement  uniforme 
et  allant  de  M  en  M,  pendant  le  temps  A/.  Si  A^  tend  vers  zéro, 
le  vecteur  MW  tend  vers  un  vecteur  limite  MV,  dont  Texpression 

algébrique  est  la  dérivée  ^  ou  o'  (^),  que  l'on  appelle  vitesse  du 

mobile  à  l'instant  t. 
Par  exemple,  si  l'on  a 

X  =  at^-^  bt  -H  c, 

a,  6,  c  désignant  des  constantes,  la  vitesse  MV  à  l'instant  t  aura 
pour  valeur  algébrique  estimée  suivant  l'axe  Ox 

dx  , 

—j-  =  lat  ■+•  b. 
ai 

La  variation  de  cette  vitesse  est  proportionnelle  à  la  variation 
du  temps.  On  dit  que  le  mouvement  rectiligne  ainsi  défini  est 
uniformément  varié. 
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39.  Vitesse  dans  le  mouvement  curviligne.  —  Soient  M  et  M, 
les  positions  du  mobile  aux  instants  ^  et  ^  +  A^.  Portons  sur 
MM|   {fig*  3i),  dans  le  sens  MM<,  une  longueur  ^fW  égale  à 

Fig.  3i. 


^;  le  vecteur  MW  s'appelle  vitesse  moyenne  du  mobile 

pendant  le  temps  A^;  c'est  la  vitesse  que  posséderait  un  mobile 
fictif  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme  qui  parcourrait 
le  segment  de  droite  MM|  dans  le  temps  A/.  Lorsque  A^  tend  vers 
zéro,  la  vitesse  moyenne  MW  tend  vers  un  vecteur  limite  MV 
tangent  à  la  trajectoire  en  M,  que  Ton  appelle  vitesse  du  mobile 
à  r instant  t. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  du  mobile  :  les  projections  de  la 
grandeur  géométrique  MM|  sur  les  trois  axes  sont  ^x^  Aj',  As; 
celles  de  la  grandeur  MW,  ou  vitesse  moyenne,  seront  donc 

Ax       \y       Ac 
"Â^  '     'a7'     Â7' 

Si  A^  tend  vers  zéro,  MW  tend  vers  MV;  on  aura  donc  pour  les 
projections  de  la  vitesse  à  Tinslant  t 

d.r        dy        dz 
liV     Ht*      di' 

Supposons  le  mouvement  défini  par  la  trajectoire  et  par  l'ex- 
pression de  Tare  MoM  =  5en  fonction  de  t.  Comme  le  rapport 
de  l'arc  MM|  à  la  corde  MM,  tend  vers  l'unité  quand  A^  tend  vers 
zéro,  la  vitesse  a  pour  valeur  absolue 

,.     arcMMi         ,    ds 

Il  m =  =r=  -7-. 

^t  dt 
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Si  Ton  mène  la  (angenle  à  la  Irajecloirc  MT  dans  le  sens  des  arcs 
positifs,  la  vitesse  est  dirigée  dans  le  sens  Mï,  ou  en  sens  con- 

traire,  suivant  que  -7-  est  positif  ou  négatif.  Donc  la  valeur  algé- 
brique V  de  la  vitesse  estimée  positivement  dans  le  sens  MT  est 
--Z-'  Quand  cette  vitesse  v  est  constante,  on  dit  que  le  mouvement 
curviligne  est  uniforme. 


40.  Accélération.  —  La  conception  de  l'accélération  dans  les 
cas  les  plus  simples  appartient  à  Galilée. 

Soient  MV,  MjVj,  les  vitesses  du  mobile  aux  instants  t  et 
t  +  U{Jig.  32,1). 

Fig.  33. 


Menons  par  M  un  segment  MU  égal  et  parallèle  à  M,  V|  et  soit 
MH  la  différence  géométrique  entre  MU  et  MV,  c'est-à-dire  la 
grandeur  géométrique  qu'il  faut  composer  avec  MV  pour  obtenir 

Mil 
MU.  Si  l'on  porte  sur  MH  une  longueur  MI  égale  à  —  ,  le  vec- 

teur  MI  est  Yaccélération  moyenne  du  mobile  pendant  le  temps 
A/.  Quand  A/  tend  vers  zéro,  ce  vecteur  MI  tend  vers  une  li- 
mite MJ,  qu'on  nomme  accélération  du  mobile  à  C instant  t. 

Comme  le  plan  VMU  a  pour  limite  le  plan  osculateur  en  M  à 
la  trajectoire,  l'accélération  MJ  est  située  dans  le  plan  oscu- 
lateur. 

Pour  obtenir  les  projections  de  l'accélération  sur  les  axes  coor- 
donnés, remarquons  que  la  vitesse  MV  à  Tintant  t  a  pour  pro- 
jection sur  un  axe,  Ox  par  exemple,-^*  et  la  vitesse  MiVj  à 
rinstant  /  -h  A^,  ou  son  égale  MU,  a  pour  projection,  sur  le  même 
axe,  -j — h  A  --^-  La  projection  de  MH  étant  la  différence  des  pro- 
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jections  de  MU  et  M  V  est  donc  A-^--  D'après  cela,  les  projections 
de  V accélération  moyenne  MI  =  -— -  sont 


(MI) 


dx        ,  dy  dz 

dt  dt  dt 


f 


It  M  It 


Faisant  tendre  A^  vers  zéro,  on  a  pour  les  projections  de  Taccélé- 
ration  MJ  à  Tinstant  t 

d^T       d^y       d^z 

llodographe,  —  On  ramène  facilement  la  notion  d'accélération 
à  celle  de  vitesse.  Par  un  point  fixe  arbitraire  A,  menons  un  vec- 
teur A  m  ég;al  et  parallèle  à  la  vitesse  MV  du  mobile  à  Tinstant  t 
{fig*  32,  II).  Quand  t  varie,  le  vecteur  Am  change,  et  son  extré- 
mité constitue  un  nouveau  mobile  parcourant  une  trajectoire  h 
appelée  hodographe,  La  vitesse  de  ce  nouveau  mobile  mj  est  y  à 
chaque  instant,  égale  à  l'accélération  du  premier  M.  En  effet,  à 
rinstant  t  4-  A/,  le  mobile  m  occupe  une  position  m^  telle  que  Anit 
soit  égal  et  parallèle  à  M|  Vj  ou  à  MU  :  par  conséquent,  mnii  est 
égal  et  parallèle  à  VU  ou  à  MH.  La  vitesse  moyenne  du  mobile  m 
pendant  l'intervalle  A^  est  un  vecteur  mi  dirigé  suivant  m/?î<  et 

égal  à  — -i  :  cette  vilesse  moyenne  mi  est  donc  égale  et  parallèle 

à  l'accélération  moyenne  MI  du  premier  mobile  M.  En  faisant 
tendre  A^  vers  zéro,  on  voit  que  la  vitesse  mj  du  mobile  m  à  l'in- 
stant /  est  égale  à  l'accélération  MJ  du  mobile  M  au  même 
instant. 

Soient,  par  exemple, 

(I)     X  =  at^-hbl  -^c,         y  =  a't^-i- b't -hc\         z  =  a  C- -\- b"  t-\- c\ 

a,  by  c,  a',  b\  c,  a',  b\  c'  désignant  des  constantes.  La  trajectoire  est 
alors  une  parabole. 

Les  projections  de  la  vitesse  sont 

tir  ,  dy  ,       t,  dz 

(x)  -—=ziat-hb,  -j-^y.at^b,  -j--  =  î aU -i- b  ; 

dt  dt  dt 


A,.  I. 


4 
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celles  de  l'accéléra  lion 


;OTIONS    PHELIHIN 


(3) 


dfl 


dp  ■ 


rf/' 


tont  constante».  L'accélération  est  donc  constante  en  grandeur,  direction, 
%tn%.  Réciproquement,  si, dans  un  mouvement,  l'accélération  est  constante 
en  grandeur,  direction,  sens,  ce  mouvement  est  délini  par  des  équations  de 
la  forme  (i).  En  effet,  en  partant  des  équations  (3),  on  remonte  successi- 
vement par  des  intégratlbns  aux  équations  (a),  puis  aux  équations  (i).  Ce 
mouvement  sera  étudié  en  détail  i  propos  du  mouvement  des  corps  pesants 

Il  est  important  de  remarquer  que,  si  l'accélération  d'un  mouvement  est 
constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  l'accélération  mojrcnne  pendant 
un  intervalle  de  temps  quelconque  At  a  la  mime  valeur  constante  en 
grandeur,  direction  et  seni.  En  effet,  les  équations  (3)  étant  supposées 
satisfaites,  on  en  déduit  par  l'intégration  les  équations  (a),  qui  donnent, 
pour  les  projections  de  l'accélération  moyenne  pendant  le  temps  ^t,  les 
mêmes  valeurs  ia,  an',  ia'  que  pour  les  projections  de  l'accélération  à 
l'instant  t. 

Dans  cet  exemple,  l'hodographe  est  une  droit 
ment  uniforme. 


41.  Accélérations  tangentielle  et  normale  (Huvgbhs). —  Sup- 
posons le  mouvement  déliai  geomctri(|uetnent  par  la  trajectoire 


et  par  l'expression  de  l'arc  MjM  ou  s.  compté   positivement  dans 
un  sens  délerminé  M, S,  en  fonction  du  temps  {fig-  3.'(). 

Soient  a,  3,  y  les  cosinus  dlrecleurs  par  rapport  à  des  axes  rec- 
tangulaires de  la  tangente  MT  menée  à  la  Irajcctoire  dans  le  sens 
des  arcs  positifs,  et  a',  j3',  ■{  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale  MN  comptée  positivement  de  M  vers  le  centre  de  cour- 
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bure  principal  G;  soit  enfin  MC=  p  le  rayon  de  courbure  prin- 
cipal de  la  trajectoire. 

Des  formules  bien  connues  de  Frenet  et  Serret  donnent 


d%     a'       d?  _  ^'       dy 

ds        p  '          ds  "^    p  '          ds  ~ 

^    — ^  • 

P 

On  a  évidemment 

dx       dx  ds          ds            dy       ^  ds 
de        ds  dt       "^  dt'          dt        ^  dt' 

dz 
dt 

ds 

==^^dt 

DilTérentions  encore  une  fois  par  rapport  à  t,  en  ayant  soin  d'écrire 

d%  _  doL  ds        a'  ds 

7ïi  ^dl  dt^  p  di'  '"  ^^^••*  ' 
nous  aurons  pour  les  projections  de  Taccélération 

d^x  _   du     jil^sy 

dt^  ~''dF  '^J\di)  ' 
dt^  "^dt*  "^  p  \dt)  ' 

dt^  ~^ dt*  '^  p  \dt)  ' 

Ces  formules  s'interprètent  aisément.   Portons  sur  la  tangente, 
en  prenant  MT  comme  sens  positif,  un  segment  MJ^  dont  la  va- 

leur  algébrique  J^  soit  -tt^,  et  suivant  la  normale  MN,  un  segment 

MJrt  égal  à  "  (  ^  )  •  Les  formules  expriment  que  la  projection  de 

l'accélération  MJ  sur  chacun  des  trois  axes  est  égale  à  la  somme 
des  projections  des  deux  grandeurs  géométriques  MJ^  et  MJ«; 
dans  l'espace,  l'accélération  MJ  est  donc  la  résultante  des  gran- 
deurs MJr  et  MJrt,  que  l'on  nomme  accélération  tangentielle  et 
accélération  normale,  La  projection  J^  de  l'accélération  MJ  sur  la 

tangente  MT  s'écrit,  en  remplaçant  --r  par  v^ 

w  _  ^*s  _  dv  _  dif    ds  _  i  dv* 
'~  W*  ~  dt  ~  ds' di  ~  ^lïs' 

ê 

La  projection  J,i  sur  la  normale  MC  est  toujours  positive 

_  I  [dsY       ^^ 
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L'accélération  MJ  est  donc  située  dans  le  plan  oscillateur^  du 
côté  de  la  concavité  de  la  trajectoire. 

Exemples.  —  i°  Si  le  mouvement  est  rcctiligne,  p  est  infini,  la  compo- 
sante normale  s'annule;  raccélération  se  confond  alors  avec  sa  composante 
tangentielle.  Réciproquement,  si  raccélération  normale  est  constamment 
nulle,  p  est  infini  et  la  trajectoire  est  une  droite. 

tP  Si  la  vitesse  est  constante,  c'est-à-dire  si  le  mouvement  curviligne  est 
uniforme,  l'accélération  tangentielle  est  nulle;  l'accélération  est  dirigée 
suivant  la  normale  principale  et  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  cour- 
bure. Ainsi,  lorsqu'un  mobile  parcourt  une  circonférence  de  rayon  R  avec 
une  vitesse  de  grandeur  constante  v,  l'accélération  tangentielle  est  nulle; 

l'accélération  J  est  normale  et  égale  à  ^y  c'est-à-dire  constante  en  gran- 

deur  et  dirigée  suivant  le  rayon.  Réciproquement,  lorsque,  dans  un  certain 
mouvement,  l'accélération  tangentielle  est  constamment  nulle,  la  vitesse 
est  constante  en  grandeur  et  le  mouvement  uniforme. 


II.  —  TRANSLATION  ET  ROTATION  D'UN  SYSTÈME 

INVARIABLE. 

i2.  Mouvement  de  translation.  —  On  appelle  système  inva- 
viable  ou  corps  solide  un  ensemble  de  points  invariablement  liés 
les  uns  aux  autres. 

Un  corps  solide  est  animé  d'un  mouvement  de  translation 
quand  il  se  déplace  de  telle  façon  que  tous  les  segments  de 
droiles,  joignant  les  points  du  corps  deux  à  deux,  restent  parai- 
lèles  à  eux-mêmes.  Pour  cela,  il  suffît  évidemment  que  le  trièdre 
obtenu  en  joignant  un  point  A  du  corps  {/ig»  34  )  à  trois  points  B, 

Fig.  34. 


C,  D  du  corps,  non  situés  dans  un  même  plan  avec  le  point  A,  se 
déphice  parallèlement  à  lui-même. 

Quand  un  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  translalîon,  tous 
les  points  du  corps  ont  à  chaque  instant  la  même  '  réci- 
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proquement.  En  effet,  soient  Ai(Xi^ yt,  Zt)  et  A2(:r2,^2j  52)cleux  * 
points  quelconques  du  corps;  le  segment  A|  A2  se  déplaçant  pa- 
rallèlement à   lui-même,   ses   projections   sur  les  axes  X2  —  Xt, 
y 2 — j'i,  z<x — z^  sont  constantes.  Leurs  dérivées  par  rapport  au 
temps  sont  donc  nulles,  et  Ton  a 

^'^  dt  "    dt'  dt  ~~    dt'  dt   ~   dt' 

équations  qui  expriment  que  les  deux  points  ont  même  vitesse. 
Réciproquement,  si  tous  les  points  du  corps  ont  à  chaque  instant 
même  vitesse,  le  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  translation. 
En  effet,  les  deux  points  Aj  et  A2  ayant  même  vitesse,  on  a  les 
équations  (i),  d'où  l'on  conclut  en  intégrant  que^i  —  ^2^  y\  — JKa? 
j5i  —  Z2  sont  constantes,  c'est-à-dire  que  le  segment  A|  A2  se  dé- 
place parallèlement  à  lui-même.  La  vitesse  commune  à  tous  les 
points  s'appelle  vitesse  du  mouvement  de  translation.  On  voit 
immédiatement  en  différentiant  les  équations  (1)  que,  dans  un 
mouvement  de  translation,  tous  les  points  ont,  à  chaque  instant, 
la  même  accélération,  qu'on  appelle  accélération  du  mouvement 
de  translation, 

43.  Rotation  autour  d'un  axe  fixe.  Vitesse  angulaire.  Repré- 
sentation géométrique.  —  Quand  un  corps  solide  tourne  autour 
d'un  axe  fwe  \&  {Jig,  35),  chaque  point  M  du  corps  décrit  un 
cercle  perpendiculaire  à  l'axe,  ayant  son  centre  en  P  sur  l'axe;  sa 

Fi  g.  35. 
B 


vitesse  est  donc  normale  au  plan  MAB  dans  le  sens  du  mouvement. 
Les  arcs  décrits  dans  le  même  temps  par  deux  points  différents 
sont  proportionnels  aux  distances  de  ces  points  à  l'axe;  les  vitesses 
de  ces  deux  points  sont  donc  entre  elles  comme  leurs  distances  à 
Taxe. 
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On  nomme  vitesse  angulaire  la  vitesse  des  points  situés  à 
Tunilé  de  distance  de  Taxe;  si  l'on  désigne  par  co  celte  vitesse  an- 
gulaire, la  grandeur  de  la  vitesse  V  du  point  M  est  donc  (oMP, 

MP  étant  la  distance  du  point  M  à  Taxe.  Lorsqu'on  définit  le  mou- 
vement de  rotation  en  donnant  en  fonction  de  /  Tangle  h  dont  le 

corps  a  tourné  à  partir  d'une  position  initiale,  co  est  égal  à  -i-* 

Pour  déterminer  les  vitesses  dans  un  mouvement  de  rotation  à 
un  instant  /,  il  faut  connaître  trois  éléments  :  Vaxe  de  rotation, 
la  vitesse  angulaire  et  le  sens  de  la  rotation.  On  représente  ces 
trois  éléments  par  un  vecteur  de  la  façon  suivante  :  prenons  sur 
l'axe  de  rotation  AB  un  point  quelconque  A,  et  portons  sur  Taxe 
un  segment  Aco,  de  longueur  cj,  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur, 
avant  les  pieds  en  A  et  la  tétc  en  w,  voie  le  mouvement  de  rotation 
s'effectuer  de  sa  gauche  vers  sa  droite,  La  grandeur  géomé- 
trique A  Cl)  ainsi  définie  représente  la  rotation  :  en  confondant  le 
mouvement  de  rotation  avec  le  vecteur  qui  le  représente,  on  dit 
souvent  que  le  corps  est  animé  d^une  rotation  Ato.  Comme  le 
point  A,  origine  du  vecteur,  peut  être  choisi  où  Ton  veut  sur  Taxe, 
on  peut,  sans  changer  la  rotation,  transporter  le  segment  repré- 
sentatif (i)  en  un  point  quelconque  de  sa  direction. 

44.  Expressions  analytiques  des  projections  de  la  vitesse  d'un 
point  du  corps.  —  Soient  Aw  {fig-  36)  la  rotation  de  vitesse  an- 

Fig.  36. 


»r 


gulaire  eu,  />,  q^  r  ses  projections  sur  les  trois  axes  0.r,  O  v,  O; 
supposés  rectangulaires,  ^o>  ^'o?  -^o  les  coordonnées  du  point  A 
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Soient  M  un  poînt  du  corps  ayant  pour  coordonnées  x^  y^  5,  MV  sa 
vitesse,  V^,  V^,  V^  les  projections  de  celte  vitesse  sur  les  trois 
axes  :  ce  sont  ces  quantités  que  nous  allons  calculer. 

Pour  cela,  remarquons  que  la  vitesse  V  de  M  est  en  grandeur, 
direction  et  sens  le  moment  de  la  rotation  Aw  par  rapport  au 

point  M;  en  effet,  cette  vitesse  est  égale  à  wMP,  perpendiculaire 
au  plan  MÂu)  et  dirigée  de  façon  qu'un  mobile  allant  de  A  en  o) 
tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  V.  On  a  donné  (n®5)  les 
projections  du  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  point  x\ 
y ^  z'.  Appliquons  ces  formules  au  cas  actuel,  en  remarquant 
qu'on  prend  le  moment  par  rapport  au  point  x^  y,  z.  Nous 
trouvons 

V^  =  r{x  —  Xo)—p{z  —Zo), 

Lorsque  le  point  A  est  à  l'origine,  ces  expressions  deviennent 

V.C  =  qz  —  ry,         \y  =  rx  —pz,         y  ,=z  py  —  qx. 


UI.  -  VITESSE  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF. 

COMPOSITION  DES  TRANSLATIONS  ET  DES  ROTATIONS. 

VITESSES  DES  POINTS  D'UN  SOLIDE  LIBRE. 

15.  Mouvement  relatif;  vitesse.  —  Imaginons  un  système  in- 
variable (S),  animé  d'un  mouvement  connu,  et  un  point  M  mobile 
par  rapport  à  ce  système.  Le  système  (S)  sera,  par  exemple,  la 
Terre  et  le  point  M  un  point  pesant  abandonné  à  lui-même  à  la 
surface  de  la  Terre  et  tombant  suivant  une  verticale.  Pour  un  ob- 
servateur entraîné  avec  le  système  (S),  qu'on  nomme  système  de 
comparaison,  et  ne  se  doutant  pas  du  mouvement,  le  mobile  M 
possède,  par  rapport  au  système  (S),  un  certain  mouvement  appelé 
mouvement  relatif;  la  trajectoire,  la  vitesse,  l'accélération  de  ce 
mouvement  sont  appelées  trajectoire,  vitesse,  accélération  rela- 
tives. Le  même  point  a,  dans  l'espace,  un  certain  mouvement 
absolu. 

Dans  la  fig,  87  on  a  représenté  en  C  la  trajectoire  relative  du 
mobile  M  par  rapport  au  système  de  comparaison  (S).  Pendant 
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que  le  mobile  décrit  celle  courbe  C  invariablement  liée  à  (S),  le 
système  (S)  se  déplace  de  telle  façon  que,  àl'inslaQt  /,  le  mobile, 
le  système  de  compsraisoa  et  la  trajectoire  relative  occupent  les 

Fi  g.  3:. 


positions  M,  (S)  et  C,  tandis  qu'à  l'instant  t  +  \l  ils  occupenl 
les  positions  M,,  (5,)  et  C,.  Le  déplacement  absolu  du  mobile 
est  MM,;  le  mobile  va  de  M  en  Al,  en  suivant  une  certaine  trajec- 
toire Ca  qui  est  la  trajectoire  absolue. 

Appelons  M'  )a  position  qu'occupe  à  l'instant  l -\- ^l  le  point 
du  système  (S)  qui  coïncidait  avec  M  à  l'instant  (  :  le  dépla- 
cement M'M|  esi  le  (fi-piacement  relatif  du  point  M;  le  dépla- 
cement MM'  s'appelle  déplacement  d'entratnement.  Le  vecteur 
MM,  étant  la  somme  géométrique  des  vecteurs  M'M,  et  MM',  si 
l'on  porte  sur  cbacun  de  ces  vecteurs  des  segments  MWa,  M'W^, 
MW,,  égaux  respectivement  ans  quotients  de  ces  vecteurs  par  A/, 
ces  segments  seront  la  vitesse  absolue  moyenne,  la  vitesse  relative 
moyenne  et  la  vitesse  d'entraînement  moyenne;  la  première  cstia 
somme  géométrique  des  deux  autres 

{\V«)=(WV)+(W,,. 

Lorsque  A^  tend  vers  zéro  {Jîg-  38),  ces  trois  segments  tendent 
vers  la  vitesse  absolue  V„,  la  vitesse  relative  V^  cl  la  vitesse  d'en- 
Irainement  V,  :  on  a  donc  l'égalité  géométrique 

(V«J  =  (\V)  +  ,V.). 

La  vitesse  d'eoiraJnement  Ve  est,  d'apri'S  ce  qui  précède,  la 
vitesse  du  point  du  sjslime  (S)  qui  coïncide  avec  M  à  l'instant 
considéré,  ou  encore  la  vitesse  que  posséderait  le  point  M  si,  dans 
la  position  qu'il  occupe,  il  était  invariablement  lié  au  système  (S) 
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Nous  verrons  plus  loin  comment  on  détermine  Taccélération  ab- 
solue par  une  formule  analogue  avec  un  terme  de  plus.  Mais  au- 

Fig.  38. 


paravant  nous  donnerons  quelques  applications  du  théorème  pré- 
cédent. 

46.  Compositioii  des  translations.  —  Soient  un  système  invariable  Si 
animé  d'une  translation  de  vitesse  Vj,  et  un  second  système  S^  animé 
par  rapport  à  Sj  d'une  translation  de  vitesse  Vj  (Jlg^.  Sg). 

La  vitesse  absolue  Va  d'un  point  M  de  S{  est  la  somme  géométrique  de 
la  vitesse  relative  de  M,  qui  est  Vf,  et  de  sa  vitesse  d'entraînement,  qui 

Fig.  39. 


est  V}.  Les  vitesses  absolues  des  différents  points  de  St  sont  donc  les  mêmes 
que  si  Sj  était  animé  d'une  translation  unique,  dont  la  vitesse  serait  la 
somme  géométrique  des  deux  vitesses  Vi  et  Vj.  On  dit  que  les  deux  trans- 
lations se  composent  en  une  seule.  De  même  plusieurs  translations  se  com- 
posent en  une  seule,  dont  la  vitesse  égale  la  résultante  des  vitesses  des 
translations  données. 

47.  Système  de  deux  rotations.  —  Soit  un  corps  solide  Sj  animé  d'une 
rotation  Aicdi;  imaginons  que  ce  corps  Si  entraine  un  axe  As (Oi,  et  qu'un 
corps  solide  Si  soit,  par  rapport  à  Si,  animé  d'une  rotation  (Oj,  autour  de 
Taxe  A,  Cl),  {Jig.  40). 

Cherchons  la  vitesse  absolue  d'un  point  quelconque  M  du  corps  S,.  La 
"vitesse  relative  du  point  M  par  rapport  à  Si  est  la  vitesse  V,  qu'il  possède 
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dans  la  rotation  ui  :  c'est  le  moment  du  vecteur  ug  par  rapport  i  M;  la 
vitesse  d'eatraloement  en  la  vitesse  Vi  que  posséderait  M  si  ce  point  était 


lié  à  S|  :  c'est  la  vitesse  due  à  la  rotation  ui,,  ou  le  moment  de  U|  par  rap- 
port à  M.  La  vitesse  absolue  V^  de  M  est  donc  le  moment  rétaltant  dei 
deux  vecteurs  ta,  et  lUi  par  rapport  à  M.  Celte  vitesse  est  indépendante 
de  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  rotations  lU]  et  U). 

Examinons  quelques  cas  particuliers  : 

1°  Les  rotations  sont  concourantes.  Le  moment  résultant  de  <i>i  et  lUi, 
par  rapport  à  un  point  quelconque  M,  eat  égal  au  moment  de  leur  résut- 

Fig.  4i. 


tante  ui  (^f.  ji,  (").  La  vitesse  absolue  du  point  M  est  donc  la  même  que 
si  le  corps  Si  était  animé  de  la  seule  rotation  A|iu. 
■>.°  Soient  deux  rotations  parallèles  lUj  et  Uj  ne/ormant /'ru  un  cou/>^«,- 


1c  système  de  ces  deux  vecteurs 
l'on  obtient  par  une  règle  coni 
rapport  à  un  point  M  égale  le 


équivalent  à  un  vecteui 
(n"  31).  Donc  le  mome 
de  la  résultante  ' 


inique  Attr'^^^^^H 
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des  difTérents  points  de  S,  sont  donc  encore  les  mêmes  que  si  le  corps  était 
animé  de  la  seule  rotation  u)  ifig,  4ii  3"). 

3°  Dans  le  cas  ob  les  deux  rotations  forment  un  couple,  le  moment  ré- 
sultant étant  égal  à  t'axe  du  couple,  quel  que  soit  le  point  M,  tous  les 
points  du  corps  Si  ont  même  vitesse.  Les  vitesses  de  ces  points  sont  donc 
les  mêmes  que  si  le  corps  Si  était  animé  d'une  translation  dont  la  vitesse 
serait  égale  à  l'axe  du  couple  (Jig.  J3  ). 

48.  Rotations  en  nombra  quelconque. —  Soit  un  corps  Si  animé  d'une 
rotation  A,  uii,  ce  corps  entraine  un  axe  A)b>i  et  un  corps  S],  dont  le  mou- 
vemcnt  relatif  par  rapport  à  S|  est  une  rotation  Ui;  le  corps  Si  entraîne 
un  axe  A,W|  et  un  corps  Sj,  dont  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  S| 
est  une  rotation  ui;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  un  corps  S^,  dont  le  mouve- 
ment relatif  par  rapport  à  S„-i  est  une  rotation  ii)„. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  corps  S„  est  animé  simultanément 
des  rotations  iU|,  ui,  ...,  lUq.  Cherchons  la  vitesse  absolue  d'un  point  M 
invariablement  lié  au  dernier  corps  solide  Sa-  Cette  vitesse  est  égale  au 
moment  résultant  du  système  de  vecteurs  (t>i,(U|,  ,..,<Unpar  rapport  au 

Kig.  43. 


point  M.  Comme  cette  proposition  a  été  établie  pour  le  cas  de  deux  rota- 
tions, il  sufft,  pour  l'établir  dans  toute  sa  généralité,  de  montrer  que,  si 
elle  est  vraie  pour  (/i  —  i)  rotations,  elle  est  encore  vraie  pour  n.  Or  la 
vitesse  absolue  d'un  point  M  du  corps  Sn  est  la  somme  géométrique  de  sa 
vitesse  relative  V^par  rapport  au  corps  Sn_i  et  de  sa  vitesse  d'entraîne- 
ment V,  (/f.  43). 

La  vitesse  relative  de  M  par  rapport  a  S„_i  est  la  vitesse  due  à  la  rota- 
tion (i>,  c'est-à-dire  le  moment  de  lUn  par  rapport  à  M;  la  vitesse  d'entrat- 
nemcnt  du  point  M  est  égale  à  la  vitesse  qu'il  aurait  s'il  était  invariablement 
lié  uu  ccirps  S„-|.  c'cst-ù-dirc  nu  moment  résultant  de  lu,,  (uj,  , ..,  (u,,_i 
par  rnpport  A  Al  :  la  vitesse  absolue,  qui  est  la  résultante  de  ces  deux  mo- 
it  donc  bien  le  moment  résultant  des  vecteurs  to],  lU],  . . . ,  iii»  par 
^nppftri  A  M.  Cciie  vitesse  est  indépendante  de  l'ordre  des  rotations. 

Le  problème  qui  consisterait  ^'i  combiner  entre  elles  de  la  même  manière 
î«SrOUliOQf  el  des  translatimis  se  ramène  au  précédent,  en  remplaçant 
m^irt  _  îOBple  de  rotations. 
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Cela  posé,  imaginons  un  second  système  de  vecteurs  a>'j,  a>j,  ...,  tji»'„f 
équivalent  au  premier  loi,  uit,  ...,  (i)^,  c'est-à-dire  pouvant  se  déduire  du 
premier  par  les  opérations  élémentaires.  Les  deux  systèmes  de  rotations 
représentés  par  ces  vecteurs  donneront  au  point  iM  la  même  vitesse;  ils 
peuvent  donc  se  remplacer  l'un  l'autre  quand  on  ne  considère  que  les  vi- 
tesses. 

Voici  les  deux  conséquences  les  plus  importantes  de  ce  fait  : 

f**  Un  système  de  vecteurs  est  équivalent  à  deux  vecteurs,  dont  l'un 
passe  par  un  point  pris  à  volonté.  Donc  les  vitesses  des  points  du  corps  S» 
sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  de  deux  rotations,  dont  l'une 
passe  par  un  point  pris  a  volonté  (  Chasles  ). 

2^  Un  système  de  vecteurs  est  équivalent  à  un  vecteur  unique  u)  passant 
par  un  point  arbitraire  0  et  à  un  couple  d'axe  OV©.  Donc  les  vitesses  des 
points  du  corps  S»  sont  les  mêmes  que  si  ce  corps  était  animé  d'une  rota- 
tion unique  Oo),  appliquée  en  un  point  arbitraire  O,  et  d'un  couple  de  ro- 
tations d'axe  OVq,  c'est-à-dire  d'une  translation  de  vitesse  OV©  (Ji/^-  44  )• 


Fig.  4^. 


:d 


{jj 


-^ 
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Quand  le  point  O  change,  la  rotation  Ow  reste  la  même,  la  translation  OV© 

change,  mais  le  produit  ^  =  OV©  cos(co,  Vq)  reste  constant. 

Si  DD'  est  l'axe  central  du  système  des  vecteurs  (i)i,  toj,  . . .,  a>„,  ce  sys- 
tème est  équivalent  à  un  vecteur  unique  to  (rotation)  dirigé  suivant  DD' 
et  à  un  couple  d'axe  minimum  ^  (translation  de  vitesse  g)  dirigé  égale- 
ment suivant  DD'.  Les  vitesses  des  points  du  corps  S»  sont  donc  les  mêmes 
que  s'il  était  animé  d'une  rotation  o)  et  d'une  translation  ^  dans  la  direc- 
tion de  celte  rotation;  ce  mouvement  identique  à  celui  d'une  vis  dans  un 
écrou  fixe  s'appelle  mouvement  hélicoïdal;  l'axe  DD'  est  l'axe  instantané 
de  rotation  et  de  glissement. 


49.  Cas  particuliers.  —  Signalons  les  cas  particuliers  suivants  qui  sont, 
avec  d'autres  expressions,  les  différents  cas  étudiés  dans  la  théorie  des 
vecteurs  (n"  2^H).  Si  le  moment  minimum  ^  est  nul,  le  système  des 
tions  données  est  équivalent  à  une  rotation  unique  autour  de  Taxe 
Si  u)  est  nul,  le  système  est  équivalent  à  une  translatioi* 
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sont  nuls,  le  système  des  rotations  est  équivalent  à  zéro;  les  vitesses  de 
tous  les  points  du  corps  S»  sont  nulles. 

50.  Conséquences  géométriques.  —  Il  est  évident  que  chacun  des  théo- 
rèmes énonces  dans  le  premier  Chapitre,  sur  la  théorie  des  vecteurs,  en 
donnera  un  sur  les  rotations  et  les  translations  imprimées  à  un  corps  S;,, 
si  Ton  remplace  les  vecteurs  par  des  rotations,  les  couples  par  des  trans- 
lations de  vitesse  égale  à  Taxe  du  couple,  et  le  moment  résultant  relatif  à 
un  point  M  par  la  vitesse  que  possède  ce  point  dans  le  mouvement  du 
corps.  Les  théorèmes  de  Géométrie  relatifs  aux  plans  et  à  leurs  foyers,  aux 
droites  conjuguées,  aux  droites  de  moment  nul,  auront  des  significations 
simples;  par  exemple,  si  un  plan  II  est  invariablement  lié  au  corps  S;,  en 
mouvement,  le  foyer  de  II  est  le  point  de  ce  plan  dont  la  vitesse  lui  est 
normale,  etc. 

Le  fait  qu'un  nombre  quelconque  de  rotations  et  de  translations  appli- 
quées à  un  corps  solide  impriment  à  ses  différents  points  les  mêmes  vi- 
tesses qu'un  mouvement  hélicoïdal,  trouve  sa  véritable  raison  dans  ce 
théorème  que,  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  solide,  les  vi- 
tesses à  un  instant  sont  les  mêmes  que  dans  un  mouvement  héli- 
coïdal. C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

51.  Distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide  mobile.  — 
Rapportons  le  mouvement  à  trois  axes  rectangulaires  Oy  x^  ^y^ ,  ^, 
fixes  dans  l'espace;  et,  pour  définir  la  position  du  corps,  suppo- 
sons trois  axes  rectangulaires  mobiles  0.r,  y,  z  orientés  comme  les 
premiers,  invariablement  liés  au  corps  {/Ig.  4^).  Il  suffira  de 
connaître  le  mouvement  de  ces  axes,  qui  sera  défini  parles  expres- 
sions de  coordonnées  XQ^y^,  Zq  de  l'origine  mobile  et  des  neuf 
cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes  en 
fonction  du  temps  Nous  supposerons  ces  neuf  cosinus  donnés  par 
le  Tableau  suivant  : 


X 

y 

« 

^l 

3 

«1 

«2 

y\ 

? 

h 

h 

^\ 

ï 

ïi 

T2 
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Soit  M  un  point  du  corps,  ayant  pour  coordonnées  jr,_j',  z  par 
rapport  aux  axes  niobiles,  Xt^y,,  s,  par  rapport  aux  axes  fixes. 


Fig.  45. 


H 


Les  nombres  x,  y,  z  seront  constants,  car  le  point  M  est  invaria- 
blement lié  aux  axes  mobiles. 

Les  formules  de  changement  de  coordonnées  donnent 

j:,  =  3-0 -t-  ar  -+-  a,^  -1-  ai i. 


En  difTérentiant  ces  expressions  par  rapport  à  t,  nous  aurons 
les  projections  de  la  vitesse  V  du  point  M  {fig-  45)  sur  les  axes 
fixes. 


"  dt 


di 


di' 


dv« 


di 


rf^  d%  d?.t 

^~dt  '^^  dï  ^'  dt' 


di  ' 


Pour  interpréter  ces  formules  d'une  façon  sim[)le,  cherchons 
les  projections  de  la  vitesse  V  sur  les  axes  mobiles,  projections 
que  nous  appelons  Vj,  Vj-,  V,.  On  a  évidemmer 

V^=a  V^.+  3  V,,  +  v  V:,, 
Vj.  =  a|Vj.,-»-  3,V,,+  v,V=,, 

Calculons  les  seconds  membres  en  y  remplaçant  V,  , 
par  les  expressions  ci-dessus,  et  remarquant  qae  lea 


telles  que 


dt  ^  ^  di  ^'  dt 


■^^ 


CHAPITRR    II.    —    CINKUATIQVB. 

soDt  nulles,  en  vertu  des  relations 


Puis,  tenons  compte  des  relations 

«,<.,+ ?,?,+  Y,Y,=  o,  «,+  ??.+ TV.  =  «.  ".+  ??.  + ni  = 

qui  donnent,  par  difTérentiatîon  par  rapport  à  {,  les  formules 


V      dl        '^    dl        ~    dt  j 


dont  nous  posons  les  deux  termes  égaux  à  des  quantités  p,  q,  r. 
Nous  trouverons  ainsi 


V°,  VJ,  V"  désignant  les  projections  de  la  vitesse  V"  du  point  O 
sur  les  axes  mobiles 

■^        dt       '^  di""  '  di 

Ces  formules  ont  une  signification  simple.  Elles  montrent  que 
la  vitesse  V  de  chaque  point  M  du  corps  solide  est  la  somme  géo- 
mélrique  de  deux  vecteurs;  l'un  Y",  le  même  pour  tous  les  points 
M,  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  du  point  O;  l'autre  »,  variable 
avec  la  position  du  point  M  et  ayant  pour  projeciions  sur  les  axes 
mobiles  qz  —  ry,  rx  —  P^i  py  —  <!^-  Le  vecteur  V  est  la  vitesse 
que  posséderait  le  point  M,  si  le  corps  solide  était  animé  d'un 
mouvement  de  Iranslalion  Je  vitesse  V";  le  vecteur  u  est  la  vitesse 
[uc  posséderait  ce  même  point,  si  le  corps  solide  était  animé  d'une 
nation  Ow,  ayant  pour  projections />,  q,  r  sur  les  axes  mobiles; 
itte  rotation  se  nomme  rotation  instantanée.  On  exprime  ce 
hit  en  disant  que  la  vitesse  il'un  point  quelconque  du  corps  est 
■«*  tâfMmu  vitesse  de  translation  égale  à  la  vitesse 


64  PREMIÈRE    PARTIE.    —    NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

d'un  point  quelconque  O  du  corps  et  d'une  vitesse  de  rotation 
autour  d^un  axe  passant  par  O. 

Les  formules  ci-dessus  sont  fondamentales  pour  la  Cinéma  tique  . 
Quand  le  mouvement  du  corps  solide  est  donné,  les  six  quantités 
VJ.,  V^,  Vî,  p^  y,  r  sont  des  fonctions  connues  du  temps.  Réci- 
proquement, si  ces  quantités  sont  données  en  fonctions  du  temps, 
on  peut  trouver  le  mouvement  du  trièdre.  (Voyez  Leçons  de 
Géométrie,  de  M.  Darboux,  t.  I,  chap.  II,  et  Leçons  de  Cinéma- 
tique, de  M.  KoENiGS,  p.  119.) 

Les  composantes  de  la  vitesse,  suivant  les  axes  fixes  0|J:i, 
Oi^'i,  0|-S|,  se  déduisent  immédiatement  de  ce  résultat.  D'abord 
les  projections  de  V®  sur  les  axes  fixes  sont 

dxQ        dyQ        dzQ  ^ 
Ht'     lîT'     W* 

puis,  en  désignant  par  /?i,  qt,  r^  les  projections  de  la  rotation 
instantanée  O(o  sur  les  axes  fixes,  on  a,  d'après  les  formules  rela- 
tives aux  rotations  (n"4-t),  l'expression  suivante  pour  la  projection 
du  vecteur  u  sur  Taxe  Oxx 

La  projection  de  la  vitesse  V  sur  Ox^  est  donc 

^r         dx\       cItq 

on  a  deux  formules  analogues  pour  \y^  et  V^^. 

52.  Axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement.  Mouvement 
hélicoïdal  tangent.  —  L'état  des  vitesses  des  difierents  points  du 
corps  solide,  étant  le  même  que  si  le  corps  était  animé  d'une  rota- 
lion  Oto  et  d'une  translation  OV®,  est  le  même  que  si  le  corps 
était  animé  de  trois  rotations  simultanées,  la  rotation  Oa>  et  deux 
rotations  to**,  —  co«  formant  un  couple  d'axe  OV®.  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  dans  la  théorie  de  la  composition  des  rotations^ 
l'état  des  vitesses  sera  le  même  que  si  le  corps  était  animé  d'un 
mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  central  du  système  de  vec- 
teurs to,  O)**,  —  0)0  ;  les  équations  de  cet  a ***"*'cndront  en  cher- 


CHAPITRE    II.    ~    CINÉMATIQUE.  65 

chant  le  lieu  des  points  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  la  direction 
de  la  rotation  instantanée  eu  {^fig^  46)*  On  a  ainsi 

Fig.  46. 


Or 


CJ 


(jj 


a^ 


.0 


I  D' 


pour  les  équations  de  l'axe  instantané  DD'  de  rotation  et  de  glis- 
sement, par  rapport  aux  axes  mobiles, 


(D) 


V5  -^  ^2  ~  O'  __  V^  -4-  rx  — pz  _  VI  -\-  py  —  7-1 
P  ~"  7  r 


et,  par  rapport  aux  axes  fixes, 


dt 


-+- 7 1  (  - 1  —  -  0  )  — /*  I  (  7 1  —  r  0  ) 


(Di) 


dyo         /  N         /  V 

7i 


.  .  ., 


g  étant  le  glissement  estimé  positivement  dans  le  sens  de  co,  la  va- 
leur commune  de  tous  ces  rapports  est 


•^  W  /?*  -h  a*  -h  /•* 


P\ 


dzQ 


Les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter  sont  les  suivants  : 
si  y  est  nul,  le  glissement  est  nul;  si  /  est  infini,  la  rotation  est 
nulle. 

Le  mouvement  hélicoïdal  ainsi  défini  est  dit  tangent  au  mou- 
vement réel  du  corps  à  Tinstant  ty  car  Tétat  des  vitesses  est  le 
même  dans  les  deux  mouvements,  mais  non  celui  des  accélérations. 
A.,  L  5 
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53.  Grandeur  de  la  vitesse  d'un  point  du  corps.  —  Prenons  un  point  M 
du  corps  situé  à  une  distance  o  de  Taxe  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement DD'.  La  vitesse  due  à  la  rotation  est  un  vecteur  MU  perpendicu- 

Fig.  47. 


o 


9. 


01 


laire  au  plan  MDD'  égal  à  luo;  la  vitesse  duc  à  la  translation  est  un  vecteur 
M^  égal  et  parallèle  à  g.  La  vitesse  résultante  V  est  donc  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  o;  elle  est  donnée  par 


V«=  a>*o*-h  ^*,         lanjrVM^  = 


(OO 


g 


Quand  M  décrit  la  droite  8  perpendiculaire  à  DD',  V  engendre  un  para- 
boloïde  hyperbolique.  Ces  propositions  donnent,  sous  une  forme  simple, 
la  distribution  des  moments  résultants  autour  de  Taxe  central  dans  un 
système  quelconque  de  vecteurs,  lu  étant  la  résultante  générale  et  g  le 
couple  minimum  (n»  13). 

5i.  Mouvement  continu.  —  Le  lieu  géométrique  de  Taxe  instan- 
tané de  rotation  et  de  glissement  dans  le  corps  est  une  certaine 
surface  réglée  S  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  /  entre 
les  équations  (D)  de  l'axe  par  rapport  aux  axes  mobiles  ;  le  lieu  du 
même  axe  dans  l'espace  absolu,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  axes 
fixes,  est  une  autre  surface  réglée  2,  dont  on  obtiendrait  l'équation 
à  l'aide  des  équations  (D|).  A  un  instant  quelconque,  ces  deux 
surfaces  ont  une  génératrice  commune  qui  est  l'axe  iustantané  à 
cet  instant.  Elles  sont  de  plus  tangentes  le  long  de  cette  généra- 
trice. En  effet,  soient  A  la  génératrice  commune  à  l'instant  I,  A'ia 
génératrice  de  £  infiniment  voisine  de  A  qui  coïncide  à  JHajtpPt 
t-\-  dt  avec  la  génératrice  A',  de  S|  infiniment  voisij 
point  quelconque  de  A  et  P  un  point  de  A'  infiiui 
M;  le  plan  langent  en  M  à  S  diffère  infini 
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Désignons  par  P|  le  point  de  A^  qui  coïncide  avec  P  à  l'instant 
/  _j_rf^;  le  plan  tangent  en  M  à  2,  diffère  infiniment  peu  du  plan 
AP|  {fig-  48).  Or  on  amène  le  point  P  à  coïncider  avec  P|   par 

Fig.  48. 

a;   \a' 


u 


une  translation  PP' parallèle  à  A  (glissement)  suivie  d'une  rotation 
infiniment  petite  autour  de  A;  par  suite,  on  fait  coïncider  le  plan 
AP  avec  le  plan  AP|  par  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  A. 
Les  plans  tangents  en  M  aux  deux  surfaces  sont  donc  les  mêmes, 
car  ils  diffèrent  infiniment  peu  des  plans  AP  et  AP|,  qui  diffèrent 
infiniment  peu  l'un  de  l'autre. 

On  peut  donc  se  représenter  le  mouvement  général  d'un  solide 
de  la  façon  suivante,  qui  a  été  indiquée  par  Poncelet  : 

Une  surface  réglée  liée  au  solide  se  meut  sur  une  surface 
réglée  fixe  à  laquelle  elle  est  tangente  suivant  une  génératrice 
et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  cette  géné- 
ratrice. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  de  ces  théorèmes. 

55.  Le  corps  solide  a  un  point  fixe.  —  On  peut  prendre  ce  point  fixe 
pour  origine  0  des  axes  fixes  et  des  axes  mobiles.  La  vitesse  du  point  O 
étant  nulle,  les  vitesses  des  différents  points  du  corps  sont  les  mêmes  que 
si  le  corps  tournait  autour  d^ un  a^e  passant  par  le  point  fixe  (Euler); 
cet  axe  se  nomme  axe  instantané  de  rotation;  Taxe  du  mouvement  héli- 
coïdal coïncide  avec  lui,  mais  le  glissement  du  mouvement  hélicoïdal  est 
nul;  la  rotation  instantanée  seule  subsiste.  Le  mouvement  fini  du  corps 
s'obtient  en  faisant  rouler  le  cône  C  de  sommet  O,  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  le  corps,  sur  le  cône  Ci  de  môme  sommet,  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  l'espace. 

'Les  points  du  corps  situés  sur  une  sphère  de  centre  O  forment  une 
€      *  ^QhMqoe  de  forme  invariable  mobile  sur  cette  sphère.  Les  cônes  C 

'*t  O  coupent  cette  sphère  suivant  deux  courbes  c  et  Ci,  la 


i 
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première  e  invariafalemeDt  liée  à  la  figure  spliérique  mobile,  l'autre  C|  fixe 
sur  la  sphère.  Le  muuvemeot  de  la  ligure  !>phëri<]ue  s'obtiendra  en  faisant 
rouler  la  courbe  c  liée  à  eette  figure  sur  la  courbe  fixe  c,. 

56.  I^  corpt  se  déplace  parallèlement  à  on  plan  fixe.  —  Les  vitesses 
des  diETérents  points  du  corps  sont  alors  parallèles  à  un  plan  fixe  II  :  or 
peut  considérer  ce  cas  comme  limite  du  précédent  lorsque  le  point  fixe  O 
s'éloigDe  indéfiniment  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  n.  Une 
spbêre  de  centre  0  passant  par  un  point  déterminé  du  corps  se  réduit  alors 
B  un  plan  parallèle  au  plan  D  ou,  si  l'on  veut,  à  ce  plan  lui-même;  tous 
les  points  du  corps  situés  à  un  certain  instant  dans  ce  plan  y  restent  indé- 
finiment et  forment  une  figure  plane  de  forme  invariable  mobile  sur  un 
plan  fixe.  Le  mouvement  hélicoïdal  instantané  se  réduit  encore  à  une  rota- 
tion dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  II.  Le  lieu  des  axes  instanunés 
de  rotation  dans  le  corps  est  un  cvlindre  C,  dans  l'espace  un  cylindre  Ct 
de  génératrices  perpendiculaires  au  plan  II  :  le  mouvement  fini  s'obtient  en 
faisant  rouler  sans  glissement  le  cylindre  C  sur  C,.  Les  poinls'du  corps 
situés  dans  le  plan  II  forment  une  figure  plane  invariable  dont  le  mouve- 
ment fait  évidemment  connaître  celui  du  corps  entier;  ce  mouvement  s'ob- 
tient par  le  roulement  de  la  section  droite  c  du  cylindre  C  |)ar  le  plan  n 
sur  la  section  droite  C|  du  cylindre  Ci  par  ce  même  plan. 

57.  Roulement  et  pivotement  d'une  surface  mobile  sur  une  surface 
fixe —  Imaginons  un  corps  solide  mobile  terminé  par  une  surface  rigide  S 
assujettie  à  rester  en  contact  a\ec  une  surface  fixe  S).  A  chaque  instant  t, 
un  certain  point  A  de  la  surface  mobile  S  se  trouve  en  contact  avec  un 
point  A]  de  la  surface  fixe  S, 
de  S  qui  se  trouve  au  contact 


dans 


le  plan  tangent  commun  aux  <Je«x  tmU'-.tt  »u  point  de  contact  :  en  effet, 
soient  B  le  point  de  contact  â  l'inttani  t—  tll.  A'  la  nouvelle  position  de  A; 
les  vecteurs  BAi  et  BA'  étant  dan»  le  plan  langeai  commun  en  fi  tn^nx 
surfaces,  il  en  est  de  même  du  ve.:tear  A|  \'  qui  est  le  déplaceni 
de  A.  Les  vitesses  des  différente  poinit  du  Torps  solide  mobiU 
mOmes  que  sî  ce  corpi  était  animé  d'une  translation  de  vite<M  ^' 
u  autour  d'un  axe  pasMot  par  A. 
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On  dit  que  la  surface  S  roule  et  pivote  sur  Si  quand,  à  chaque  instant  t, 
la  vitesse  du  point  A  qui  est  au  contact  est  nulle.  Dans  ce  cas,  V'o  étant 
nul,  les  vitesses  des  points  du  solide  mobile  sont  à  chaque  instant  les 
mêmes  que  si  le  corps  était  animé  d'une  rotation  A(d  autour  d'un  axe 
passant  par  A  :  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  passe  donc 
par  A,  et  le  glissement  est  nul.  Le  lieu  de  Aod  dans  le  corps  S  est  une 
surface  réglée  2,  dans  l'espace  absolu  une  surface  réglée  ^1;  le  mouve- 
ment s'obtient  en  faisant  rouler  S  sur  £1.  Le  lieu  du  point  A  sur  S  est 
une  courbe  G,  intersection  de  S  avec  S;  le  lieu  du  point  Aj  sur  Si,  une 
courbe  Ci,  intersection  de  Si  avec  Si  :  ces  deux  courbes  roulent  aussi  l'une 
sur  l'autre.  La  rotation  instantanée  Aa>  peut  être  décomposée  en  deux  : 
l'une  A(i)/i  normale  aux  deux  surfaces  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire 
de  pivotement,  l'autre  Au)/  située  dans  le  plan  tangent  qui  est  la  vitesse  de 
roulement.  Lorsque  le  mouvement  est  tel  que  la  vitesse  de  pivotement  Wn 
est  constamment  nulle,  le  mouvement  de  S  sur  Si  est  un  roulement. 


IV.*-  ACCÉLÉRATIONS.  THÉORÈME  DE   CORIOLIS. 

58.  Distribution  des  accélérations  dans  un  solide  en  mouve- 
ment. —  Dans  le  cas  général,  les  projections  de  la  vitesse  d'un 
point  M  du  corps  sur  les  axes  fixes  ^i,  J^i,  ^t,  étant 


dx\ 
~dt 


—  a-\-qxZx  —  rt^i 


» 


dt 

dz\ 
Ht 


1  .=  ^-i-nT, —/?,«,, 


c-+-P\y\  —  q\^\ 


où  a,  6,  c  désignent  les  quantités  V!J^  —  5^1  ^o"+"  '**  J^o?  etc.  ..,  on 
obtient  les  projections  de  Taccélération  de  ce  point  en  différen- 
tiant  ces  formules,  qui  donnent 

d^X\        da  dzi  dy\  dqx  dr\ 

OU,  en  remplaçant  les  dérivées  premières -T--*  •••»  parleurs  valeurs, 
réduisant  et  faisant  p\  -h  q\  -4-  r^  =  w^, 

d^xx       da  .  ^  ^ 

-^  —  -^  -^  q\G  —  ryl  -^ px^pxXx-^  q^yx-^  r^Zx) 

dqx  drx 
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En  permutant  les  lettres,  on  aura  de  même  les  eiipressîons  de 
-^•^-  et  -^Tjf  »  c'est-à-dire  les  projections  de  TaccélératioD  sur  les 
axes  fixes. 

o9.  Accélération  dans  le  mouvement  relatif.  Théorème  de  Co- 
riolis.  —  Nous  avons  donné  précédemment  (n**  45)  un  théorème 
d'une  grande  importance  liant  Tune  à  Tautre  la  vitesse  absolue 
d'un  mobile  et  sa  vitesse  relative  par  rapport  à  un  système  (S) 
animé  d'un  mouvement  connu. 

Nous  nous  proposons  d'exposer  un  théorème  du  même  genre, 
liant  l'une  à  l'autre  l'accélération  absolue  et  l'accélération  relative. 
Nous  allons  employer  une  méthode  analytique  qui  donne  aussi  le 
théorème  sur  les  vitesses  précédemment  démontré  par  la  Géomé- 
trie (n<»  45). 

Pour  définir  le  mouvement  du  système  de  comparaison  (S)  par 
rapport  auquel  on  étudie  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons 
trois  axes  mobiles  Oxyz  invariablement  liés  à  (S),  et  nous  défi- 

Fig.  5o. 


nirons  leur  mouvement  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  n°ol. 
Soit  M  le  point  mobile  :  comme  il  se  déplace  à  la  fois  dans  le  sys- 
tème (S)  et  dans  l'espace  absolu,  ses  coordonnées  par  rapport  aux 
axes  mobiles  x,y,  z  seront  des  fonctions  du  temps,  ainsi  que  ses 
coordonnées  absolues  j:,,ri ,  ^1 .  Ces  coordonnées  sont  lices  par 
les  formules 
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Le  point  mobile  M  a  une  vitesse  et  une  accélération  absolues 
ayant  pour  projections  sur  les  axes  fixes 

dxy        dy^        dzi 
^^''^  df'     W     W 

d^xi       d'^y^       d^zi 
(''«>  'dï^'     lï^'     Im' 

il  a  une  vitesse  et  une  accélération  relatives  ayant  pour  projec- 
tions sur  les  axes  mobiles 


(Vr) 
(Jr) 

et  sur  les  axes  fixes 


dx       dy       dz 
di'     dt'     Tt' 

H^  X       d^y       d*  z 


(Vr) 


(Jr) 


dit' 

dfl' 

dt* 

dx 

dy  ._  dz 
dt^'^dt' 

?^-.p, 

'dt-*- 

0  dz 
^'dt' 

dx 

fdt^-^' 

dy  , 
dt   ' 

dz 

'('Tt' 

d'x 
"dtt^' 

d'z 

-^  "'  dit  ' 

H'^'^-^fi 

,  d^y 

a  d*i 

A-  H.  — ^-  • 

^  dt^        ^'  dt^        ^'  dt^ 
d>x  d^y  d^z 


Le  point  a  aussi  une  vitesse  et  une  accélération  d* entraînement 
ayant  pour  projections  sur  les  axes  fixes 


(V.) 


de) 


dXn                dOL 
dt     ^""dt-^ 

doit 

y  dt  ^■ 

dt 

« 

dt  ^""dt  ^ 

y  dt 

""dT 

9 

dt   ^"^ dt  ^ 

d-iy              d-i, 

y  dt        dl 

1 
•  1 

d*Xo 
dt^ 

d^OL 

■^y  dit 

-4- -5 

dt^' 

dt^ 

tpp, 
■^y  dtt 

-♦-  Z 

dt^  ' 

d^zo 
dt^ 

^y  dt* 

-¥-  Z 

dt^  ' 

7t  ttlUtKtt.    MkTIC.  —    M>Tia>G    PIIELIHINAIKES. 

Imrmvlti  oLuaat^  ta  r^fanJant  x.y.  z  comme  constantes,  car  on 
af-j>el]t  titftte  ei  aciêtération  d'eniratnement  du  poîol  M  la 
vitc»>«  «t  r»ci:;*fl« ration  qu'aunit  ce  point  s'il  ciail  invariablement 
\k  nus  »\^i  mobile?. 

Ed  différrDtiaDt  one  premir-re  fois  les  formules  (i)  par  rapport 
à  t.  OD  obtieo'Jrait  l'expression  analytique  du  théorème  démontré 
plus  haut  <  n*  iôj  :  la  vitesse  absolue  est  la  somme  géométrique  de 
la  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  dV'nlrainement. 

L'ne  seconde  diflerenliation  des  formules  (i)  donne 
.  d'j-,       /    d'j-  d'v  il's\ 


'-(- 


<ï» 


dl'j 


/fU  dj- 

\dt  di  ' 


iii  lit       di  di  ! 
et  deux  formules   analogues  pour  les  dérivées   secondes  de  y^ 
et-,. 

Pour  interpréter  ces  équations,  considérons  le  vecteur  J'  ajant 
pour  origine  le  point  M  et  pour  projections  sur  les  aies  fixes  les 
quantités 


(J) 


/rfï  dT 
\dt  di  ' 

\dt   dl 


.1%,  ily 
dt    di 

dh  <y 

dr   dl   ~ 


f  J; 


'/a,  dz\ 
■  './/    di)' 

dh  dz  , 
iU    dlj' 

dy,  </--\ 
dl  di  )' 


On   appelle 
équations  (2)  f 


\dt  dl  dl    dl 

;cteur  l'accélération  complémentaire.  Les 
lenl  que  la  projection  de  J„  sur  chacun  des 
trois  axes  Jlxes  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  J^,  ,1,  et  J' 
sur  le  même  axe,  c'est-à-dire  que,  dans  l'espace,  le  vecteur  J„  est 
la  somme  géométrique  de  J^,  Jr  et  J'. 

L'accélération  absolue  est  donc  la  résultante  de  Vaccéléra.~ 
lion  relative,  de  l'accélération  d'entraînement  et  de  l'accété' 
ration  complémentaire. 

Il  reste  à  trouver  une  interprétation  simple  de  J'  :  pour  cel 
cherchons  les  projections  de  J'  sur  les  axes  mobiles  J^.,  J^ 
On  a  évidemment 

Ji  =  aj;,-(-<lj;,^.7J:,, 


fié' 

-M 
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Le  système  de  comparaison  (S),  par  rapport  auquel  on  étudie 
le  mouvement  relatif,  constitue  un  corps  solide  ou  svstème  inva- 
riable en  mouvement.  En  appliquant  à  ce  sjstéme  les  résultats  de 
l'étude  faite  précédemment,  nous  savons  que  les  vitesses  des  dif- 
férents |)oinis  de  ce  système  invariable  sont,  à  l'instant  considéré, 
les  mêmes  que  si  le  système  était  animé  d'une  certaine  translation 
et  d'une  rotation  instantanée  u  ayant  pour  projections  sur  les  axes 
mobiles  p,  q,  r,  avec 

rfi,     „d3,       d-i,         i    d%     ^  d?        df\ 
^-^-d-i^^-à-^i^ï--(''di^^--Ti-^^^di}--- 

Ces  formules  étant  rappelées,  on  trouve  immédiatement 

,.         (    ds         dy\ 


,.  /     d.-r  di\ 

''  =  'ifir,-iiri> 


Si  donc  on  considère  le  point  V^  (Jig-  5o)  ayant  pour  coordon- 
nées par  rapport  aux  ases  mobiles  -r-,  -^- ,  -y-,  c'est-à-dire  l'ex- 
trémité du  vecteur  OV'^  d'origine  O  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
relative  V,,  les  projectionsde  J' sur  les  axes  x,y,z  sont  égales  aux 
doubles  des  projections  de  la  vitesse  que  prendrait  ce  point  VJ.  si 
l'angle  (dOV^,  supposé  invariable,  tournait  autour  de  l'axe  Ooj 
supposé  fixe,  avec  la  vitesse  angulaire  u.  Le  vecteur  J'  est  donc, 
en  grandeur,  direction  et  sens,  égal  au  double  de  cette  vitesse, 
c'est-à-dire  au  double  du  moment  de  w  par  rapport  au  point  V^  ; 
il  est  appliqué  au  point  M.  On  peut,  en  détaillant,  le  définir 
comme  ii  suit  :  le  vecteur  J'  est  perpendiculaire  au  plan  uOV^  de 
l'axe  instantané  et  de  la  vitesse  relative:  il  a  pour  grandeur  le 
double  du  produit  de  u  par  la  distance  du  point  V^  à  l'axe  Ou, 
c'esl-i-dire  2(t>Vrsin(o>.  Vr);  enfin  il  est  dirigé  par  rapport  au 
{ilan  uOV^  du  côté  où  la  rotation  instantanée  <ii  tendrait  à  en- 
J^Mlrémité  V|.  d'une  parallèle  OV'^  à  la  vitesse  relative. 


■-•-(V,),        (J„)  =  (J,)-t-(J,)-(-(J'). 
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Ce  vecteur  J' est  nul  si  Tun  des  trois  facteurs  to,  V;-,  sin((o,  Vr) 
est  nul.  Le  cas  le  plus  important  est  le  suivant. 

60.  Mouvement  de  translation  des  axes  mobiles.  Composition 
des  mouvements.  —  Si  m  est  constamment  nul,  la  rotation 
instantanée  est  toujours  nulle.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faulet 
il  suffit  que  les  axes  mobiles  aient  un  mouvement  de  translation  ; 
l'accélération  absolue  J^  est  alors  la  résultante  de  V accélération 
relative  ^r  <^^  ^ic  l'accélération  d'entraînement  J^.. 

Ce  cas  particulier  du  mouvement  relatif  porte  le  nom  de  com- 
position des  mouvements*  Pour  définir  le  mouvement  de  transla- 
tion des  axps  mobiles,  qu'on  peut  alors  supposer  parallèles  aux 
axes  fixes  {Jig*  5i),  il  suffit  évidemment  de  définir  le  mouvement 
d'un  point  O  du  svstème  de  comparaison,  ce  qu'on  |)eut  faire  en 


x^ 

y/ 

fM 

i 

/ 

/ 

i 

/ 

f 

ji- 

'y/ 

0 

donnant  la  variation  du  vecteur  0|  O  en  fonction  du  temps;  le 
mouvement  relatif  de  M  est  défini  de  même  par  la  variation  du 
vecteur  OM.  Le  mouvement  absolu  de  M,  défini  par  la  variation 
du  vecteur  résultant  0|M,  s'appelle  mouvement  résultant  des 
deux  premiers;  d'après  ce  qui  précède,  la  vitesse  et  l'accélération 
de  ce  mouvement  sont  les  sommes  {géométriques  des  vitesses  et 
des  accélérations  des  deux  mouvements  composants. 

■ 

61 .  Formules  générales  donnant  la  vitesse  et  l'accélération  d'un 
point  rapporté  à  des  axes  mobiles.  —  Soit  un  Irièdre  mobile 
Oxyz  animé  d'un  mouvement  connu  :  appelons  comme  plus  haut 
V^,  Vj^,  V?  les  projections  de  la  vitesse  absolue  V^  de  l'origine  O 
sur  les  axes  Ox,  Ov,  Oz  et/;,  y,  /•  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  du  trièdre  Oxyz  suivant  ces  mêmes  axes. 
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Vitesse,  —  Considérons  un  point  mobile  M  ayant  par  rapport 
aux  axes  Oxyz  les  coordonnées  x^y^  z.  La  vitesse  relative  Vr  du 
point  M  par  rapport  au  trièdre  a  pour  projections  sur  les  axes 
mobiles 

dx       dy       dz^ 
^^^)  .77'     rf7'     rf7' 

la  vitesse  d'entraînement  V<.  du  même  point  a  pour  projections 

(n«51) 

La  vitesse  absolue  V^  du  même  point  étant  la  résultante  de  Vr 
et  Ne  a  pour  projections 

(3)  (  \^y=iy^y^^,^rx-pz, 

Vaz  =  -^  -^Xl-^py  —  qx. 

Accélération.  —  Pour  obtenir  les  projections  de  l'accélération 
absolue  ia  du  point  M  sur  les  axes  Oxyz^  il  suffit  de  se  reporter 
à  la  détermination  de  l'accélération  à  l'aide  de  l'hodographe  (n®  40). 
Par  un  point  fixe  A,  menons  trois  axes  AjTi,  A^^,  A^i  parallèles 
à  0:r,  Oy,  Oz  et  un  segment  A  m  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
absolue  Na  du  point  M.  L'accélération  cherchée  ia  est  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  absolue  du  point  m.  Or  ce  point  m  a  pour 
coordonnées  par  rapport  aux  axes  h.x^y^  Z\ 

la  vitesse  de  l'origine  A  est  nulle  et  la  rotation  instantanée  du 
trièdre  Axtyi  ^t  est  identique  à  celle  du  trièdre  parallèle  Oxyz  : 
les  projections  sur  AxtytZi  ou  sur  Oxyz  de  la  vitesse  absolue 
du  point  m  sont  donc,  d'après  les  formules  analogues  à  (3), 

dxt 

-^  -hqzt—  ryi,     
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On  a,  par  suite,  pour  les  projections  de  raccélération  absolue  J^, 


(4)  ':   J«J'=  -  JT^  -+-  ''>a.r  — /?>ar. 


fit 


az  —  — T7~    -*-  p  >  tty  —  7  >  a.r- 

Ces  formules  permettraient  de  retrouver,  sous  une  autre  forme, 
le  théorème  de  Coriolis. 

EXERCICES. 

1.  Déterminer  la  trajectoire  d'un  mobile  sachant  qu'elle  est  plane  et  que  les 
composantes  tangentielles  et  normales  de  raccélération  sont  constantes. 

liéponse,  —  En  comptant  le  temps  /  à  partir  d'un  instant  convenable,  et  Tare 
de  trajectoire  s  à  partir  d'une  origine  convenable,  on  trouve 

où  p  est  le  rayon  de  courbure,  a  et  6  des  constantes.  La  trajectoire  est  une  spi- 
rale logarithmique. 

2.  Un  mouvement  qui  a  lieu  dans  un  plan  est  défini  par  deux  équations  faisant 
connaître  les  coordonnées  polaires  du  mobile  /*  et  0  en  fonction  du  temps.  On 
demande  de  calculer  soit  directement,  soit  comme  application  de  la  théorie  du 
mouvement  relatif,  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  suivant  le 
rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

Béponse,  —  Composantes  de  la  vitesse 

dr         rffi 

-,-  »       r  -r-  » 

(it        l/l 

de  l'accélération 

dt^  '    ''[dtj  '     7-  ~d't\    dt}' 

3.  Un  mobile  parcourt  une  lemriiscatc 

r-  =  2  a-  cos  2  0 

avec  une  vitesse  de  grandeur  constante  a.  Exprimer  les  coordonnées  du  raob  île 
en  fonction  du  temps  et  calculer  raccélération.  (Cet  exercice  exige  la  connais- 
sance des  fonctions  elliptiques.) 

Réponse.  —  Soit  s  l'arc  de  courbe  compté  à  partir  du  point  où  9  =  o.   On 
trouve 

_,  r  2à-dr 

at  =  s  = 


/2a-dr 
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d'où 

/•rrrav'^cnt,        cos8  =  diit,        sin6=-Trsnt, 

Va 

le  module  des  fonctions  elliptiques  étant  ~;  on  en  déduit  immédiatement  x  et  y 

va 
en  fonction  de  temps. 

4.  Démontrer  que,  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  à  un  instant  donné  : 
a.  Le  lieu  des  points  du  corps  qui  ont  des  vitesses  concourant  en  un  point  donné 

est  une  cubique  gauche; 

0.  Le  lieu  des  directions  de  ces  vitesses,  un  cône  du  second  degré; 

c.  Le  lieu  des  points  dont  la  vitesse  a  la  même  grandeur,  un  cylindre  de  révo- 
lution autour  de  Taxe  du  mouvement  hélicoïdal  (Chasles). 

5.  Mêmes  questions  pour  les  accélérations. 

6.  Dans  un  corps  solide  en  mouvement,  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des 
points  du  corps  situés  dans  un  même  plan  passent  par  un  même  point;  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  situés  sur  une  droite  D  passent  par  une 
droite  A;  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d'une  surface  d'ordre  m 
enveloppent  une  surface  de  classe  m  (Chasles).  (Ces  propriétés  résultent  immé- 
diatement des  propriétés  des  plans  et  de  leurs  foyers,  indiquées  dans  le  n*  13.) 

7.  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  deux  points  quelconques  a  et  6  du 

corps  rencontrent  l'axe  D  de  rotation  et  de  glissement  en  deux  points  a,  p,  qui 

sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  a  et  6  sur  lui.  De  sorte 

que  Ton  a 

ap  =  abcos{abt  D)  (Chasles). 

8.  Si  Ton  considère  les  vitesses  que  possèdent  au  même  instant  les  différents 
points  d'un  solide  comme  des  droites  indéfinies,  ces  vitesses  forment  un  com- 
plexe du  second  ordre  dont  les  coniques  sont  des  paraboles  (exercice  identique 
à  l'exercice  8,  p.  4o)' 

9.  Dans  un  corps  solide  en  mouvement,  on  projette  à  un  instant  t  les  vitesses 
des  différents  points  du  système  sur  un  plan  it  perpendiculaire  à  l'axe  central  ; 
démontrer  que  ces  projections  sont  perpendiculaires  aux  droites  joignant  les 
projections  des  points  sur  le  même  plan  au  pied  de  l'axe  sur  ce  pian. 

10.  Construction  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  d'après 
Poncelet.  —  On  mène  par  un  point  arbitraire  O  de  l'espace  trois  vecteurs  OV, 
OV,  OV  égaux  aux  vitesses  de  trois  points  M,  M',  M'  du  corps;  l'axe  instantané 
est  perpendiculaire  au  plan  tt  des  trois  points  V,  V,  \'.  Projetons  sur  ce  plan 

deux  des  points  M  et  M'  en  m  et  m'  et  leurs  vitesses  en  mv  et  mV;  les  perpen- 
diculaires élevées  en  m  et  m'  à  mv  et  m' v'  se  coupent  au  pied  de  l'axe  sur  le 
plan  T..  L'axe  est  donc  déterminé. 

11.  Un   corps  solide  est  mobile  autour  d'un  point  fixe  O.  Démontrer  que,  si 

l'axe  instantané  de  rotation  est  fixe  dans  le  corps,  il  est  aussi  fixe  dans  l'espace, 

et  que  le  mouvement  du  corps  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe. 

Réciproquement,  si  Taxe  instantané  est  fixe  dans  l'espace,  il  est  aussi  fixe  dans 
le  corps. 
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12.  Od  coDSJdêre  une  courbe  gauche  rapportée  à  des  axes  fixes  0^x^y^z^  et 
sur  rett^*  courbe  uo  point  mobile  O  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  don- 
Dée»  de  l'arc  s.  Oo  suppose  que  te  mouvement  du  point  ()  est  défini  par  l'équa- 
lioii  f  =  t.  et  l'on  considère  le  tricdre  tri  rectangle  Oxyz  formé  par  la  tao- 
::eiite  «.«x  dans  le  sens  du  mouvement,  la  normale  principale  Oy  dans  le  sens  du 
ra^oD  de  courbure  principal  p,  et  la  binormale  Oz. 

a.  Trouver  les  composantes  /?,  g^  r  de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  mobile 

suivant  les  axes  mobiles. 

/Réponse.        p  — 1         </  =  «>,        r  _:  -         (t  rayon  de  torsion). 

'  ? 

b.  Trouver  les  équations  de  Taxe  instantané  de  rotation  et  de  glissement. 

13.  Démontrer,   en    vertu   de   la   propriété  précédente,  que  si    -  ^  const.,   la 

courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque  (Bertrand). 
[On   considère    un   trièilre  auxiliaire  O^x'y'z'  ayant  son  origine  fixe  et  ses 

p 
arêtes  parallèles  aux  axes  mobiles  Oxyz.  Si    -  =  const.,  Taxe  instantané  de  rota- 
tion de  ce  nouveau  triètlre  est  fixe  dans  le  trièdre,  par  conséquent  fixe  dans 
respace  (exercice  11),  et  la  tangente  Ox  à  la  courbe  fait  avec  la  direction  de 
cet  dxtfixe  un  angle  constant.] 

\\.  Une  droite  AB  de  l'espace  est  invariablement  liée  à  un  axe  fixe  OZf  autour 
duquel  elle  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  Un  corps  solide  C, 
invariablement  lié  à  la  droite  AB,  tourne  autour  de  cette  droite  avec  la  mémo 
vitesse  angulaire  relative  w. 

Trouver,  pour  ce  corps  solide  C,  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement, 
la  surface  réglée  fixe  £|  et  la  surface  réglée  mobile  £. 

15.  On  fait  rouler  un  cylindre  de  révolution  (C)  dans  un  cylindre  de  révo- 
lution (C)  de  rayon  double,  en  le  faisant  glisser  en  même  temps  parallèlement 
aux  génératrices,  de  telle  façon  qu'un  point  du  cylindre  (C)  décrive  une  droite 
fixe  rencontrant  nécessairement  l'axe  du  cylindre  (C). 

Démontrer  que,  dans  ce  mouvement,  tous  les  points  du  solide  mobile  décrivent 
«les  ellipses. 

Ce  mouvement  est,  en  excluant  le  cas  d'un  déplacement  parallèle  à  un  plan 
fixe,  le  seul  dans  lequel  tous  les  points  de  la  figure  mobile  puissent  décrire 
des  courbes  planes.  (Voir  Darboux,  Comptes  rendus,  t.  XCII,  ou  Annales  de 
l'École  Normale.  1890.) 

Hi.  Démontrer  que  l'on  peut  obtenir  le  déplacement  continu  d'un  corps  solide 
par  le  procédé  suivant,  imaginé  par  Poinsot.  Un  cône  C  de  forme  invariable,  lié 
au  corps  solide,  roule,  sans  glisser,  sur  un  cône  C,  do  forme  invariable,  animé 
d'un  mouvement  de  translation. 

tLa  démonstration  se  fera  facilement  en  prenant  un  point  fixe  quelconque  O 
dans  le  corps  solide  et  étudiant  le  mouvement  relatif  du  corps  par  rap[>ort  à  des 
axes  Ox'y'z'  de  directions  fi^es  menés  par  O.) 

17.  Le  lieu   des  axes  de  courbure  des  trajectoires  des  différents  points  d'une 
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droite  le  long  de  cette  droite  est  un  hyperboloïde  ;  le  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatriccs  est  une  cubique  gauche  (Mannueim). 

18.  Sur  le  théorème  de  Coriolis.  —  Si  la  rotation  instantanée  tù  du  système 
de  comparaison  est  la  résultante  de  deux  rotations  tù'  et  a)',  l'accélération  com- 
plémentaire J'  est  la  résultante  des  deux  accélérations  complémentaires  qui 
seraient  dues  aux  rotations  composantes  a>'  et  o)'. 

Si  la  vitesse  relative  V^  est  la  résultante  de  deux  vitesses  relatives  V^  et  V', 
Taccélération  complémentaire  J'  est  la  résultante  des  deux  accélérations  complé- 
mentaires qui  seraient  dues  aux  vitesses  composantes  V^  et  V'  (Resal). 


I    PHELIHINAIIIES. 


CHAPITRE  III. 
PRINCIPBS  DE   lA  MÉCANIQUE  :  MASSES,  FORCES. 


La  Mécanique  repose  sur  un  petit  nombre  de  principes  qu'il 
est  impossible  de  vérifier  directement  et  auxquels  on  a  été  conduit 
par  une  longue  suite  d'inductions  :  les  conséquences  qu'on  en 
déduit  sont  vérifiées  par  l'observation.  La  première  idée  de  ces 
principes  remonte  à  Galilée  qui,  dans  l'étude  des  lois  de  la  cbuie 
des  corps  (plan  incliné,  pendule,  mouvement  parabolique),  a  intro- 
duit les  notions  d'inertie,  d'accélération,  de  composition  des 
mouvements.  Hujgens  fut  le  continuateur  de  Galilée  dans  la 
théorie  du  mouvement  d'un  point  :  il  étudia  le  premier  le  mouve- 
ment d'un  système  matériel;  enfin  Newton  étendit  le  cbamp  de  la 
Mécanique  par  la  découverte  de  la  loi  d'attraction  universelle. 

Il  nous  est  impossible,  dans  cet  Ouvrage,  de  faire  la  critique 
des  principes  de  la  Mécanique.  C'est  là  une  question  des  plus 
délicates  qui  demande  de  nouvelles  recberclies.  On  pourra  consul- 
ter, à  ce  sujet,  l'Ouvrage  de  M.  Macb,  Die  Mechanik  in  ihr. 
Entwickelung  historisch-kritisch  dargeslellt;  le  troisième  Vo- 
lume des  CEuvres  du  célèbre  pbysicien  Hertz,  Die  Principien 
des  Mechanik  in  neueni  Zusantmenhange  dargeslellt,  analysé 
par  M.  PoiBCARÉ  dans  la  Revue  générale  des  Sciences  en  1897; 
les  Leçons  de  Mécanique  élémentaire  de  Bonnet  (Mal le t- Bache- 
lier, i858);  V Étude  des  théories  de  la  Mécanique,  parM.liouissK  i 
(Carré,  iSgâ);  les  Leçons  de  Mécanique  physique,  de  M.  As-  I 
dkade;   les   Leçons  de  Mécanique,   de   M.   Boussinesq;    ciiona  f 
encore,   au  point  de  vue  pédagogique,   une  Note  de  M,  V\sci 
Sur  la  déjinition  des  masses  et  des  forces  (JVoui'elles  Annales  ' 
de  Mathématiques,  janvier   iSgS)  et  un  article  de  M.  Piciai 
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intitulé:  Une  première  leçon  de  Mécanique  {L'Enseignement 
mathématique,  i5  janvier  1900,  Carré  et  Naud). 

Nous  adopterons  un  mode  d'exposition  emprunté  presque 
lextuellemenl  à  M.  Blomdlot,  professeur  à  l'Université  de  Nancy 
(Notions  de  Mécanique  à  l'usage  des  élèi-es  de  Physique, 
Autographie,  Nancy,  1896),  et  s'inspirant  surtout  de  KirclihofTel 
de  M.  Mach. 


I.  -  PRINCIPES. 

62.  Axes  fixes.  —  Nous  rapporterons  les  positions  de  tous  les 
corps  à  (in  système  d'axes  que  nous  appellerons,  par  définition, 
axes  absolument  Jixes  :  ce  syslème  d'axes  est  un  Irièdre  trirec- 
tangle  invariablement  lié  aux  étoiles  appelées  éloiles  fixes, 

63.  Temps.  —  Le  temps  en  usage  est  le  temps  moyen  défini  en 
Cosmographie. 

6 1.  Point  matériel.  —  Afin  de  commencer  par  le  problème  le 
plus  simple,  on  étudie  d'abord  le  mouvement  d'une  portion  de 
matière  assez  petite  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  dé- 
terminer sa  position  comme  celle  d'un  point  géométrique.  Une 
telle  portion  de  matière  s'appelle  un  point  matériel.  On  consi- 
dère ensuite  les  corps  comme  formés  par  la  réunion  d'un  très 
grand  nombre  de  points  matériels. 

En  même  temps  qu'il  change  de  position,  un  point  matériel 
peut  tourner  et  se  déformer,  mais  nous  ne  nous  occuperons  ici 
que  de  sa  position,  et  non  de  la  manière  dont  il  peut  tourner  et  se 
déformer. 

L'observation  et  rex]H'rience  monLrent  que  les  points  matériels 

Ht  les  uns  sur  les  autres  :  ainsi  les  points  matériels  qui  cou- 

I  Btiluent  un  corps  appi^lé  *()//(/«  agissent  les  uns  sur  les  autres  de 

façon  à  maintenir,  à  peu  de  chose  près,  la  forme  du  corps  quand  on 

I  cherche  h.  le  déformer;  deux  points  électrisés  s'attirent  ou  se  re- 

I  ponsscni;  ctr. 

tériel  sup~ 


On  peut  «none  «sprimer  ce  principe  en  disant  qu'un  point  ma- 
I^H^I  «oppoî^  Mal  aanil.  par  rapport  aux  ases  fixes,  un  inouve- 
in«nt  rectili^e  aDÎlorme  qui  peut  être  nul).  Ce  principe  est 
onna  §on*  le  nom  du  principe  de  l'inertie. 

Oeuxième  principe.  —  lieux  points  malérîels  détennineal 
l'un  «iir  l'autre  des  accélérations  dirisées  suivant  la  droite  qui  les 
joint,  et  en  sens  opposé  [l'Oi"/-  l'une  des  deux  figures  ci-dessous 
(Jî^-  ôii'j.  Létiide  des  conditions  dans  lesquelles  ces  accélérations 


se  prodiiièent  fait  f>artîe  de  la  l'hvsique  eipérîmeniale  :  cela 
{Miurra  être  parce  qu'ÎU  sont  •^lectri->-ï.  ou  parce  qu'ils  ^e  pressent 
inuluirllement.  ou  par  suite  de  l'attraction  newtonienne.  etc. 

Troisième  principe.  —  Le  rapi-orl  des  \aleurs  numériques  des 
acélérationf  que  d«ux  [Kiinli  matériels  quelconques  A  et  11  déter- 
minent l'un  VIT  l'autre  e-^t  on-lan!:  autrement  dit,  ce  rapport 
est  le  même  quelles  que  «lient  \'.^  conditions  physiques  qui  pro- 
dui^f-nt  l'accélération,  que  ce  *oit  l'électrisation,  la  pression  mu- 
tuelle, l'attraction  nentonienne.  etc. 

Ola  étant,  nous  pouvonî  exprimer  le  rapport  de  l'accélération 
de  [là  l'accélération  de  A  par  une  fraction  dont  le  numérateur 
sera  un  nombre  choisi  arbitrairement,  que  nous  désignerons  {>ar 
le  svmhole  m^,  et  le  déitiminateur.  un  autre  nombre  m^.  ne  dé- 
pendant que  de  la  nature  des  poînl«  A  et  B.  Nous  avons  ainsi  : 


Si  maintenant  nous  mettons  en  présence  de  A.  non  plus  le 
point  iS,  mais  un  autre  point  matériel  C,  nous  pouvons  de  même 
exprimer  le  ra|>porl  des  accélérations  de  C  et  de  A  par  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  est  le  nombre  m^  déjà  choisi,  et  le  déno* 
min;ilciir  un  autre  nombre  m^  caractéristique  de  l'ensemble  des 
points  A  et  C.  Nous  aurons  encore  ici  : 

arcriér.  de  C        m^ 
accêlÉr.  de  A       me 
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De  même  pour  tous  les  points  D,  E,  F,  ...,  qu'on  meltrait  en 
présence  de  Â  :  pour  chacun  de  ces  points  on  a  un  dénominateur 
particulier  /Wd,  /He,  /?'f»  •  •  •  • 

Formons  le  tableau  des  nombres  m^,  /ng,  .  .  .  définis  comme  il 
vient  d'être  dit  : 

^\*    ^ttty    ^Cf     •••?     ^a^     •••• 

Ce  tableau  nous  permet  de  répondre  à  la  question  suivante  : 
Le  point  A  et  un  autre  point  quelconque  K  étant  mis  en  présence, 
trouver  le  rapport  des  accélérations  qu'ils  déterminent  l'un  sur 
l'autre.  Pour  cela  on  n'aura  qu'à  écrire  : 

accélér.  de  K  __  m^ 
accélér.  de  À       mu 

Mais  il  y  a  plus  :  ce  tableau  peut  nous  servir  à  résoudre  un 
problème  d'un  type  beaucoup  plus  général,  grâce  à  la  proposition 
suivante  qui  complète  le  troisième  principe. 

Le  rapport  des  accélérations  que  deux  points  matériels  quel- 
conques P  et  Q  déterminent  l'un  sur  l'autre  est  égal  au  rapport 
d'accélération  du  point  P  et  d'un  autre  point  quelconque,  tel  que  A, 
divisé  par  le  rapport  d'accélération  du  point  Q  et  du  point  A;  ce 
qu'on  peut  écrire  : 

r»  jf      iti      j    n       r^       RaDD.  d'accéliT.  de  P  Cl  A 

Rapport  d'accélér.  de  P  cl  Q  =  =r-^-^ — ^, ,,-. .—r^ r- 

*  Rapp.  d  acceler.  de  Q  et  A 

Le  tableau  des  nombres  nij^,  m^,  . . .,  nous  met  donc  en  état  de 
répondre  à  la  question  suivante  :  Trouver  le  rapport  d'accélération 
de  deux  points  matériels  quelconques.  Ce  rapport  est  égal  à 
l'inverse  du  rapport  des  nombres  m  correspondants  dans  le  tableau. 
(On  remarque  l'analogie  entre  les  propriétés  de  ce  tableau  et 
celles  du  tableau  des  équivalents  chimiques.) 

Définition,  —  Les  nombres  m^,  mg,  /??c,  ...  s'appellent  les 
masses  des  points  A,  B,  G,  .... 

Résumons  ce  qui  précède  :  Le  rapport  des  masses  de  deux  points 
est,  par  définition,  l'inverse  du  rapport  des  accélérations  que 
chacun  d'eux  détermine  sur  l'autre;  la  valeur  numérique  de  l'une 
des  masses  ayant  été  choisie  arbitrairement,  les  valeurs  de  toutes 
les  antres  sont  déterminées. 

Quatrième  principe.  —  L'accélération  que  détermine  sur  un. 
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point  matériel  quelconque  M  l'ensemble  de  plusieurs  sjsLèmes 
mali-riels  S|,  Sj,  Si,  ...,  s'obtient  en  composant,  d'après  les  règles 
lie  la  composiiion  des  vecteurs,  les  accélérations  que  déiermioe- 
raienl  isolément  les  systi'nies  S|,  Si,  S],  ...  agissant  successive- 
ment sur  le  point  M. 

Ces  faits  ne  sont  rigoureusement  vrais  que  pour  les  mouve- 
ments absolus  rapportés  au  sjslème  d'ases  fiies  indiqué.  Maïs 
ce  n'est  qu'en  Astronomie  ou  dans  le  cas  de  quelques  expériences 
tout  à  fait  exceptionnelles  (comme  le  pendule  de  Foucault,  par 
exemple)  que  l'on  a  besoin  de  se  servir  de  ce  système  d'axes. 
Dans  l'immense  majorité  des  cas,  il  est  permis  de  prendre  un  sys- 
tème d'axes  lié  à  la  terre  :  il  n'en  résiille  aucune  inexactitude 
appréciable,  comme  le  montre  l'observation,  d'accord  avec  la 
tbéorie  des  mouvements  relatifs. 


66.  Des  forces.  —  Le  mol  foret-  n'entre  pas  dans  les  principe.s 
de  la  Dynamique,  Icis  que  nous  venons  de  les  donner.  On  peut, 
en  cftei,  s'en  passer.  L'objet  de  la  Dynamique  est  le  suivant  : 
«  Sacliant  quels  sont  les  mouvements  qui  se  produisent  dans 
ccrtiiiiics  conditions  données,  prévoir  quels  sont  les  mouvements 
qui  se  produiraient  dans  d'autri-s  conditions  données,  m  II  n'est 
question,  dans  ce  problème,  que  de  corps  cl  de  mouvements,  et  il 
n'est  pas  nécessaire  de  faire  intervenir  un  troisième  élément. 

Il  y  a  toutefois  avantage,  au  point  de  vue  de  l'abréviation,  de 
faire  la  convention   suivante  :  Lorsqu'un  point  M  de  masse  m 


\, 


éprouve  une  certaine  accolcralion  J  déterminée  par  la  prc.'iencc 
de  un  ou  plu^iieiirs  autres  jioints  matériels,  nous  dirons  conven- 
tionnellcment  que  M  est  soumis,  de  la  part  de  ce  on  de  ces  points 
matériels, (>w«e/brcff  égale  à  mJ  en  grandeur,  en  dinciionel  cri 
sens.  (J'cst  ce  vecteur  m^  qui  est  par  définition  la  force  agissant 
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sur  M.  Si  on  le  désigne  par  F,  on  a  la  définition  (F)  =  m(J)  en 
grandeur,  direction  et  sens.  On  voit  que  la  force  est  une  notion 
dérivée,  définie  à  l'aide  d'autres  quantités. 

67.  Principe  de  l'égalité  de  ractionetde  la  réaction.  —  Newton 
a  énoncé,  sous  le  nom  de  Principe  de  l'égalité  de  faction  et 
de  la  réaction,  la  loi  suivante  :  Si  un  point  M  est  sollicité  par 
une  force  F  due  à  la  présence  d'un  autre  point  M',  cette  force 
est  dirigée  suivant  MM'  et  le  second  point  M'  éprouve  de  la 
part  de  M  une  force  égale  et  précisément  opposée  à  F.  Newton 
exprime  ce  fait  en  disan-t  que  la  réaction  est  égale  et  opposée  à 
l'action.  Ce  principe  est  implicitement  contenu  dans  ceu\  que 
nous  avons  donnés.  En  eflet,  si  le  point  M  de  niasse  m  est  soumis 
à  une  force  F,  cela  veut  dire  qu'il  a   une  accélération  J   égale, 

géométriquement,  à  ( —]•  D'après   notre    deuxième  principe,  le 

point  M'  éprouve  une  accélération  égale  et  de  sens  contraire,  nu- 
mériquement égale  à 

/w   _  F       m  _  F 

m'  ~~  m       /w'  ~  m' 

autrement  dit,  il  est  soumis  à  une  force  F  de  sens  contraire  à  la 
première.  C'est  la  loi  de  Newton. 

Le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  s'étend  im- 
médiatement aux  actions  mutuelles  de  deux  sjtèmes  de  points  (S) 
et  (S'). 

Si  les  points  du  système  (S)  exercent  sur  ceux  de  (S')  cer- 
taines  forces,  inversement  les  points  de  {S')  exercent  sur  ceux 
de  (S)  des  actions  représentées  par  des  forces  égales  et  directe- 
ment opposées  aux  premières. 

C'est  ainsi  que,  si  Ton  exerce  avec  la  main  des  pressions  sur  un 
mur,  le  mur  réagit  sur  la  main  en  produisant  sur  elle  des  forces 
égales  et  directement  opposées;  quand  un  cheval  tire  une  voiture, 
les  actions  d'un  des  traits  sur  la  voiture  sont  égales  et  directement 
opposées  à  celles  de  la  voiture  sur  le  trait,  etc. 

68.  Composition  des  forces.  Résultante.  —  Le  quatrième  prin- 
cipe donne  immédiatement  la  règle  de  la  composition  des  forces. 
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In  sxs»,v,„o  s.  agissant  seul  sur  le  point  matériel  M  lui  commu- 
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On  peut  donc  appliquer  à  la  composilion  et  à  la  xlécomposition 
des  forces  agissant  sur  un  même  point  tout  ce  qui  a  été  dit  sur  la 
composition  et  la  décomposition  des  vecteurs  concourants. 

69.  Équations  du  mouvement.  —  Soit  un  point  M  de  masse  m 
sollicité  par  des  forces  représentées  à  l'instant  t  par  les  vecteurs  ¥ ^ , 
Fj,  ...,  F„.  Appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  /?i, 
(X^,  Y|,  Z|),  (Xj,  Y2,  Z2),  ...,(X,|,  Y,|,Z,|)  les  projections  des  forces 
sur  les  axes;  les  projections  X,  Y,  Z  de  leur  résultante  F  sont 

les  projections  de  Taccélération  J  sont 

d^x       d^y       d^z 
^^  'dt^'     'dt^'     'dF' 

La  relation  géométrique  (F)  =  '^«(J)  donne  donc,  pour  les  pro- 
jections sur  les  trois  axes,  les  relations 

qui  sont  les  équations  du  mouvement. 

Dans  le  cas  le  plus  général  qui  puisse  se  présenter,  la  résul- 
tante F  dépend  de  I9  position  du  point,  c'est-à-dire  de  x^y^  5,  de 

sa  vitesse,  c'est-à-dire  ^^  T/T*  ;7r»  ;77»  et  du  temps;  on  aura  donc 

et  pour  Y  et  Z  des  expressions  analogues.  Pour  trouver  le  mouve- 
ment du  point  sous  l'action  des  forces  données,  il  faudra  intégrer 
les  équations  du  mouvement,  qui  sont  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  définissant  x,  y^  z  en  fonction  de  t. 

Nous  nous  bornons  à  indiquer  cette  question,  qui  sera  détaillée 
au  commencement  de  la  Dj^namiquc. 

70.  Équilibre.  —  Plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  maté- 
riel se  font  équilibre  lorsque,  le  point  étant  au  repos,  ces  forces 
ne  lui  impriment  aucun  mouvement.  La  somme  géométrique  des 
accélérations  dues  à  ces  forces  est  alors  nulle;  donc  la  somme  géo- 
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raélriqiie  des  forces,  c'esl-à-dire  leur  résultante,  est  nulle.  Cette 
condition  nécessaire  de  Téquilibre  est  évideinment  suffisante. 

En  général,  un  système  matériel  soumis  à  Taction  de  certaines 
forces  est  en  équilibre  si,  ce  système  étant  au  repos,  ces  forces  ne 
lui  impriment  aucun  mouvement. 

71.  Statique;  Dynamique.  —  La  partie  de  la  Mécanique  dans 
laquelle  on  étudie  les  conditions  que  doivent  remplir  les  forces 
appliquées  à  un  système  de  points,  pour  que  l'équilibre  existe,  se 
nomme  la  Statique.  La  partie  de  la  Mécanique  dans  laquelle  on 
étudie  les  relations  qui  lient  les  forces  aux  mouvements  qu^elles 
produisent  est  la  Dynamique, 

Nous  commencerons  parTélude  de  la  Statique,  qui  n'est  qu^une 
Géométrie  d'un  genre  particulier;  nous  traiterons  ensuite  la  Dyna- 
mique. Cet  ordre  se  trouve  justifié  par  celle  considération  que, 
grâce  à  un  principe  dî^  à  d'Alemberl,  la  mise  en  équation  d'un 
problème  de  Dynamique  peut  être  ramenée  à  la  résolution  d'un 
problème  de  Statique. 

Dans  Tordre  historique,  la  Statique  est  la  partie  la  plus  ancienne 
de  la  Mécanique.  La  Statique  remonte,  en  cflel.  jusqu'à  Archi- 
mède,  qui  a  donné  le  principe  du  levier  dans  son  livre  De  œqui- 
ponderantibus.  Quant  à  la  Dynamique,  elle  ne  l'ait  son  apparition 
qu'avec  les  découvertes  de  Galilée. 

U.  —  UNITÉS  DE  MASSES  ET  DE  FORCES;  HOMOGÉNÉITÉ. 

72.  Pesanteur;  poids.  —  Un  point  pesant  tombant,  sans  vitesse 
initiale,  d'une  petite  hauteur,  prend  par  rapport  à  la  terre  un 
mouvement  rectiligne  uniformément  accéléré,  suivant  la  verticale. 
L'accélération  g  de  ce  mouvement,  variable  avec  la  latitude  et 
l'altitude,  a  pour  valeur,  à  Paris,  9°*,8o8.  En  vertu  du  mouvement 
de  la  terre,  à  ce  mouvement  relatif  correspond  un  mouvement  ab- 
solu qui  n'est  pas  rectiligne  et  uniforme  ;  il  faut  en  conclure  que 
le  point  pesant  est  soumis  à  une  force  à  la  surface  de  la  terre  : 
cette  force  est  Vatti  action  de  la  terre. 

Quand  un  point  matériel  pesant  est  retenu  par  un  obstacle) 
l'action  de  la  terre  s'exerce  encore  sur  lui,  mais  l'effet  Mi^ÉMte 
force  est  modifié  :  cela  tient  à  ce  que  l'obstacle  exer 
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action  sur  le  point.  Par  exemple,  si  un  point  pesant  attaché  à  l'ex- 
trémité d'un  fil  est  immobile  par  rapport  à  la  terre,  le  fil  exerce 
sur  le  point  une  certaine  action  qui  est  la  tension  dufiL  On  ap- 
pelle poids  absolu  du  point  \^  force  fictif' e  égale  et  directement 
opposée  à  cette  tension. 

Si  la  terre  était  immobile,  le  point  matériel  suspendu  au  fil  se- 
rait  en  équilibre  sous  Faction  de  la  tension  du  fil  et  de  l'attraction 
de  la  terre.  Cette  dernière  serait  donc  égale  et  opposée  à  la  tension, 
c'est-à-dire  égale  ou  poids  absolu  du  point.  Mais,  en  réalité,  le 
point  matériel  n'est  ni  immobile  ni  animé  d'un  mouvement  recti- 
ligne  uniforme;  la  tension  et  l'attraction  ne  se  font  pas  équilibre, 
et  le  poids  absolu  est  différent  de  r attraction.  Cette  différence 
est  d'ailleurs  très  petite  et  négligeable  dans  la  plupart  des  phéno- 
mènes. Nous  verrons  plus  tard  qu'un  point  matériel  pesant,  tom- 
bant dans  le  vide  d'une  petite  hauteur,  prend  sensiblement,  par 
rapport  à  la  terre,  le  même  mouvement  que  si  la  terre  était  immo- 
bile et  si  le  point  était  sollicité  par  son  poids  absolu.  Comme  ce 
mouvement  possède  une  accélération  constante  g^  le  poids  ab- 
solu p  d'un  point  de  masse  m  est  une  force  constante  en  un  même 
lieu 

p  =  m^. 

Ce  poids  varie,  comme  ^,  avec  la  latitude  et  l'altitude. 

On  peut  se  rendre  compte  également  de  ce  qu'est  le  poids  ab- 
solu de  la  façon  suivante  :  Supposons  un  point  matériel  placé  sur 
une  main  immobile  par  rapport  à  la  terre  :  la  main  exerce  sur  le 
point  une  action  qui  est  une  force  verticale  dirigée  vers  le  haut  et 
égale  en  intensité  au  poids  absolu  du  point;  inversement,  d'après 
le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  le  point  exerce 
sur  la  main  une  pression  dirigée  vers  le  bas  et  égale  au  poids  ab- 
solu en  intensité,  direction  et  sens;  c'est  cette  pression  qui  est 
sentie  par  la  main  et  qui  donne  une  idée  vague  du  poids  absolu. 
De  même,  si  le  point  est  placé  sur  le  plateau  d'une  balance,  la 
pression  est  identique  au  poids  absolu. 

73.  Kilogramme-force.  —  Dans  les  applications,  on  prend  fré- 
quemment pour  unité  de  force  le  poids  absolu  de  i^^  à  Paris, 
c^esi^'-dire  la  somme  des  poids  absolus  des  points  matériels 


constituant  i'''  d'eau  disliUri;,  à  son  maximum  de  densité,  à 
Paris.  Il  est  indispensable  d'ajouter  que  ce  poids  absolu  csl  pris 
en  un  lieu  détermine  de  la  terre,  à  Paris,  par  exemple,  car  le 
poids  absolu  d'un  point  luatériel  cbange  d'un  point  à  l'autre  de  la 
terre. 

Dans  ce  système,  la  masse  d'im  point  est  définie  par  la  formule 


p  étant  le  poids  absolu  évalué  en  kilogrammes-forces  et  g  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur.  Si  l'on  fait />  ^=  ^,  on  a  »)  ^^  i ,  L'unité 
de  masse  est  donc  la  masse  d'un  point  dont  le  poids  absolu  est  g 
kilogrammes-forces.  A  Paris,  g  étant  égal  à  9,808,  l'unité  de  masse 
sera  la  masse  de  9''', 808  d'eau  distillée  à  4"- 

L'inconvénient  de  ce  système  est  ([tie  l'unité  de  force,  kilo- 
gramme-force, est  une  quantité  dont  la  définition  exige  l'indica- 
tion d'un  lieu  déterminé  à  la  surfaire  de  la  terre;  de  plus,  la  masse 
d'un  corps,  qui  est  une  qualité  pliysicpie  inhérente  à  ce  corps,  est 
exprimée  par  des  nombres  différents,  suivant  que  le  kilogramme- 
force  est  déljni  en  un  lieu  on  l'autre  de  la  terre.  C'est  ce  qu'on 
peut  éviter,  ainsi  que  l'a  déjà  montré  Gauss,  en  adoptant  comme 
unités  principales  les  unités  de  longueur,  masse  et  temps  pour  en 
déduire  l'unité  de  force. 

71.  Unités  absolues.  Dyne.  —  On  peut  comparer  entre  elles  les 
masses  des  corps  à  l'aide  d'une  balance.  En  clTet,  soient,  en  un 
lieu  déterminé  de  la  terre,  g  l'accéléralion  due  à  la  pesanteur, 
p,p'  1  p",  ...  les  poids  absolus  de  points  matériels  de  masses  m, 
m',  m" Ou  aura 

p^ing,        p=m'f;.        p' =  m' g,  

Donc,  si p^p',  m  =^  m',s\p  ^=p'-\-p".  m  =  m'-i-  tu", . . .;  d'une 
manière  générale,  les  masses  des  points  matériels  sont  proportioa- 
nellcs  à  leurs  poids  absolus  en  un  même  lieu,  c'est-à-dire  û  leurs 
poids  relatifs  évalués  à  l'aide  d'une  balance.  On  pourra  d 
choisissant  arbitrairement  une  unité  de  masse,  mesurer  toutes 
autres.  Les  intensités  des  forces  seront  ensuite  exprùm 
nombres  par  la  formule 
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m  étani  la  masse  du  point  sur  lequel  agit  la  force  el  J  l'accéléra- 
lion  duc  à  la  force.  Si  l'on  suppose  m  et  J  égaux  à  l'unité,  F  sera 
exprimée  par  i  ;  donc,  dans  ce  sjsléme,  l'unité  do  force  est  la 
force  qui,  agissant  sur  l'unité  de  masse,  lui  imprime  une  accéléra- 
tion égale  à  l'unilé  de  longueur,  t'unîlé  de  temps  étant  choisie. 
Conformément  aux  principes  adoptés  par  la  Commission  britan- 
nique en  1 8^  I ,  puis  par  le  Congrès  des  électriciens  en  1 88 1 ,  on  a 
pris  comme  unités  primitives  :  pour  tes  longueurs,  le  centimèfre  ; 
pour  les  masses,  le  gramme-masse,  c'est-à-dire  la  masse  de  i" 
d'eau  distillée  à  4°;  pour  le  temps,  la  seconde  de  temps  solaire 
moyen.  Dans  ce  système  d'unités  C.  G.  S.  (centimètre,  gramme, 
seconde),  la  masse  d'un  corps  est  exprimée  par  le  même  nombre 
que  son  poids  relatif  en  grammes  ;  l'unité  de  force  appelée  dyne 
est  la  force  qui,  agissant  sur  la  masse  de  i*',  lui  imprime  une  accé- 
lération de  i"°. 

Le  poids  absolu  de  i*'  à  Paris  est  de  980,8  dynes,  car  ce  poids 
absolu  communique  à  la  masse  de  1^''  une  accélération  de  9*",  808 
ou  de  980'™, 8. 

7d.  Mesure  statique  des  forces.  —  Le  système  de  mesure  qui 
consiste  à  prendre  un  poids  absolu  pour  unité  a  été  le  premier 
employé.  Cela  tient  à  ce  que  l'homme  s'est  d'abord  fait  une  idée 
de  la  force  par  l'efTorl  qu'il  est  obligé  de  faire  pour  supporter  un 
fardeau;  d'où  la  comparaison  des  forces  aux  poids.  Celle  compa- 
raison peut  se  faire  d'une  manière  précise  à  l'aide  du  dynamo- 
mètre. Prcnuns  un  ressort  à  boudin  verlical,  dont  l'allongement 
peut  être  mesuré  par  une  graduation;  suspendons  à  ce  ressort,  à 
Paris,  des  poids  de  i*"*,  de  ^^,  etc.;  nous  pourrons  noter  les 
tlexions  correspondantes.  Alors,  pour  mesurer  une  force  quel- 
conque agissant  sur  un  point  matériel,  nous  pourrons  fiier  le 
point  à  l'extrémité  du  ressort,  orienter  l'axe  du  ressort  dans  la 
direction  de  la  force  et  noter  la  flexion  correspondante  :  nous 
lesure  de  la  force  en  kilogrammes-forces. 

Celle  mesure  statique  des  forces  est  très  importante,  car  elle 
que  la  relation  fondamenlale 


•équations  (1),  n'est  pas  une  simple  iden- 
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tité.  Prenons,  par  exemple,  un  poinl  malériel  sur  lequel  agit  une 
force  dépendant  seulement  de  la  position  du  point.  En  donnant 
au  point  diverses  positions  et  mesurant  statiquement  la  force  dans 
chacune  de  ces  positions,  on  connaîtra  la  loi  de  la  variation  de  la 
force  avec  la  position  du  point;  analvtiquement,  on  connaîtra  les 
projections  X,  Y,  Z  de  la  force  en  fonction  des  coordonnées 
x^y^z  du  point.  Si,  ensuite,  on  lance  le  point,  en  le  soumettant 
aux  forces  considérées,  il  prend  un  mouvement  dont  on  obtient 
les  équations  sous  forme  finie,  en  intégrant  les  équations  (i)  où 
les  deuxièmes  membres  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  connues 
de  x^y^  z. 

76.  Homogénéité.  —  Si,  pour  les  applications,  il  est  indispen- 
sable de  faire  choix  d'un  système  d'unités  déterminées,  il  n'en  est 
pas  de  môme  pour  la  théorie.  Dans  Xns  recherches  théoriques,  il 
est  préférable  de  laisser  les  unités  fondamentales  indéterminées, 
de  façon  que  les  formules  obtenues  puissent  être  appliquées  à  tout 
système  d'unités.  Les  formules  devant  alors  subsister,  quel  que 
soit  le  choix  des  trois  unités  fondamentales,  devront  présenter  une 
triple  homogénéité  par  rapport  aux  longueurs,  aux  temps  et  aux 
masses.  Soient  /  une  longueur,  t  un  temps,  m  une  niasse,  v  une 
vitesse, y  une  accélération, /une  force  mesurés  à  Taide  d'un  cer- 
tain système  d'unités  fondamentales,  de  longueur,  temps  et  masse. 
Si  Ton  prend  une  unité  de  longueur  A  fois  plus  petite,  une  unité 
de  temps  t  fois  plus  petite  et  une  unité  de  masse  ti.  fois  plus  petite, 
les  mesures  des  quantités  ci-dessus  deviendront 

//,         /T,         m\x,         fj,         y^^,         /-7Î 

*  *  w  " 

car  une  vitesse  est  le  quotient  d'une  longueur  par  un  temps,  une 
accélération  le  quotient  d'une  vitesse  par  un  temps  et  une  force 
le  produit  d'une  accélération  par  une  masse.  Si  donc  les  unités 
fondamentales  ne  sont  pas  spéciliées,  les  formules  devront  subsister, 
quels  que  soient  les  facteurs  X,  a,  t. 

Par  exemple,  la  durée  de  Toscillalion  infiniment  petite  d'un 
pendule  simple  de  longueur  /,  en  un  lieu  où  raccéléraliou  due  à 
la  pesanteur  est  g^  est  donnée  par  la  formule 
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Si  Ton  change  d'unilés  comme  ci-dessus,  on  a 


tz  =  r. 


=Vi-- 


la  formule  ne  change  pas;  elle  est  bien  homogène. 


EXERCICES. 

1.  Établir  les  formules  qui  permettent  de  passer  du  système  d'unités  métré- 
seconde-kilogramme-force,  à  Paris,  au  système  C.  G.S. 

2.  Admettant  que  Ton  sache  que  la  durée  t  de  roscillation  infiniment  petite 
d'an  pendule  simple  ne  dépend  que  de  sa  longueur  /  et  de  l'accélération  g, 

déduire  des  conditions  d'homogénéité  cette  conséquence  que  t  est  nécessairement 
de  la  forme 


"/;■ 


k  désignant  un  coefficient  numérique  {k  =  r,). 

3.  Admettant  que  la  vitesse  v  d'un  corps  pesant  abandonné  à  lui-même  dans 
le  vide  sans  vitesse  initiale  dépend  uniquement  de  la  hauteur  de  chute  h  et  de 
l'accélération  gf 

démontrer  que  v  est  nécessairement  de  la  forme 

V  =  kyfgîl, 

k  désignant  un  coefficient  numérique  {k  =v'^). 

4.  Sachant  que  la  vitesse  v>  du  son  dans  un  gaz  est  une  fonction  de  Véiasticite  e 
et  de  la  densité  d,  démontrer  qu'elle  est  donnée  par  la  formule 


=v 


e 

à 


k  désignant  un  coefficient  numérique  (A'  rapport  des  chaleurs  spécifiques  du  gaz 
à  pression  constante  et  à  volume  constant).  L'élasticité  est  la  pression  du  gaz 
sur  l'unité  de  surface  et  la  densité  la  masse  de  l'unité  de  volume  du  gaz. 
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CHAPITRE  rv. 
TRAVAIL  :  FONCTION  DE  FORCES. 


Avant  de  commencer  la  Slatiqiie,  il  est  utile  d'introduire  une 
notion  purement  cinématique  et  même,  dans  la  plupart  des  cas, 
purement  géométrique,  celle  du  travail  d'une  force. 

I.     -  POINT  MATÉRIEL. 

77.  Travail  élémentaire.  —  Suit  une  force  F  appliquée  k  un 
point  matériel  M  :  supposons  que  ce  point  subisse  un  déplace- 
ment inliniment  petit  quelconque  MM'  {^fig.  55);  on  appelle  Ira- 


r(ï/Yf?/(!Wicn/«/rcdeIaforccF,corre.sj)ondantau  déplacement  MM', 
le  produit  géométrique  de  V  par  MM', 
(Il  v7mv.  <..>rMM', 

c'est-à-dire  le  produit  d(i  la  f(iri:e  par  le  déplacement  et  le  cosinus 
de  l'angle  de  la  dircclion  de  lit  force  avec  celle  du  déplacement, 
(ic  travail  élfîmenlaire  est  une  quantité  algébrique  supérieure,  in- 
férieure MU  égale  à  /.én>,  «uivant  que  l'angle  FMM'  est  supérieur, 
inférieur  ou  égal  à  un  angle  droit.  Quand  ce  travail  est  positif,  il 
est  dit  moU'.iir;  quand  il  est  ni'i^alif-,  il  est  dit  résistant.  Si  le 
déjdaccment  inliniment  polît  MM'  l'ciTcctue  pendant  un  temps  di. 
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la  vitesse  du  point  pendant  ce  déplacement  est  v  =  —j-y  et  l'on 
peut  écrire  l'expression  du  travail  élémentaire 

(2)  V V  cos(F,  v)  dt\ 

car  Tangle  de  la  force  avec  la  vitesse  est  identique  à  l'angle  de  la 
force  avec  le  déplacement. 

Le  travail  élémentaire,  pouvant  s'écrire 


MM'.[FcosFMM'], 

est  égal  au  déplacement  MM'  du  point  matériel  multiplié  par  la 
projection  de  la  force  sur  la  direction  du  déplacement.  Donc,  si 
plusieurs  forces  sont  appliquées  au  point  M,  pour  un  même  dépla- 
cement, le  travail  de  la  résultante  de  ces  forces  est  égal  à  la  somme 
des  travaux  des  composantes;  car  la  projection  de  la  résultante  sur 
la  direction  du  déplacement  est  égale  à  la  somme  des  projections 
des  composantes. 

En  écrivant  le  travail  sous  la  forme 

F.[iVÏM'cosFMM'], 

on  peut  le  définir  le  produit  de  la  force  par  la  projection  du  dépla- 
cement sur  la  direction  de  la  force.  Si  donc  le  déplacement  MM' 
est  la  somme  géométrique  de  plusieurs  déplacements  ou,  si  la  vi- 
tesse du  point  est  la  somme  géométrique  de  plusieurs  vitesses,  le 
travail  élémentaire  de  la  force  F  correspondant  au  déplacement 
résultant,  ou  à  la  vitesse  résultante,  est  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires de  la  force  F  correspondant  aux  déplacements  compo- 
sants ou  aux  vitesses  composantes. 

Lorsque  le  travail  élémentaire  d'une  force  est  nul,  il  faut,  ou 
bien  que  le  déplacement  soit  nul,  ou  bien  que  la  force  soit  nulle, 
ou  qiCelle  soit  normale  au  déplacement. 

78.  Expression  analytique  du  travail  élémentaire.  —  Soient  :r, 
jK,  ^  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, x-\-dx^  y-^dy^  z-\-dz  celles  du  point  infiniment 
voisin  M';  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  F  sur  les  trois  axes. 
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Les  cosinus  directeurs  de  la  force  F  et  ceux  du  déplacement  M\r 
sont 


X       Y 

p,     p, 


Z 

F* 


MM'  ' 


dr 


dz 


mm'     MM' 


Calculant  le  cosFMM'  de  ran«^le  de  ces  deux  directions,  on  a, 
pour  Texpression  d'i  travail  élémentaire  en  coordonnées  carie- 
siennes  rectangulaires, 

F.MM'.  co*  FMM'  =\dx-^\dy-^Z  dz. 

70.  Travail  total.  Unité  de  travail.  —  G)nsidérons  un  mobile 
iM  qui  subit  un  déplacement  fini  en  patiaot  d'un  point  M«  à 
Tinslanl  /o?  ^^  arrivant  au  point  M|  à  Pin^tant  /,,  après  avoir 
décrit  une  courhe  Mo  M,  {^fig^  ^^>)i  î»uivant  une  certaine  loi    de 

Fis.  '»n. 


moMvcriicnt.  Soit  F  une  force  agissant  sur  ce  mobile;  on  appelle 
IruK'aU  total  Ag  F,  correspondant  au  déplacement  fini  considéré, 
la  somme  des  travaux  élémentaires  de  cette  force  pour  tous  les 
déplacements  infiniment  petits  successifs  dont  se  compose  le 
déplacement  f  ni.  Ainsi  «)ij  divise  Tare  MqMi  en  parties  infini- 
ment petites  Mo  M',  M'M',  M'M'',  .  . .,  et  Ton  calcule  la  somme 

P  --  lirn(Fo..M7M'.«o^l"yMoM  -.-F'Âï^.cosl'^M'^'H-...), 

Fo  désignant  la  valeur  de  la  force  F,  (|ui  agit  sur  le  mobile  en  M^, 
F'  la  valeur  de  cette  force  ({uand  le  mobile  est  en  M',  ....  Cette 
somme  C  est  le  travail  total  de  F.  Elle  est  donnée  par  la  formule 


(\) 


r  :-:  /         \  dx  -r-  Y  dy  -h  Z  dz. 
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qui  exprime  la  somme  des  travaux  élémentaires.  Par  exemple,  si 
la  force  F  est  constamment  normale  à  la  trajectoire,  tous  les  élé- 
ments de  la  somme  sont  nuls  et  le  travail  est  nul. 

Unité  de  travail.  —  Lorsqu'on  a  choisi  les  unités  fondamentales 
on  trouve  que  le  travail  total  d'une  force  unité  agissant  sur  un 
point  qui  se  déplace  d'une  longueur  égale  à  l'unité,  dans  le  sens 
de  la  force,  est  exprimé  par  l'unité.  C'est  ce  travail  qu'on  prend 
comme  unité  de  travail.  Par  exemple,  l'unité  de  force  étant  le 
kilogramme  force  et  l'unité  de  longueur  le  mètre,  l'unité  de  tra- 
vail que  nous  venons  de  définir  est  le  kilogrammètre.  Dans  le 
système  C.  G.  S.  l'unité  de  travail  s'appelle  erg. 

Pour  le  calcul  effectif  de  (r,  différents  cas  sont  à  distinguer. 

80.  La  force  dépend  du  temps  ou  de  la  vitesse.  —  Dans  le  cas 
le  plus  général  qui  puisse  se  présenter,  la  force  F  dépend  de  la 
position  du  mobile,  de  sa  vitesse  et  du  temps;  de  sorte  que  X,  Y, 

*  dx     n.  V     fi.  " 

Z  sont  des  fonctions  données  de  x^  y^  ^^~Ht^  "dJ*  TT  ^^  ^'  Dans 

ce  cas,  pour  calculer  G,  il  faut  connaître  le  mouvement  du  mobile 
de  Mo  en  M|,  c'est-à-dire  les  expressions 

^  =  ?(0»      ^  =  4^(0,      z  =  w{t) 

des  coordonnées  du  mobile  en  fonction  du  temps.  On  peut  alors, 
en  substituant  ces  expressions  de  x,^,  z  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  différentiation  pour  dx,  dy^  dz  dans  l'intégrale  définie  (i), 
ramener  cette  intégrale  à  la  forme 

G=  i   ^(t)df, 
qui  permet  de  calculer  fs. 

81.  La  force  ne  dépend  que  de  la  position  du  mobile.  —  Dans 
ce  cas,  pour  avoir  G,  il  suffit  de  connaître  la  courbe  C  que  le 
mobile  a  suii'ie  de  Mo  e/i  M|  ;  il  est  inutile  de  connaître  la  façon 
dont  cette  courbe  est  parcourue,  de  sorte  que  le  calcul  du  travail 
total  devient  un  problème  de  Géométrie,  En  effet,  on  peut  expri- 
mer les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  G  en  fonction 
d'un  paramètre  q  variant  de  qo  à  qt  quand  le  point  M  parcourt 

A.,  I.  7 


rr.d-.M>irU  M«M,. 


I.i>.')  r.ompnt^inie*  \.  ^.  /..  d'-penJant  iinii|uem«nt  tle^.  v.  =, 
ile\it;nrifnt,  df:n  ffin-^linn*  il*^  -y  !■'  I»ns  di?  la  courbe:  od  a  ilunc;  en 
siih^lîNnrit  'Irffi*  rifiri^i-TsIi-  1  ff-i  Nalciirs  de  x,y.  :  et  celle» 
f|ii'dn  /rn  ■i-'iliiit  firtifr  f/x.  'If.  'li. 

:      (    ;■.,  .1.,. 

formiil'T  <\\\\  [i«:rin''t  d*;  calciilir  F. 

Si  U  ni'-me  nnurlx;  i-tait  )>arci»iriic  ]>ar  Ir  iimbilo  r'/i  .«<■»«  ron- 
traire  i\>:  Mi'in  M„.  h:  Iravail  lolal  sirail  — C,  car  il  faudrait 
infrrv/irlir  lo.s  llmiK;-.  7,,  d  y,. 

82.  Cas  particulier  dans  lequel  C  dépend  sealement  des  posi- 
tion! initiale  et  finale.  Fonction  des  forces.  Potentiel.  —  Sup- 
iiii:tiiii»  <(ii''  \,  \  :  /-  >oirriii  des  limclions  de  -r,}-^  z  conlinues  el 
udiii'-ttitiit  (f<;^  d.':ii\('!i'*  ji:irti<Ilrs  du  [irfmicr  ordre  en  tous  le* 
|>'iinl-<  d'uni:  n'-^-ioii  de  l'c^iiacedans  b(|iiellc  seront  siliii'-cs  loittcs 
II,*  noiiili'-i  coii>iili!r'-i;s.  du;n:ln>ijs  ce  (|iic  doivent  Otre  ces  fooc- 


poiir  '(lie  Ir:  iriiviiil  lolal  ciirrc:>|)Ofidiint  ù  un  dc()lacomcnt  fini  .M«M, 
i\i'\ivni\v  •!(-(} Icnient  des  jiosilions  iniliale  cl  finale  M,,  cl  M,,  el 
non  i\i:  1»  i^oiirlii;  >iiivii:  par  \i:  inoliile. 

Si.icnl  d'-ili'.rd  d.;.ix  i,(.inU  M,.  M,  l'y/^'.  "i;)  iufiiiimenl  voisins. 


:n  dans  im  [>Inn  paralliU;  iiii  {)lan  des  :c^,  ayant  [>oiir  coordon- 
,  \i-  |ir<mi(r  M,l  x,j',  z),  le  second  M,(  j:  -,-  €l.r,y  -f-  dy,  z'). 
■nini*  le  inobilt;  de  M»  *•»  M,  en  le  di'-phranl  d'aburtl  parallc- 
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Icment  à  Taxe  Ox  d'une  longueur  rfx,  pour  l'amener  en  M',  puis 
parallôlemcnl  à  Oy,  d'une  longueur  dy^  pour  l'amener  en  M|.  Le 
travail  élémentaire  correspondant  au  déplacement  MqM'  est 
X(a:,  j>',  .z)dx\  en  M'  la  force  a  une  valeur  F' dont  la  projection 
Y'  sur  l'axe  des  ^  esi\(x -^  dx,  y,  z)  ;  le  travail  élémentaire 
de  F^  correspondant  au  déplacement  M'M,  est  donc  Y'  dy  ou 
Y (x  -{-  dx^y,  z)dy.  D'où,  pour  le  travail  total  correspondant  au 
déplacement  MoM'Mi, 

Ç  =  \ix,y^  z)dx  ~-  V (  j-  -+-  dx^ )\  ^)  dy. 

Si  l'on  déplaçait  le  mobile,  d'abord  parallèlement  à  O^jusqn'cn 
xVr' d'une  longueur  dy^  puis  de  M'' en  M|,  parallèlement  à  Ox, 
d'une  longueur  dx^  on  trouverait  pour  le  travail 

ê  =  Y  (  j*.  >',  -;  )  dy  H-  \  (  .r,  y  -f-  dy^  z  \  dx. 

Nous  voulons  que  ces  deux  valeurs  de  G  soient  égales;  en  les 
égalant  et  faisant 

\  ix -^  dx^y^  z)—  \{x,y,z)-^  -— dx 

ox 

on  trouve,  après  des  réductions  évidentes, 

On  trouvera,  en  opérant  de  même  dans  des  plans  parallèles  aux 
deux  autres  plans  coordonnés,  les  deux  autres  conditions  néces- 
saires 

r^.  _  f)Y  â\_ôZ 

Oy        Oz  Oz        Ox 

Ces  conditions  expriment  que  l'expression 

\  dx  -h  Y  dy  -r-Zdz 

est  une  différentielle  totale  d'une  fonction  U  des  variables  indé- 
pendantes X,  y^  z.  Nous  allons  montrer  qu'elles  sont  sujffîsanteSy 
du  moins  avec  certaines  restrictions  que  nous  indiquerons. 
En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  l'idenlilé 

\  dx  -^\  dy  -\-Zdz  =  d[]{x,y,z) 
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qui  entraîne  les  Irois  autres 

X=—  Y=—  Z=~-. 

ôx  ày  Oz 

La  fonction  U,  qui  n'est  déterminée  qu'à  une  constante  addi- 
tive  près,  s'appelle  la  fonction  des  forces.  On  dit  aussi  que 
les  forces  dérivent  d^un  potentiel,  mais  le  potentiel  est  la  fonc- 
tion —  U. 

Le  travail  total  de  la  force  F,  quand  le  mobile  va  de  Mo  en  M| 
le  long  de  la  courbe  C  {fig*  58),  est  alors 

I         Xdjc-^Ydy-hZdz^  £/U  =  Ui— Uo, 

U|  désignant  la  valeur  finale  que  prend  enM|  la  fonction  U  5WiV/e 


par  continuité  le  long  de  la  courbe,  la  valeur  initiale  de  U  en  M© 
étant  Uo. 

Donc,  si  U  est,  dans  la  région  d'espace  considérée,  une  fonction 
uniforme  de  x,  y,  z^  avec  une  seule  détermination  en  chaque 
point  de  celle  région,  Uo  et  U|  ont  des  valeurs  parfaitement  dé- 
terminées et  le  travail  total  G  est  indépendant  du  chemin  suivi  de 
Mo  à  M|.  En  particulier,  si  le  mobile  décrit  alors  un  chemin 
fermé,  M|  coïncidera  avec  Mo,  elle  travail  total  sera  nul. 

Mais  si  la  fonction  U  est  à  déterminations  multiples  comme  un 
arc  tangente,  le  travail  total  n'est  pas  absolument  indépendant 
du  chemin  suivi  de  Mo  en  M|,  car  il  varie  suivant  que,  parlant  de 
Mo  avec  une  détermination  Uo,  on  est  amené  par  continuité  à 
prendre  en  M|  l'une  ou  l'autre  des  déterminations  de  U.  On  peut 
dire  aussi  que,  dans  ce  cas,  le  travail  total  relatif  à  un  contour 
fermé  n'est  pas  nécessairement  nul.  Ces  deux  façons  de  s'expri- 
mer sont  d'ailleurs  identiques  au  fond,  car,  si  l'on  considère  deux 
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chemins  C  el  C  allant  de  Mq  en  M|  el  si  Ton  appelle  G  el  G'  le 
travail  total  correspondant  aux  deux  déplacements  finis  Mo  CM,, 
•MoC'Mi,  le  travail  total  correspondant  au  de'placement  fermé 
MoCMjC'Mo  est  (5  — G'.  Donc,  si  (B  =  S',  ce  dernier  travail  est 
nul  et  réciproquement. 

y 

Supposons,  par  exemple,  U  =  arctang--;  la  force  F  a  pour  projections 
les  expressions 


X=  — 


x^-h  y^ 


Y  = 


X 


x^ 


r 


Z  =  o, 


qui  sont  des  fonctions  continues  avec  des  dérivées  dans  toute  la  partie  de 
l'espace  située  à  Textérieur  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  ayant  pour  axe  Oz  (Jlg,  ^g).  La  fonction  U  étant  l'angle 
a:OP  que  fait  avec  Ox  la  projection  OP  du  rayon  vecteur  OM  sur  le  plan 
des  xy^  on  voit  que,  si  le  mobile  décrit  une  courbe  fermée  MCM  ne  tour- 
nant pas  autour  de  l'axe  O^,  le  travail  total  est  nul,  car  la  fonction  U, 

Fig.  59. 


afe-  -.e 


suivie  par  continuité  le  long  du  contour  C,  reprend  en  M  sa  valeur  initiale. 

Mais,  si  Le  mobile  décrit  une  courbe  fermée  MG'M  tournant  une  fois  dans 
le  sens  positif  autour  de  O-5,  la  variation  de  U  étant  27r,  le  travail  total 
est  271;  si  le  mobile  tourne  n  fois  autour  de  O-s  dans  le  sens  positif,  le 
travail  total  est  imz. 

Ces  considérations  ont  été  développées  par  J.  Bertrand  (Journal  de 
V École  Polytechnique,  28*  Cahier). 

D'une  manière  générale,  on  peut,  dans  le  cas  où  il  existe  une 
fonction  des  forces,  établir  la  proposition  suivante,  que  nous  nous 
contenterons  d'énoncer  pour  ne  pas  entrer  dans  des  développe- 
ments analytiques  trop  étendus  : 

Si  Von  peut,  par  déformation  continue,  réduire  une  courbe 
fermée  C  à  un  point,  sans  ramener  à  passer  par  aucun  point 
ou  les  Jonctions  X,  Y,  Z  cessent  d'être  continues  et  d^ admettre 


I0'2 
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des  dérivées  premières,  le  travail  total  de  F  le  long  de  cette 
courbe  fermée  est  nul. 

La  démonstralion  se  fera  aisémenl  si  Ton  s'appuie  sur  la  formule 
suivante  : 

La  courbe  C,  en  se  réduisant  à  un  point  P,  engendrera  par  ses 
positions  successives  une  portion  de  surface  S  sur  laquelle,  par 
hypothèse,  X,  Y,  Z  sont  finis,  continus  et  admettent  des  dérivées. 
On  a  alors  la  formule  suivante,  dont  on  trouvera  la  démonstration 
dans  le  premier  Chapitre  du  tome  III  (formule  d'Ampère  et  de 
Stokes), 


X  dx  -f-  Y  c/v  -\-Tdz 


^Ty-T^y^'y^ 


la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  C  et  la  seconde  sur  la 
surface  S.  Les  éléments  de  l'intégrale  double  S  étant  tous  nuls  en 
vertu  des  conditions  mêmes  qui  expriment  Texisteuce  d'une  fonc  - 
lion  des  forces,  on  a  (r  =  o. 

83.  Surfaces  de  niveau.  —  Voici  quelques  remarques  impor- 
tantes sur  le  cas  où  il  existe  une  fonction  de  forces  U  ou  un  poten- 
tiel —  U. 

Soit  M(;r,  jKj^)  une  position  du  point  matériel  et  Mx'  une 
demi-droite  parallèle  à  Ox  {Jig-  60);  la  projection  de  la  force  F 


^ 

A 

v2 

< 

X 

K 

V 

> 

M^ 

-^    M- 

^ 

.r- 

0 


sur  celte  demi-droite  est  égale  à  --»  c'esl-à-dire  à  la  limite  du 
rapport 


Ox 


MM' 
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quand  MM' tend  vers  zéro,  M'  étant  un  point  pris  sur  la  demi- 
droite  Mx'  et  U'  la  valeur  de  la  fonction  U  en  ce  point.  Comme 
on  peut  prendre  une  direction  quelconque  pour  direction  de 
Taxe  0^*,  on  voit  que,  pour  avoir  la  projection  de  la  force  F  siu* 
une  demi-droite  quelconque  MD,  il  suffit  de  prendre  la  limite  du 
rapport 

ir-r 

quand  MM''  tend  vers  zéro,  M"  étant  un  point  pris  sur  MD  et  IV 
étant  la  valeur  de  la  fonction  U  en  ce  point.  Cette  limite  s'appelle 
la  dérivée  de  la  fonction  {]  prise  suivant  la  direction  MD. 
Les  surfaces  ayant  pour  équation 

(j  désignant  une  constante,  se  nomment  surfaces  de  niveau.  En 
faisant  varier  C  d'une  manière  continue,  on  a  une  suite  de  sur- 
faces telles  que,  par  tout  point  pris  dans  la  région  de  l'espace  où 
la  fonction  U  est  définie,  passe  une  de  ces  surfaces.  La  force  qui 
agit  sur  le  point  matériel  dans  une  position  M  est  normale  à  la 
surface  de  niveau  particulière  S  qui  passe  par  M,  car  ses  projec- 
tions sont  égales  aux  trois  dérivées  partielles  de  U  ou  U  —  C.  De 
plus,  la  force  F  est  dirigée  par  rapport  à  cette  surface  du  côté  où  U 
va  en  croissant.  En  effet,  soit  MN  la  normale  à  la  surface  de 
niveau  S  menée  du  côté  où  U  va  en  croissant,  la  projection  de 
la  force  sur  celte  normale  coïncide  avec  la  force  même;  elle  est 
positive  ou  négative  suivant  que  la  force  est  dirigée  suivant  MN 
ou  suivant  la  direction  opposée.  Comme  cette  projection  a  pour 
expression 

liin  - 


U,-II 


MM 


M,  étant  un  point  de  MN  infiniment  voisin  de  M,  elle  est  positive, 
car  U|  est  supposé  supérieur  à  U.  La  force  est  donc  dirigée  sui- 
vant MN,  et  son  intensité  F  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  de  U 
suivant  celte  normale,  ce  que  l'on  écrit  symboliquement 


On 
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Si  l'on  mène  une  surface  de  niveau  S|  infiniment  voisine  de  S  du 
côté  où  U  va  en  croissant,  cette  surface  S|  coupe  les  normales 
telles  que  MN  en  des  points  tels  que  M|,  el,  comme  U  prend  une 
valeur  constante  U|  sur  cette  surface  S|,  l'expression 

F  =  lirn  — f 

MM, 

dont  le  numérateur  est  constant  pour  toutes  les  positions  du 
point  M  sur  la  surface  S,  montre  que  la  force  varie  en  raison  in- 
verse de  la  portion  de  normale  à  la  surface  de  niveau  S  comprise 
entre  cette  surface  et  une  surface  de  niveau  inflniment  voisine. 

On  peut  alors  se  représenter  approximativement  la  distribution 
des  forces  dans  le  champ  considéré  de  la  façon  suivante  :  Soit  s 
une  quantité  constante  choisie  d'autant  plus  petite  qu'on  désire 
une  plus  grande  approximation.  Construisons  les  surfaces  de 
niveau 


•  •  » 


U  =  O,  U  =  E,  u  =  2î,  ...,  U  =  /l£, 

U  =  —  £,  U= —  2£,  ...,  U=— As,  ..., 

et  numérotons  ces  surfaces  o,  1,2,  ...,//,  . .  . ,  —  i ,  —  2,  . . . , 
—  k,  ....  En  un  point  M  d'une  quelconque  S  de  ces  surfaces  nu- 
mérotée/?, menons  la  normale  du  côté  de  la  surface  S|  numérotée 
/>  + 1  et  appelons  M 1  le  point  de  rencontre  de  cette  normale 
avec  S|  :  la  force  en  M  est  dirigée  dans  le  sens  MM^  et  a  pour 

valeur  approchée  F=  ^rnir' 

84.  Exemples.  —  1°  II  existe  une  fonction  des  forces  pour  une  force 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe  et  fonction  de  la  distance  du  mobile  à  ce 
plan.  En  eiïet,  prenons  le  plan  pour  plan  des  ry^  la  force  étant  parallèle 
à  O^;  X  el  Y  sont  nuls  et,  de  plus,  Z  est  une  fonction  de  z,  0(5).  Le  tra- 
vail élémentaire  étant  Z,  dz  ou  ^{z)dz  est  la  différentielle  totale  de  la 
fonction 

\]  =  Co{z)dz. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy.  Ainsi, 
la  force  étant  le  poids  du  point  M,  on  a,  en  prenant  Faxe  des  z  vertical 
vers  le  haut, 

Z=  —  m^,        U  =— -  m^5 -f- consl. 
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2"  Il  existe  une  fonction  des  forces  pour  une  force  dirigée  suivant  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  un  axe  fixe  et  fonction  de  la  dis- 
lance du  point  à  cet  axe.  Prenons  l'axe  pour  axe  O5,  appelons  p  la  distance 


MQ  du  point  M  à  l'axe  et  <ï>  la  valeur  de  la  force  estimée  positivement 
dans  le  sens  QM.  Les  projections  de  cette  force  étant 


P  P 

on  a,  pour  le  travail  élémentaire,  l'expression 

X  dx  -f-  Y  dy  -f-  Tdz  •=  —{x dx  -\- y  dy)  =  <l>  rfp, 

car,  p*  étant  égal  à  x*-hy^,  pdp  égale  x  dx  -^ y  dy.  Par  hypothèse,  4>  dé- 
pend uniquement  de  p  :  le  travail  élémentaire  est  donc  la  diiTérentielle 
totale  d'une  fonction  de  p 


U  =  r<Pdp. 


Les  surfaces  de  niveau  sont  des  cylindres  de  révolution  autour  de  0-5. 

3**  Enfin  il  y  a  une  fonction  des  forces  pour  une  force  dont  la  direction 
passe  constamment  par  un  point  fixe  0  et  qui  est  fonction  de  la  seule  dis- 
tance du  mobile  à  ce  point.  Prenons  ce  point  0  pour  origine;  soient  r  la 
distance  OM  et  F  la  valeur  de  la  force  estimée  positivement  dans  le  sens  OM. 
Les  projections  de  la  force  étant 


F?. 
r 


F^-,      F'-, 


r 


r 


le  travail  élémentaire  a  pour  expression 


-{xdx-hydy  -h  z  dz)  =  F  dr^ 


loC  PRtlMlÈRE    PARTIE.    —    NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

car  la  relation 

./•--+-)'--"  w- ~  /•- 

donne,  par  diffcrenliation, 

X  dj'  --  y  dy  -~  z  dz  =  rdr. 

Comme  F  est  suppose  fonction  de  r,  le  travail  élémentaire  est  la  différcn 
tielle  totale  d*une  fonction  de  r 


l  r-.  I  V  dr. 


Les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  de  centre  O.  Ainsi  un  mobile  m 
étant  attiré  par  un  centre  fixe  O  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
on  a 


" = -  ;'  ■ 


où  (Jt  est  iMi  coeflîcient  positif,  car  la  force  étant  dirigée  dans  le  sens  MO 
est  négîïtive.  Alors 


V 


di 


Dans  cet.  exemple,  le  travail  total  de  la  force,  quand  le  mobile  passe 
d'une  position  Mo  éloignée  indéfiniment  à  une  position  Mi  située  à  une 
distance  i\  du  centre  attractif  O,  est 

Les  trois  lois  de  forces  précédentes  sont  des  cas  particuliers  de  celle-ci. 
Un  point  M  est  sollicité  par  une  force  qui  est  dirigée  suivant  une  nor- 
nale  MF*  à  une  surface  fixe  S,  et  dont  l'intensité  est  fonction  de  la  lon- 
gueur AIP  de  cotte  normale.  11  existe  alors  une  fonction  des  forces  dépen- 
dant uniquement  de  MP;  les  surfaces  de  niveau  sont  parallèles  à  S.  C'e^l 
ce  qu'on  démontrera  à  titre  d'exercice  (Exercice  7). 

4"  Lorsqu'un  point  matériel  est  sollicité  simultanément  par  plusieurs  des 
lois  de  forces  précédentes,  il  existe  encore  une  fonction  des  forces;  cela 
résulte  du  tliéorème  suivant  : 

Si  un  mobile  est  soumis  à  un  système  de  deux  forces  Vi^  F»  qui 
donneraient  lieu  séparément  à  des  fonctions  de  forces  L'i,  U2,  '/  existe 
encore  une  fonction  de  forces  éi^ale  ù  L'i-i-  Uj. 


Soient,  en  effet. 


Al  »  Il       -  t  /*  1    rr: 
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les  projections  de  la  première  force  et 

().r  Oy  dz 

celles  de  la  seconde,  les  projections  de  la  résultante  seront  évidemment 

A  = >  Y  — »  L  — ; 

Oj'  Oy  dz 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

85.  Remarque  sur  les  surfaces  de  niveau.  —  Si  les  surfaces  de 
niveau  sont  seulement  définies  géométriquement  et  non  par  leur 
équation  U  ^  const.,  la  loi  de  force  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée. Si,  en  effet,  une  certaine  fonction  V(.r,^,  z)  reste  con- 
stante sur  les  surfaces  de  niveau,  la  fonction  des  forces  sera  néces- 
sairement de  la  forme 

li  =  =f(V) 
vl  la  loi  de  force  sera 

la  fonction  cp'  étant  arbitraire,  nous  arrivons  à  cette  conclusion 
que,  sur  une  même  surface  de  niveau,  la  force  n'est  connue  qu'à 
un  facteur  constant  arbitraire  près.  Par  exem[)le,  le  fait  que  les 
surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  de  môme  centre  O  apprend 
que  la  force  passe  par  le  point  O  el  est  fonction  de  la  distance  du 
mobile  au  point  O. 

86.  Pidssance.  —  La  puissance  d'une  machine  est  la  quantité 
de  travail  que  cette  machine  fournil  pendant  Tunité  de  temps. 

Unité  de  puissance.  —  Dans  le  système  C.G.S.,  l'unité  de 
puissance  est  ^erg-seconde.  C'est  la  puissance  d^une  machine  qui 
produit  un  travail  d'un  erg  par  seconde. 

Cheval-vapeur.  —  Le  cheval-vapeur  est  la  puissance  d'une 
machine  qui  produit  un  travail  de  70  kilogrammètres  par  se- 
conde. 


SYSTÈMES    DE    POINTS. 


87.  Travail  des  forças  appliquées  à  un  système  de  points.  Fonc- 
tion des  forces.  Potentiel.  —  Soient  n  points  M|(xi,_^i,  5|), 
Mi(jrj,^-ï,  jj),  . . .,  M„(xa,y„,z„)  sollicilt-s  par  des  forces 
donn»''es,  le  premier  par  des  forces  dont  la  résultante  est 
F,{X|,  Yt,  Z,);  le  deuxième  par  des  forces  dont  la  résultante 
est  F,  (Xj,  Y,,  Zj),  ....  Pour  un  déplacement  inliniment  pelîl 
imprimé  au  sysiéine,  la  somme  des  Iravatix  élémentaires  des  forces 
F,,Fj,...,F„osl 

■         X,</j-,  +  Y,  n;., +  /.,-/;, 
'    -\,rfj-,-f-  Y,./j-,-u/..rf;. 


,-X„</j-„-^Y„rf.-„-.-Z„,/;„ 


Lorsque  les  forces  dépendcni  seulement  de  la  position  du  sys- 
tème, c'est-à-dire  quaud  X,,  Y),  /,,,  X^,  Yj,  Z^,  ...  sont  des 
fonctions  de  j-, ,  y, ,  z, ,  j-,,  y^.  z-j,  . . . ,  j„,  y,„  ;„  et  que  l'ex- 
prossîon  (i^  est  une  différentielle  totale  cxaclc  d'une  fonction  (J 

des   coordonnées   x,,y,,  z,.  Xs.yi.  :«, r„,_ï-„,;„,   on   dit 

que  les  forces  données  admellent  une  fonction  des  forces  ÏJ  ou 
tièrnenl  d'un  polentiel  —  L'.  On  a  alors 


M  = 


Y*=  ^ 


(|>uand  le  svslèmo  passe  d'nne  position  1',,  à  une  position  I*,,  la 
somme  des  inivaux  totaux  de  toutes  les  forces  F, ,  F^,  . , .,  F„  est 
donnée  par 


■-    f  (X|</..-,+  V,</|-,-:    Zi,/;,--  \i,I.V.-  Vw/l,+  7.: 


elle  est  donc  égale  à  la  variation  U|  —  Ug  que  subit  la  fonction  U 
suivie  par  rontinuité  ipiaud  le  système  passe  de  la  première  posi- 
tion à  lu  deuxième. 

Si  la  fonction  U  est  une  fonction  uniforme  des  coordonnées.  L', 
et  L',  oui  des  valeurs  unitjucs  ;  le  travail  total  «*>  *'>utes  les  forces, 
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G,  est  alors  entièrement  indépendant  de  la  façon  dont  le  système 
a  passé  d'une  position  à  Tautre. 

88.  Exemples.  —  i°  Soient  deux  points  Mi  et  Mj;  supposons  que  l'ac- 
tion de  M}  sur  M^  soit  une  force  F|  dirigée  suivant  la  droite  Mi  M^; 
d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  l'action  de  Ms 
sur  Ml  est  une  force  Fj  égale  et  opposée  (^2^.  62).  L'ensemble  de  ces  deux 


Fi«.  6i. 


♦  F* 


M. 


M; 


▼F. 


forces  se  nomme  Vaction  mutuelle  des  deux  points  ;  convenons  d'appeler 
valeur  algébrique  F  de  Vaction  mutuelle  des  deux  points  l'intensité 
commune  des  deux  forces  Fj  et  Fj  précédée  du  signe  -+-  ou  du  signe  — , 
suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  (comme  dans  la  figure)  ou  s'at- 
tirent. On  a  alors  pour  les  projections  de  Fi  et  Fj,  en  appelant  r  la  dis- 
tance Ml  M,, 


(Fi) 


F^IZlïl,     F^*"'-'^'.     pllZlil 
r  r  r 

Zx  —  Zr 


FÎiZ:£î,     Y^yiZLll,     F 


/• 


/• 


r 


Faisant  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  deux  forces,  somme 
que  l'on  appelle  travail  élémentaire  de  Vaction  mutuelle  F,  on  trouve 

p 

-'[{xt^x{){dXi'^dx{)-k-{yt—y\)idyi  —  dyx)-\-{zt  —  Zi){dzt-'dzx)], 
r 


expression  qui  se  réduit  à 


en  vertu  des  relations  évidentes 


¥  dr, 


r»=(j:-2— ari)«-h(7,— 7i)*4-(52— 5i)*, 
rdr  =  {Xi  —  Xx)(dxt—dxi)'\'{yt-'yx){dyt—dyi)-\-{zi—Zi){dzi^dz{). 

Si  donc  l'action  mutuelle  des  deux  points  est  une  fonction  de  leur  seule 
distance  r,  F  =  <p(r),  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  deux  forces  Fi 
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or  Fj  o<il  la  cliffôronlicllc  lolale  exacte  de  la  fonction 

l     -  j  zi  r  i  (/r. 

Ainsi,  pour  lieux  poinls  s'attirant  pr<»pt»rlionneHemenl  à  leurs  masses /it| 

ol  m*  ci  en  raison  inverse  <lu  carre  «le  leur  distance,  on  a  r  —  —  / -—  9 

*  »•» 

/'désignant  une  constante,  d'où  V  —f — consl.  Supposons  les  points 

d'abonl  placés  à  une  distance  infinie  Tun  de  r<iutre.  puis  amenés  à  la  dis- 
lance /'*.  le  tra>ail  total  sera  la  >ariation  de  la  fonction  l,  quand  on  passe 

de  la  première  position  a  la  seconde,   cesl-a-oirey  • 

'»''  Soit  maintenant  un  nombre  (pielconquc  de  points  Mi,  Mj.  ...^Mn*. 
•supposons  que  deux  quelconques  de  ces  points  M/ et  M^  exercent  l'un  sur 
l'autre  une   action  mutuelle  dont   la  valeur  algébrique  F/^  c^l  fonction  de 

la  seule  «li^lance  r/A  de^^  «leux  ptunls  M/.Mx.  Si  le  s>stéme  subit  un  dépla- 
«'emenl  inliniment  petit,  la  somme  «les  tra>aux  élémentaire*  de  toutes  ces 
actit>n>  nuitui'lles  est.  «l'apivs  ce  qui  précède, 

\\  <omme  étant  étemlue  à  toutes  les  combinaisons  des  in<lices/et  /  dcu\  à 
d«Mix.  I  étant  «liflerent  de  k.  Cette  somme  est  la  «lilîérentielle  totale  d'une 
(onction 

\\  existe  donc  une  fonction  des  forces.  Par  exemple,  pour  un  >ystéine  «ic 
troiN  points  de  masse  /«i,  //if,  Wj,  s'at tirant  «leux  à  deux  proportionnelle- 
ment aux  niasses  et  en  raistui  in>erse  «lu  carré  «les  «listances.  nn  a 


'■/•a 


don 


.    m*mx        '"j/'»i         myui^ 
•    '       ..  ..  f         ' 


A  «ne  convint e  pré>.  ('.elle  \aleur  de  V  e*l  le  travail  total  «les  aciioos 
mutuelle'^  quand  le>  trois  points,  supposé^  «l'abord  infiniment  éloignés  les 
uns  de«  aulro,  >onl  Amené>  dans  leurs  positions  aiUuclles, 
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EXERCICES. 

1.  Quelles  sont  les  dimensions  du  travail  par  rapport  aux  unités  fondamentales 
longueur,  temps,  ma: se?  (Si  l'on  prend  une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite, 
de  temps  x  fois  plus  petite,  de  masse  jjl  fois  plus  petite,  le  travail  tr;  devient 
IxVx-^î?.) 

2.  Un  point  M  est  attiré  ou  repoussé  par  deux  centres  fixes  O  et  0,,  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances.  Calculer  la  fonction  des  forces  et  étudier  les 
surfaces  de  niveau, 


3.  Un  fil  élastique,  dont  la  longueur  naturelle  est  /,  est  attaché  par  une  de 
ses  extrémités  en  un  point  fixe  O,  puis  est  tiré  de  façon  à  acquérir  une  lon- 
gueur X>/;  calculer  le  travail  produit  par  la  tension  du  fil,  quand  ce  dernier 
revient  de  la  longueur  X  à  la  longueur  naturelle  /.  On  admet  que,  lorsque  le  fil 
a  une  longueur  /•,  sa  tension  T  est  proportionnelle  à  son  allongement  : 

Résultat  : 

Cr.  —  . 

2 

î.  Soit 

y  Y  —  h 

U=Aarctane* — i-Barctann* • 

X  X  —a 

Ktudier  la  valeur  du  travail  total  sur  une  courbe  fermée  C.  (Ce  travail  est  de 
la  forme  2/nir  A  -h  2/ixB,  m  et  n  entiers.)  Si  A  et  B  sont  incommensurables,  on 
peut  tracer  la  courbe  C  de  façon  que  le  travail  le  long  de  C  dilTcre  aussi  peu 
qu'on  le  veut  d'une  quantité  donnée  à  l'avance. 

• 

5.  Une  enveloppe  renferme  un  volume  v  de  guz  dont  la  pression  sur  Tunité  de 
surface  de  Tenveloppe  est/?.  Admettant  que  p  est  seulement  fonction  de  v»,  dé- 
montrer que  le  travail  total  des  pressions  du  gaz  sur  tous  les  éléments  de  Fen- 

veloppe  est  /      p  dv  quand  le  volume  croit  de  v^  à  i^,.  —  Béponse.  On  divise  la 

surface  en  éléments  infiniment  petits  égaux  c/?;  sur  chacun  d'eux  agit  une  pres- 
sion normale /^cfff;  quand  le  volume  croit  de  v  à  v-hdv.  dv  prend  la  position  é/?'; 
si  donc  Ton  désigne  par  s  la  projection  du  déplacement  de  da  sur  la  normale 
à  dVf  le  travail  élémentaire  de  la  pression  p  dv  est  pz  dy  el  Tensemblc  des  travaux 

élémentaires  des  pressions  est  p  1  tdv.  Or  e  d9  est  le  volume  du  cylindre  dont  les 

%,' 

baies  opposées  sont  dv  et  dv'i  1  tdv  est  donc  l'accroissement  de  volume  total, 
et  l'ensemble  des  travaux  élémentaires  est  p  dv. 

^  Um  force  F  est  appliquée  en  un  point  d'un  système  de  forme  invariable  que 
IJWlIIMnBer  d'un  angle  infiniment  petit  68  autour  d'un  axe  fixe  0-c;  démon- 
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Irer  que  le  Iravail  élémentaire  de  cette  (orce  csl  N  ^4,  N  désignant  te  mamcnt  de 

la  force  F  par  rapport  à  O^. 

T.  Un  point  ett  sollicité  par  une  force  F  nnrmale  à  une  surface  fixe  S.  Si  l'oa 
désigne  par/)  la  distance  du  point  M  A  la  surface  comptée  sur  la  normale  F,  dé- 
e  le  travail  élémentaire  de  F  est  i  Fdf/i,  où  il  faut  prendre  -i-  ou  — 
it  que  la  force  tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  p. 

.'action  mutuelle  de  deux  points  de  masses  m  et  m' situés  à  une  distance  r 
P—.—f — r-T  où  /  désigne  une  constante  {attraetion  univertetU  de 
>n),  comment  varie  le  facteur / quand  on  [ail  un  cliangement  d'unités? 


DEUXIÈME  PARTIE. 

STATIQUE. 


>•««« 


CHAPITRE  V. 


ÉQUILIBRE  D'UN  POINT;  ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME. 


I.   -   POINT   MATERIEL.. 

89.  Point  libre.  —  Pour  qu'un  point  libre  M  soit  en  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  R  des  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées soit  nulle,  c'est-à-dire  que  les  trois  projections  X,  Y,  Z 
de  R  le  soient 

(i)  X  =  o.        Y  =  o.        Z  =  o. 

Si,  dans  une  position  quelconque  M(x,y^  5),  on  abandonne  le 
point  M  sans  vitesse  initiale  sous  l'action  de  la  résultante  R,  Li 
valeur  initiale  de  celte  résultante  ne  dépend  que  de  x,  y,  z  et  t; 
nous  supposerons  qu'elle  est  Indépendante  de  t.  Alors  les  trois 
équations  (i)  déterminent  les  coordonnées  des  positions  d'équi- 
libre. Lorsqu'il  existe  une  /onction  des  forces  U{x^  y^  z)^  les 
projections  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  de  U  et  les  équa- 
tions deviennent 

,  ,  oU  /)U  OV 

Ce  sont  précisément  les  équations  que  l'on  a  à  résoudre  lorsque 
^^^f^^  cherche  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction  U  de 

8 
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trois  variables  indépendantes  x,  v,  :;.  Nous  démontrerons  en 
Dynamique  (Chap.  X),  d'après  Lejeune-Dirichlet,  que,  si  la 
fonction  U  est  réellement  maximum  en  un  point  M|(jri,  j'i,  ^i), 
ce  point  est  une  position  d'équilibre  stable  :  cela  signifie  qu'en 
écartant  infiniment  peu,  d'une  manière  arbitraire,  le  point  ma- 
tériel de  la  position  M|,  et  lui  donnant  une  vitesse  initiale  infini- 
ment petite,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  mobile 
s'écarte  infiniment  peu  de  M| . 

On  peut  s'en  rendre  compte  approximativement  comme  il  suit. 
Supposons  qu'en  un  point  M|  U  soit  maxinuim  el  prenne  une  va- 
leur U|.  Dans  le  voisinage  de  M,,  L  est  plus  petit  que  Ui  et,  par 
suite,  la  surface  de  niveau 

où  c  est  positif  et  très  petil,  comprend!  une  nappe  fermée  entou- 
rant M|  et  se  réduisant  par  continuité  au  point  M|  (piand  s  tend 
vers  zéro  (Jig*  ^k^»  I)  •  ^^  chaque  point  M  de  celte  nap|)e,  la  force 
lui  est  normale  et  dirigée  du  coté  des  U  croissants,  c'est-à-dire 

ri  g.  <).). 


vers  l'intérieur;  elle  tend  donc  à  empêcher  le  point  de  s'éloigner 
du  point  M|. 

Si,  au  contraire,  en  un  poiint  Mi,  U  atteint  un  minimum  U|, 
la  surface  de  niveau 


r  -- 1;, 


(s  po^iitif  » 


comprend  encore  une  nappe  fermée  entourant  M|  ;  mais,  en  chaque 
point  M  de  celte  nappe,  la  force  est  normale  et  dirigée  veF's  l'ex- 
térieur ijig'  <).^,  11);  elle  tend  donc  à  écarter  le  point  de  M|  cl  la 
position  M,  est  instable. 

Supposons,  enfin,  que  les  trois  équations  (â)  soient  salisfaitef 
en  un  point  M|,  mais  que  la  valeur  correspondante  U|  ne 
un  maximum  ni  un  minimum  pour  U.  Dans  le  voisina 
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il  existe  alors  deux  régions  A  et  B  (/î^.  63,  III),  telles  que  dans 
l'une,  A,  U  prenne  des  valeurs  inférieures  à  U4  et  dans  l'autre,  B, 
des  valeurs  supérieures  :  ces  deux  régions  sont  séparées  par  une 
surface  de  niveau  S  sur  laquelle 

Celle  surface  de  niveau  singulière  ï  passe  évidemment  par  le 
point  M,  et  elle  a  en  ce  poinl  un  point  conique  puisque,  d'après 
les  équations  (2),  les  trois  dérivées  partielles  du  premier  membre 
U  —  U|  s'annulent  en  M,.  En  désignant  par  e  une  quantité  posi- 
tive infiniment  petite,  les  surfaces 

U  =  U,  -  £ 

sont  situées  dans  la  région  A  et,  dans  celte  région,  les  forces 
tendent  à  ramener  le  mobile  du  côté  de  M i  ;  les  surfaces 

sont  dans  la  région  B  et,  dans  celte  région,  les  forces  tendent  à 
écarter  le  mobile  de  M|  puisqu'elles  sont  dirigées  du  côté  des  U 
croissants.  La  position  d'équilibre  M|  est  alors  instable. 

Ce  dernier  cas  se  présente  pour  un  point  attiré  par  deux  centres 
fwcs  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  cas  étudié  en  dé- 
tail au  commencement  du  Chapitre  relatif  à  l'attraction  (Tome  III). 

90.  Exemple.  Attractions  proportionnelles  aux  distances.  —  Trouver 
les  positions  d'équilibre  d'un  poinl  matériel  attiré  par  des  centres  flxc^ 
proportionnellement  aux  distances  et  aux  masses  des  centres  d'attraction. 

Soient  Pi,  Pj,  ...,  P/,  {fig*  64;  les  centres  fixes  et  mi,  Wj,  ...,  m»  leurs 


(cL^b^c^f 


masses.  Les  forces  d'attraction  Fi,  Fs,  . . .,  F„  agissant  sur  le  point  maté- 
riel M  seront  dirigées  suivant  MP  1,  MPj,  MP3,  . . . ,  MP»;  leurs  grandeurs 
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respectives  seront, /désignant  une  constante, 


Soient  ai,  6|,  C|,  «;,  6t,  «"ii  •  •  -i  «n,  ^/i,  c»  les  coordonnées  des  centres 
attractifs,  ar,  y^  z  celles  du  point  M.  Les  projections  de  la  force  Fa-  sur  les 
trois  axes  sont  égales  aux  projections  correspondantes  du  segment  MPjt 
multipliées  par//Wjt;  elles  sont  donc 

Les  projections  de  la  résultante  sont  alors 

(3)     \=/Zmi(ai-x),       \  =/ZmA(bi,  -  y).       Z  =/SmA  (  a— -), 

le  signe  Z  indiquant  une  somme  étendue  ù  toutes  les  forces,  c'est-à-dire  à 
toutes  les  valeurs  A:  =  i,  2.  . . .,  n.  En  posant 

on  peut  écrire 

\=/:^a-T).  Y=/.a(V,-r),  Z^/;mI-z). 

Considérons  le  point  G  ayant  pour  coordonnées  J,  r,,  Ç;  on  appelle  ce 
point  le  centre  de  f^ravité  du  système  de  masses  Pj,  Pj,  ...,  P^.  Les 
équations  ci-dessus  montrent  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  M  est  la  force  que  Von  obtiendrait  en  supposant  le  système  des 
centres  attractifs  remplacé  par  le  seul  point  G  auquel  on  supposerait 
la    masse   ji.   La    résultante   est   dirigée   suivant  MG,   et   sa    valeur 

est  f[iMG.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  équilibre  que  si  M  se  confond  avec  le 
centre  de  gravité  G  du  système. 

Dans  ce  qui  précède,  //?i,  ntt,  . . .,  mn  sont  des  nombres  essentiellement 
positifs;  admettons  maintenant  que  ces  nombres  ne  désignent  plus  des 
masses,  mais  seulement  des  coefficients,  et  supposons  que  certains  d'entre 
eux  sont  négatifs.  Cela  revient  à  admettre  que  les  forces  correspondantes 
sont  répulsives,  car,  les  projections  d'une  de  ces  forces  F^t  changeant  de 
signe  avec  t/ia-,  F^.  changera  de  sens  quand  mji-  deviendra  négatif. 

Lorsque  ;x  est  différent  de  zéro,  tous  les  calculs  ci-dessus  subsistent  et 
l'on  arrive  aux  mêmes  résultats.  Si  ji  est  nul,  les  trois  équations  (2) 
deviennent  indépendantes  de  x,  y,  z,  la  résultante  des  forces  est  constante 
en  grandeur  et  on  direction  et  il  n'y  a  pas  de  position  d'équilibre.  Enfin, 
si  l'on  a  simultanément 

\x  —  o,         :ùmjifif,-n,         l//ix7»A=(),         :£,nuc^  =  o, 

X,  Y,  Z  sont  nulles  quelles  que  soient  x,  y,  z\  par  conséquent,  le  point  M 
se  trouve  en  équilibre  dans  une  position  quelconque. 
Il  existe  actuellement  une  fonction  des  forces  U;  dans  le  cas  général, 
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(i  diiïérent  de  zéro,  on  a 

u=-=^[($-x)»+(r,-j' )«+(;-;!  )«]=-:^mg'. 

Quand  [i  est  positif,  cette  fonction  est  nulle  au  point  G,  négative  en  tout 
autre  point  :  elle  est  donc  maximum  dans  la  position  d'équilibre  qui  est 
par  suite  stable.  L'inverse  aurait  lieu  pour  \i  négatif.  Lorsque  \l  est  nul, 
X,  Y,  Z  ont  des  valeurs  constantes  J^Lmuak^  fLmkbk^  f^nikCkj  et  la 
fonction  des  forces  est 

U  =  f{xl.mkak-^ y'Zmkbk-it-  zZmkCk). 

91.  Point  mobile  sans  frottement  sur  une  surf  ace  fixe.  —  Soient 
une  surface  fixe  donnée  S  {fig»  65)  et  sur  cette  surface  un  point 
mobile  M  sollicité  par  des  forces  données  dont  F  est  la  résultante. 
Pour  que  le  point  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
résultante  F,  si  elle  n'est  pas  nulle,  soit  normale  à  la  surface.  En 

Fig.  65. 


IF 


eflet,  si  la  force  n*est  pas  normale,  on  peut  la  décomposer  en  deux, 
Tune  normale  qui  presse  le  point  sur  la  surface,  Fautre  tangen- 
tielle  qui  fait  glisser  le  point  sur  la  surface;  l'équilibre  n^a  donc 
pas  lieu.  Si,  dans  une  certaine  position  M,  la  force  F  est  normale, 
l'équilibre  a  lieu,  à  condition  que  le  point  ne  puisse  quitter  la 
surface  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre;  c'est  le  cas  le  plus  fréquent. 
Mais,  si  le  point  est  simplement />05e  sur  la  surface,  comme  un 
objet  posé  sur  une*  table,  il  ne  suffit  pas  que  la  force  soit  normale 
pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  en  outre  qu'elle  soit  dirigée  de 
façon  à  appliquer  le  point  contre  la  surface. 

Le  point  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  surface,  l'action 
de  la  surface  sur  le  point  est  une  force  qui  ne  doit  opposer  aucune 
résistance  au  glissement,  c'est-à-dire  n'avoir  aucune  composante 
langentielle.  C'est  donc  une  force  normale  que  l'on  appelle 
réaction  normale.  Quand  le  point  est  en  équilibre,  la  réaction 
normale  est  égale  et  opposée  à  F.  D'après  le  principe  de  Tégalité 
de  l'action  et  de  la  réaction,  le  point  M  exerce  sur  la  surface  une 


•    ( 
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-•:  :*-.-r-i:e  à  MN,  que  l'on  iuppeWe pression  du  point 
1     k.i-c  ;«iiqîJtment  ces  résultais  :  soient 

f  T,  V.  j  »  —  o 

'  .  --f..!fi    :«>    c  i>vrf»ctr  en  coordonnées  rectangulaires  et  X,  Y,  Z 
■  .•:*'...'i.*  t*:  Ik  force  F.  I^a  réaction  normale  MN  a  pour  pro- 
,.    •!■    '^M    .'-irititeî  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de 
:.  ''ii-f.*  <  .4  •urfaco,  c'est-à-dire  des  quantités  delà  forme 

,  ''/•       -  '>/       .  '>/• 
'/./■  0»»'  t/:; 

.  -,  ■-  .i  doit  y  avoir  équilibre  entre  cette  réaction  et  la  force  F, 

;   «  .-. •  ?rois  conditions 

\    -      /-=!>.  1    -r-  A      -     —  O,  /    —  A    •       -—  C), 

'JX  'Kr  Oz 

-.  T-î    4  /  jr,y,  Z)  =  O,    donnent    quatre   équations   pour 

.-.-•      ;. -'   /.    v.   z  *;i  A.  Soit  M  un  point  delà  surface  dont  les 

.'  * .. .  •  •  -  '. •  -4'i*fonl  il  ces  équations.  Si  le  point  matériel  ne  peut 

IL      •  •    e  -  -T'^vf:  ni  de  l'un  ni  de  l'autre  colé,  il  est  en  équilibre 

.•   ;..  L  .  Ijiiti^  le  cas  contraire,  il  faut  en  outre  imposer  à  ).  un 

•  •  -    r  -  ^'  *:.  \dniellons,  par  exemple,  que  le  point  puisse  quitter 

*  -    •  ic .-.  j  .  «  ôté  où  /(a"0^  ^)  devient  positif;  il  faut  alors  que 
.'••.«:  >■,».:  difig/'C  du  coté  oi\f{x^y^  z)  est  négatif,  el  la  réac- 

\    :.i.  '^.  '*■  opposé.  Or  la  grandeur  géométrique  dont  les  projec- 


<■  j 


''/    "/    "/ 

—  ,       .  - ,     — . 

O.c        (f  y        Oz 


I     I 


^'  '  J  <>!  rapport  à  la  surface  du  côté  oii/(t,  j',  c)  devient 

1».»-    :'.  '. ','îijfijc  il  résulte  des  remarques  faites  à  propos  des  sur- 

.*».*'  :.•   \:\*rhu    83)  appliquées  aux  surfaces  y(.r,  i',  c")  =  consl. 

■-<    ••«.'  :.'.ij  N  devant  être  dirigée  du  même  coté,  \  dcvid  être 

w       • 

# 

j.of  *.';'..*'  J'r  point  ne  peut  pas  quitter  la  surface,  on  simplifie  le 
'ri.'i'i  |ii:i  Ji  méthode  suivante.  On  commence  par  exprimer  les 
«,'y,'":i'jî  r-*  »rfc  d'un  peint  de  la  surface  en  fc''"^^  de  dcvix  para- 
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mclres  q^  et  q<2\  soient,  par  exemple, 

pour  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  F  soit  normale  à 
la  surface,  c'est-à-dire  à  chacune  des  deux  courbes  que  l'on  obtient 
en  laissant  successivement  yi,  puis  ^2  constant;  les  équations  du 
problème  sont  donc 

ùx  ÙY        r,  àz 

dÇi  âqi  dgi 

-_    _,  âx        ,,  Oy        „  âz 

Q2  ^-  \ h  \  r h  Z  T—  =  O. 

dqz  Oçî  àqt 

X,  Y,  Z,  dépendant  de  la  position  de  M,  sont  des  fonctions  de 
<7i  et  ^2Î  les  deux  équations  ci-dessus  en  q^  ety2  déterminent  les 
valeurs  des  deux  paramétres  pour  les  positions  d'équilibre. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où,  en  désignant  par  Q,  et  Qo  les 
premiers  membres  des  équations  ci-dessus,  l'expression 

Qi  c/qi-^Qidqi 

est  la  dilTérentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U(y<,  q-*)]  on  est 
alors  conduit,  pour  trouver  l'équilibre,  à  annuler  les  dérivées 
partielles  Q^  et  Q2  de  U(yi,<72)î  c'est-à-dire  à  chercher  les 
niaxima  et  les  minima  de  cette  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes ^1  et  q.2'  Cette  fonction  peut  s'écrire 

L'(  y  I,  75)  =  /  \  cix  -h  \  dy  -^7a  dzj 

où,  dans  le  second  membre,  toutes  les  quantités  sont  remplacées 
par  leurs  valeurs  en  q^  et  q2'  Dans  le  cas  particulier  où  la  force  F 
dérive  d'un  potentiel,  on  a,  quels  que  soient  x^  y^  z^ 

j  \ dx  -i-\  dy  -h  7j  dz  =  \J{x,  y,  z)\ 

la  fonction  U(yi,<72)  existe  alors  et  l'on  obtient  en  remplaçant, 
dans  U(ar,  ^,  ^),  les  coordonnées  ])ar  leurs  expressions  en  fonc- 
tion de  qt  et  ^2*  La  surface  de  niveau  qui  passe  par  une  position 
d'équilibre  M,  est,  en  général,  tangente  en  ce  point  à  la  surface 
donnée  S,  car  la  force  en  M,  est  à  la  fois  normale  à  la  surface  de 
niveau  et  à  S. 
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Nous  démontrerons  en  Dynamique  que,  si  i^{çt,qi)  passe  dans 
une  certaine  position  du  mobile  par  un  maximum  efiectîf  U|, 
l'équilibre  correspondant  est  stable.  On  peut  s'en  rendre  compte, 
comme  plus  haut  pour  un  point  libre,  en  étudiant  la  forme  des 
courbes  d'intersection  de  la  surface  donnée  S  avec  les  surfaces 
de  niveau 

V  =  V,±t. 

92.  Point  mobile  saiu  frottement  sur  une  courbe  fixe-  —  Soient 
une  courbe  lîxc  C  et,  sur  cette  courbe,  un  point  M  mobile  sans 
frottement  sollicité  par  des  forces  dont  la  résultante  est  F.  On 
voit,  comme  dans  le  cas  d'un  point  mobile  sur  une  surface,  qne, 
dans  l'équilibre,  la  force  F,  si  elle  n'est  pas  nulle,  doitélre  nor- 
male à  la  courbe.  Si  cette  condition  est  remplie,  la  force  F  sera 
détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  et  l'équilibre  aura  lieu. 

L'action  de  la  courbe  sur  le  point  est  une  force  normale  MN 
qu'on  appelle  réaction  normale  :  le  point  M  exerce  sur  la  courbe 
une  pression  égale  et  opposée  à  cette  réaction.  Lorsque  le  point 
est  en  équilibre,  la  réaction  normale  est  égale  et  opposée  à  la 
force  F  ;  la  pression  du  point  sur  la  courbe  est  égale  à  F  {Jig.  66). 

Soient 

les  équations  de  la  courbe  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires, 
et  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  résultante  F  des  forces  appliquées 


au  point  M(x,y,  z).  Pour  exprimer  qu'il  y  a  équilibre,  il  suffit 
d'écrire  que  F  est  égale  et  directement  opposée  à  la  réaction  nor- 
male N.  Celte  dernière  force  peut  toujours  se  décomposer  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  normales  MN'el  MN' aux  deux  surfaces 
/=o,  J\^Q  qui,  par  leur  intersection,  définî""*"*  't  courbe, 
car  les  trois  directions  MN,  MN'  et  M.Y  sont  dan 


^HHI    Iftl' 
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Ces  deux  composâmes  de  la  réaction  MN'el  MN'^  auront  respecti- 
vement pour  projections 

.àf         df         df^         df,  df,  df, 

^ôi'     ^0}'      "-Tz'      ^'-d^'     ^''dy'      '^»d7* 

Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  ces  deux  forces  et  la  force  F,  on  a 

dx  ôx  ày  df  oz  oz 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  deux  équations  de  la  courbe, 
déterminent  les  cinq  inconnues  x,  y^  z^  X  et  Xi . 

On  simplifie  le  calcul  en  supposant  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  q 
par  les  équations 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  étant  proportionnels  à 
^'(q)^  y{q)j  ^'(y)>  Jsi  condition  d'équilibre  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  la  quantité 

que  nous  désignerons  par  Q.  A  chaque  valeur  de  q  annulant  Q 
correspond  une  position  d'équilibre.  Dans  le  cas  actuel,  la 
recherche  des  positions  d'équilibre  se  ramène  toujours  à  la 
recherche  des  maxinia  et  minima  d^ une  fonction  qui  ne  dé- 
pend  plus  que  d^une  variable.  Posons,  en  effet, 

U(<7)=  f\dx^\cly-\-Zdz  =  fqdq, 

où  l'on  suppose,  dans  la  première  intégrale,  x,  y^  z  remplacés  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  gr,  de  façon  à  rendre  cette  intégrale 
identique  à  la  seconde  :  la  condition  d'équilibre  s'obtient  en  cher- 
chant les  valeurs  de  q  qui  annulent  la  dérivée  de  U  par  rapport 
à  ^;  on  les  trouve  donc  en  cherchant  les  maxima  et  minima  de  U. 
Lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  U(a:,j^,  2),  la  fonction 
U(y)  s'obtient  évidemment  en  y  remplaçant  x^  y,  z  par  leurs 
expressions  en  fonction  de  q.  Dans  ce  cas,  la  surface  de  niveau 
qoi  pjftsse  par  une  position  d'équilibre  M|  est  tangente  en  Mf  à  la 
'kiis  verrons  plus  tard,  par  une  méthode  générale,  qu'à 
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un  maximum  effeclif  de  U(<y)  correspond  une  position  d*équilibre 
stable.  Nous  indiquons,  à  lilre  (rexercice  (fin  du  Chapitre,  Exer- 
cice 7),  une  méthode  pariiculiùrc  pour  vcrifier  celle  proposilioD 
qui  tient,  au  fond,  à  ce  que  le  point,  étant  abandonné  sur  la  courbe, 
tend  à  se  déplacer  sur  celte  courbe  dans  le  sens  des  U  croissants. 


II.  -  SYSTÈMES  DE  POINTS  MATÉRIELS. 


-1{  93.   Systèmes  de  points  matériels.  —  Si  le  système  est  formé 

de  points  libres  et  indépendants  les  uns  des  autres,  on  peut 
répéter  pour  chacun  d'eux  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  point  ma- 
tériel complètement  libre.  Pour  que  Téquilibre  existe,  il  faut  et 
il  suffit  que  la  résultante  des  forces  (|ui  agissent  sur  chaque  point 
soit  nulle. 

Quand  un  système  de  points  esl  soumis  à  des  liaisons,  le  même 
théorème  a  lieu  si  Ton  regarde  chaque  point  comme  libre  sous 
l'action  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  en  y  compre- 
nant les  forces  de  liaison. 

Nous  nous  placerons  à  ce  point  de  vue  plus  loin,  ù  propos  du 
ihéorèmedu  travail  virUicl. 

Nous  classerons  ici  les  forces  appliquées  à  un  système  en  deux 

catégories  :  les  forces  intérieures  et  les  forces  extérieures.  Nous 

r  montrerons  que,  j)Our  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  que  les  forces 

extérieures  vérifient  six  conditions,  les  mêmes  pour  tous  les  sys- 
tèmes. 


91.  Forces  intérieures  et  forces  extérieures;  six  conditions  né- 
cessaires  d'équilibre.   —  On  regarde  un  système  matériel  quel- 
■     '\  con(|ue,  formé  de  corps  solides,  liquides,  gazeux,  comme  composé 

I     jl  d'un  très  grand  nombre  de  points  matériels  assujettis  à  certaines 

liaisons.  Un  corps  solide,  par  exemple,  est  un  ensemble  de  points 
!     i  assujettis  ii  rester  à  des  distances  invariables  les  uns  des  autres. 

f^es  théorèmes  généraux  s'obtiennent  en  supposant  qu*on  ait  écrit 
les  équations  d'équilibre  de  ces  différents  points  matériels  et  qu'on 
en  fasse  des  combinaisons. 

On  appelle  forces  i/tlrricttres  à   un   système  les  aci 
tuellcs  des  difierents  points  du  système;  ces  actions 


I 
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deux  égales  et  directement  opposées,  d'après  le  principe  de  l'éga- 
lité de  l'action  et  de  ta  réaclion.  Par  exemple,  si  un  point  m  du 
systrme  en  attire  un  autre  m'  avec  une  certaine  force,  inversement 
m'  attire  m  avec  une  force  égale  et  opposée. 

Les  forces  autres  que  les  forces  intérieures  que  nous  venons  de 
définir  s'appellenl/o/cej  extérieures. 

Soient  a;,,  _k, ,  Z(,  x^^  yj,  Sj,  -  ■  -,  J^m^n,  -«  les  coordonnées 
des  divers  points  du  système  dont  les  masses  sont  nif^im^i,  .,.,  m„. 
Si  nous  considérons  l'un  ([uelconque  de  ces  points  de  masse  m 
cl  de  coordonnées  X,^,  3,  nous  pouvons  partager  les  forces  ap- 
pliquées à  ce  point  en  deux  catégories  :  i"  celle  qui  comprend  les 
forces  intérieures  agissant  sur  m  ;  nous  appellerons  X,-,  Y,-,  Z,-  les 
projections  d'une  de  ces  forces;  2°  celle  qui  comprend  les  forces 
cilérieurcs  agissant  sur  ce  même  point  :  nous  appellerons  X,,  Y^, 
'Lf,  les  projections  d'une  de  ces  forces.  Le  point  m  peut  ?tre  re- 
gardé comme  entièrement  libre,  à  condition  qu'on  le  regarde 
comme  soumis  à  toutes  les  forces  tant  intérieures  qu'extérieures 
qui  agissent  sur  lui.  Pour  qu'il  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suflGt 
que  la  résultante  de  toutes  ces  forces  soit  nulle.  En  projctanl  sur 
1rs  trois  axes,  on  a  ainsi,  pour  l'équilibre  du  point  m,  les  trois 
équations 

où  les  signes  S  signilienl  qu'il  faut  faire  la  somme  des  projections 
de  toutes  les  forces  intérieures  ou  extérieures  appliquées  à  m. 

Supposons  écrites  ces  équations  pour  tous  les  points  du  s\s- 
tëme,  et  ajoutons  membre  à  membre  les  équations  relatives  à  l'axe 
des  X,  il  viendra 


le  signe  £S  indiquant  que  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces 
k  «gissunl  sur  Ks  diurs  points  du  système.  Or,  en  vertu  du  prin- 
C  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaclion,  les  forces  intérieures 
^eux  A  deux  égales  et  opposées;  la  somme  liîlX,'  de  leurs 
U)S  sur  l'axe  des  x  est  donc  nulle,  et  l'équation  précédente 

SlXr-o; 
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OD  aurait  de  même 


(1) 


i  ïï/.*; 


On  a  ainsi  trois  conditions  ni-ccssaircs  de  l'équilibre  entre  les 
projections  des  forces  extérieures.  On  eu  obtient  trois  autres  eo 
introduisant  les  moments. 

Revenons  aux  équations  (i);  multiplions  la  première  par  — jr, 
le  deuxième  par  s,  et  ajoutons,  oous  aurons 

supposons  écrites  les  équations  analogues  pour  tous  les  poiots  du 
système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  il  nous  viendra 

mais  2S{j'Y, — y^i)  représente  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces  intérieures  par  rapport  à  O;;  cette  expression  est  doDC 
nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées. 
Nous  arrivons  ainsi  à  l'équalion 


on  a  de  même 


-r'i.' 


(  ll(=.\,--.r/..)  = 


res  (m)  et  (3)  ainsi  obtenues  peuvent 


Les  six  conditions 
s'énoncer  ainsi  : 

Pour  qu'un  système  quelconque  soit  en  équilibre,  il  faut 
que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  chacun 
des  trois  a.res  et  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  â 
chacun  des  trois  axes  soit  nulle. 

On  peut  encore  énoncer  ces  conditions  indépendamment  de 
tout  système  d'axes  de  la  façon  suivante  : 

Pour  qu'un  système  quelccw/ue  soit  en  équilibre,  il  faut 
que  les  forces  extérieures  constituent  un  système  de  vecteurs 
équiialent  ù  zéro. 

On  pourra  exprimer  ce  fait  en  appliquant  l'une  des  méthodes  dn 
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premier  Chapitre.  Par  exemple,  on  pourra  chercher  à  réduire  ces 
vecteurs  à  l'aide  des  opérations  élémentaires,  et  exprimer  que  l'on 
obtient  finalement  deux  vecteurs  égaux  et  directement  opposés, 
ou  encore  une  résultante  générale  nulle  et  un  moment  résultant 
nul. 

Exemples,  —  \^  Imaginons  de  Teau  en  équilibre  dans  un  vase,  sous 
Taction  de  la  pesanteur.  Le  système  considéré  est  constitué  par  les  parti- 
cules de  l'eau.  Les  forces  intérieures  sont  les  actions  mutuelles  entre  ces 
particules.  Les  forces  extérieures  sont  les  actions  exercées  par  des  corps 
étrangers  au  système  sur  les  points  du  système;  ce  sont  par  suite  :  !<>  les 
poids  des  particules  d'eau  ;  2^  les  actions  des  parois  du  vase  sur  les  parti- 
cules d'eau  qui  les  touchent;  3^  les  pressions  causées  par  l'air  sur  la  sur- 
face libre.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  l'ensemble  de  toutes  ces 
forces  extérieures  constitue  un  système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro, 

20  Imaginons  une  chaîne  pesante  suspendue  par  ses  deux  extrémités  à 
deux  points  fixes  A  et  B.  Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  chaîne 
sont  :  ]0  les  poids  de  ses  divers  anneaux;  i^  les  actions  exercées  par  les 
points  fixes  A  et  B;  la  chaîne  tire  sur  ces  point»,  et  réciproquement  ces 
points  agissent  sur  la  chaîne  avec  des  forces  Fa  et  Fb  appliquées  aux  extré- 
mités de  la  chaîne.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  ces  forces  exté- 
rieures soient  équivalentes  à  zéro.  Les  poids  forment  un  système  de 
vecteurs  parallèles  équivalent  à  un  vecteur  unique,  P,  égal  au  poids  de  la 
chaîne  et  appliqué  à  son  centre  de  gravité;  les  trois  vecteurs  P,  Fa  et  Fr 
doivent  alors  former  un  système  équivalent  à  zéro. 

30  Corps  solides,  —  Si  le  système  considéré  est  un  corps  solide,  les  six 
conditions  d'équilibre  que  nous  venons  d'indiquer  comme  nécessaires  pour 
un  système  quelconque,  sont  aussi  suffisantes  :  c'est  ce  que  nous  verrons 
dans  le  Chapitre  suivant. 

95.  Fraction  d'un  système  quelconque;  six  conditions  néces- 
saires de  l'équilibre.  ~-  Dans  un  système  matériel  S,  détachons 
par  la  pensée  une  partie  quelconque  du  système  S|,  de  telle  sorte 
que  ce  système  est  divisé  en  deux  parties,  les  points  de  S|  et  les 
points  restants  constituant  un  système  (S  —  S|).  Si  le  système 
total  est  en  équilibre,  il  en  est  de  même  de  chacune  de  ces  parties, 
de  S|  par  exemple.  On  pourra  alors  appliquer  ce  qui  précède  à  la 
partie  S|  regardée  comme  un  système  en  équilibre.  Les  forces 
extérieures  à  S|,  appliquées  à  S|,  doivent  former  un  système  de 
vecteurs  équivalente  zéro.  On  obtient  ainsi,  en  prenant  siiccessi- 
veinent  diverses  parties  du  système  total,  des  conditions  d^équi- 
libre  toutes  nécessaires. 


EZEBCIGES. 

1.  Si  n  forces  concouranles  se  font  é<|uili1>rr,  leur  piilnl  f'>mmun  d'applicaliun 

ett  le  centre  de  graviié  de  n  points  ilc  musses  6|:ales  placés  A  leur*  extrjmité> 
(Leibaiti). 

3.    Positiuns  d'équilibre    d'un    |Hiini    libre    M    'tiiré   p«r    (li;s   centres    liu» 

O,.  O. O.  en  raison  iniersc  d<'  la  iliManre.  Il  ciiite  une  fonclion  dei  forces 

1<igMi.l,..MU,.MU..  Chai|ue  position  d'ogiii libre  O'  est  le  centre  de«  moyennes 
distances  des  inverses  des  |H>inu  O,  par  ra|>port  à  O'.  (,iuand  le«  poials  O,  sont 
tlains  un  m£me  plan,  li's  posilions  d'éiiuilibro  sont  les  racines  de  la  dérivée  d'un 
pilynome  en  ^  ayant  pour  racines  les  qu:intilé«  iniaciouïri'a  représentées  par  les 
points  0,.  (Chaslek,  Voir  V.  Lucas,  Complet  tvndui,  if;!!  et  iS8X.) 

3.  5oll   un   piiinr  »  i-n   éi|uilibre 
lion  de  fiirccsditcrminécs  l'„  l>,.  . 

\0,  --  (  h  i\  y,  h  Cl  V  déMunaiit  ,l.-s 

lion  Mur'-+-ÏK>'/'+...- MOt  ' 
M  coïncide  avec  la  position  dVr]iiilib 

lion  par  lojîMU,.  MO, mTTJ,  Si 

distiinecs  des  poims  O,. 

4-  l'osilionv  dVipiililire  d'un  point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  hélice 
Irai'ée  sur  un  r>liiidrc  de  rêrolulion  d'axe  rertiiiul  et  attiré  par  uo  point  de  l'axe 
pru|H>r  lion  ne  Dément  i  la  distanii-. 

Jlê/ionie.  —  Une  jiosition  d'équililiri'  stable. 

5.  l'osiliuiis  d'équilibre  d'un  point  M  mobile  sans  frolti'uienl  sur  une  circoofë  - 
reiicc  de  raynn  a,  snllicité  par  une  force  d^inl  la  direction  passe  par  un  point 
lixc  A  de  lii  lirLOufcrence  et  dont  la   râleur  alKi^brique  estimée  en  prenant  AM 

comme  sens  noi.itif  est  i  —  ^^=  ■ 
\M 

He/ionai:  — Tiui*  piisitiunad'éi|uilibrc  :  dcui  pnur  lesquelles  AM  -=0,  unepoor 
lai|iicllc  \.M  —  la:  tes  deux  premières  stables,  la  troisième  instable. 

il.  Étant  donni'-e  une  fnrce  !■'  d 
Iriiurer  une  surface  S  [l'Ile  qu'ui 


1  dJEerni 
prend  . 

iné.-  A  sous  r.c- 
m  point  0,  tclqne 

).  Homo 

mirer  que  la  font- 

faut  reii 
st  le  een 

im  quand  le  poin: 
iiplacer  cette  Tonc 
lire  dei  moyennes 

G  bis.  Trouver  de  même  des  courbes  sur  lesquelles  le  point  est  eu  équilibre  dans 
tomes  les  positions. 
(Ces  courbes  eiisleot  toujours  :  elles  sont  assujetties  i  vérillcr  l'équation 

qui  permet  de  prendre  arbitrairement  j;  ei^  en  (onction  d'un  paramètre  q  et  de 

T.  Un  point  M  sollicité  par  une  force  F  peut  glisser  sans  Trottcment  sur  une 
courbe  fixe  dont  les  coordonnées  sont  eiprimées  en  fonction  d'un  paramétre  g. 
On  intne  k  cette  courbe  la  LanKenle  MT  dans  le  sens  des  g  croissants.  Démonlrei- 
que  le  cosinus  de  l'angle  TMK  a  le  signe  de  la  fonction  appelée  O  (n°  93);  en 
cinclure  que,  pour  qu'une  position  d'équilibre  9  =  7,  soit  stable,  il  faut  et  il 
sufllt  que  la  fonction  Q  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  quand  q  attuini 

H.  Positions  d'équilibre  d'un  point  mobile  Itl  posé  sur  la  surface  extérieure  d'un 
ellipsoïde  et  repoussé  par  un  point  fi^e  P  proportionnellement  à  la  dislance.  (  Le 
point  M  pouvant  quitter  la  surface  vers  l'eiclérieur,  il  faut  tenir  compte  du  signe 
de  X.  Si  P  est  eiléricur  i  l'ellipsoïde,  une  position  d'équilibre  instable;  s'il  est 
intérieur,  pas  de  position  d'équilibre.  Génniétriquemciit,  le  problème  revient  à 
mener  du   point  P  des  nornialcs  à   la   surface;  il  faut  ensuite  choisir  parmi  les 


9.  Un  point  mobile  sur  une  parabole  y' —  ipx  —  o  est  attiré  par  un  point  liie 
(n,  b)  du  plan  de  la  couibe  proportionnel  le  me  ni  i  la  distance.  Positions  d'équilibre. 
Slabililé.  On  a 


h''f  ordonnées  des  positions  d'équilibre  (pieds  des  normales  Issues  de  a,  b)  s 
les  valeurs  de^  annulant  la  fonction*;^-]  =  iiMn  —  ^V-+(6  — ^)>  valc 
que  l'on  trouverait  en  cherchant  i  rendre  maximum  ou  minimum  la  fonction 

--■'[ia-:ry--vlb-rr] 

exprimée  en  fonction  de  ^.  11  j'  a  stabilité  quand  cette  fonction  est  maximum. 


10.  Aux  trois  sommets  .K,  R,  C  d'un  triangle,  on  attache  des  lits  élastiques  dont 
les  longueurs  naturelles  sont  1,  p,  y;  on  les  allonge  par  les  attacher  ensemble  en 
un  n<Bud  et  l'on  suppose  que  la  force  élastique  de  chaque  lîl  est  proportionnelle 
t  UD  allongement  par  unité  de  longueur  (par  exemple,  x  étant  l'allongement  du 
pour  les  trois  fils).  Quelle 
^,  -;-  pour  que  la  posilian 
centre  de  gravité  du  triangle? 
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CHAPITRE  VI. 

ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  SOUDE. 


I.  -  SÉDUCTION  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  CORPS 
SOLIDE.  ÉQUILIBRE. 

96.  Corps  solide. —  Un  corps  solide  est  un  ensemble  de  point^ 
matériels  invariablement  liés  entre  eux. —  Lorsqu'une  force  esi 
appliquée  à  l'un  de  cespoinls,ondi\.r\u'cl\evsl  appliquéeau  corps. 
Le  corps  solide  ainsi  défini  est  une  abstraction.  Tous  les  corps  de 
la  nature  se  déforment  sous  l'aclion  des  forces  qui  leur  sont  ap- 
pliquées; mais  les  corps  appelés  communément  solides  subissent 
des  déformations  très  pelitcs,  qui  peuvent  être  négligées  dans  une 
preniiiVe  approximation,  pourvu  que  les  forces  ne  soient  pas  trop 
grandes. 

D'après  les  théorèmes  géDéraiii  relatifs  à  l'équilibre  d'un  s^'s- 
tème  quelconque,  pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre  sous 
l'action  de  certaines  forces,  il  faut  qnc  ces  forces  constituent  uu 
système  de  vecteurs  équixalent  à  zéro. 

Mais,  pour  un  corps  solide,  celte  condition  nécessaire  est  aussi 
si/usante.  On  le  démontre  en  admettant  comme  évidente  la  pro- 
position suivante  : 

Deux  forces  égales  et  directement  opposées  appliquées  à  un 
corps  solide  se  font  éi/uilîbre. 

D'après  cette  proposition,  on  peut,  sans  changer  létal  d'un 
solide,  supprimer  ou  ajouter  un  système  de  deux  forces  égales  ei 
dircctemcDl  opposées. 

Celte  même  proposition  permet  de  démontrer,  comme  dous 
l'avons  fait  dans  ta  théorie  des  vecteurs  (d°  16),  la  propriété  sui- 
vante : 

On  peut,  sans  changer   l'état  d'un  solide,  /—•-•■^«•fte/-  /^ 
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point  (inapplication  d'aune  force  en  un  point  quelconque  de  sa 
direction,  pourvu  que  ce  nouveau  point  soit  invariablement 
lié  au  solide. 

Nous  allons  monlrer  comment,  en  admettant  cette  proposition, 
on  peut  réduire  à  des  éléments  simples  un  ensemble  de  forces 
appliquées  à  un  solide  et  en  déduire  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  d'équilibre. 

97.  Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  —  Équi- 
libre. —  D'après  ce  qui  précède,  on  ne  change  pas  l'état  d'un 
solide  en  effectuant  les  opérations  élémentaires  suivantes  : 

Adjonction  ou  suppression  de  deux  forces  égales  et  directe- 
ment opposées;  transport  d' une  force  en  un  point  de  sa  direc- 
tion . 

Composition  de  plusieurs  forces  concourantes  en  une  seule, 
ou  décomposition  d^ une  force  en  forces  concourantes. 

Nous  avons  vu  que  tous  les  systèmes  de  vecteurs  obtenus  à 
l*aide  de  ces  opérations  sont  équivalents,  c'est-à-dire  ont  même 
résultante  générale  et  même  moment  résultant;  et  que,  réci- 
proquement, deux  systèmes  de  vecteurs  équivalents  peuvent  se 
ramener  l'un  à  l'autre  par  ces  opérations.  Donc,  deux  systèmes 
de  forces  représentés  par  des  systèmes  de  vecteurs  équivalents 
peuvent  être  remplacés  Vun  par  Vautre  sans  changer  l'état 
du  solide. 

Réduction  à  deux  forces.  —  Comme  nous  l'avons  démontré 
dans  la  théorie  des  vecteurs,  un  système  (S)  de  forces  appliqué  à 
un  corps  solide  peut  être  réduit,  par  les  opérations  élémentaires, 
à  deux,  F  et  ^,  dont  l'une  est  appliquée  en  un  point  pris  arbi- 
trairement. 

Réduction  à  une  force  et  à  un  couple.  —  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  théorie  des  vecteurs,  un  système  quelconque  de 
forces  (S)  peut  être  remplacé  par  une  force  unique  R  égale  à  la 
résultante  générale  appliquée  en  un  point  arbitraire  O  et  un 
couple  dont  l'axe  est  égal  au  moment  résultant  OG  par  rapport 
ft«  point  O. 
LriLi^MâÊÊÊUibre*  —  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  le  sys-- 

9 
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tème(S)  soit  équivalent  à  zéro,  c'est-à-dire  que  la  résultante  géné- 
rale OR  et  le  moment  résultant  OG  soient  nuls.  Cette  condition 
est  suffisante  ;  en  efiet,  si  elle  est  remplie,  les  forces  peuvent,  par 
les  opérations  élémentaires,  être  réduites  à  un  couple  dont  Taxe  OG 
est  nul,  et  qui  est  par  suite  formé  de  deux  forces  égales  et  direc- 
tement opposées. 

Équations  d'équilibre.  —  Appelant  X,  Y,  Z  les  sommes  des 
projections  des  forces  sur  les  trois  axes,  L,  M,  N  les  sommes  de 
leurs  moments  par  rapport  aux  trois  axes,  on  a  les  six  équations 
d'équilibre  nécessaires  et  suffisantes 

X  =  o,        Y  —  o,        Z  =  o  ;         L  =  o,         M  =  o,         N  =  o. 

98.  Systèmes  de  forces  équivalents  pour  un  solide.  —  Nous 
avons  vu  dans  le  numéro  précédent  que  si  deux  systèmes  de  forces 
appliqués  à  un  solide  sont  représentés  par  deux  systèmes  de  vec- 
teurs équivalents,  ils  peuvent  être  remplacés  l'un  par  Tautre  sans 
changer  Tétai  du  corps. 

Réciproquement,  si  deux  systèmes  de  forces  (A)  et  (B)  peuvent 
être  remplacés  l'un  par  l'autre  sans  changer  l'élal  du  corps,  ils 
sont  représentés  par  deux  systèmes  de  vecteurs  équivalents. 

En  effet,  considérons  le  système  ( — A)  composé  de  toutes  les 
forces  de  (A)  changées  de  sens.  Ce  système  ( —  A)  est  évidemment 
tenu  en  équilibre  par  le  système  (A),  il  Test  donc  aussi  par  lesvs- 
tème  (B)  qui  par  hypothèse  produit  le  même  effet  que  (A).  Donc, 
l'ensemble  des  vecteurs  ( — A)4-(B)  est  équivalent  à  zéro  :  ou 
encore  le  système  de  vecteurs  (A)  est  équivalent  au  système  (B). 

Quand  deux  systèmes  de  forces  (A)  et  (B)  peuvent  être  rem- 
placés l'un  par  l'autre  sans  changer  l'état  d'un  solide  on  dit  qu'ils 
sont  équivaients  pour  un  solide.  On  voit  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  systèmes  de  forces  soient 
équivalents  pour  un  solide  est  qu'ils  soient  représentés  par  des 
systèmes  de  vecteurs  équivalents, 

99.  Cas  particuliers  de  la  réduction.  —  Pour  que  le  système  (S) 
admette  une  résultante  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résnU 
tante  générale  OR  soit  différente  de  zéro  et  que  le  momeM 
résultant  OG  soit  perpendiculaire  à  la  direction  de  ta  ri$ul^ 
tante  générale.  La  résultante  unique  est  alors  dî 
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Vaxe  central.  Analylîquement,  on  a  les  conditions 

X«4-  Y»H-Z*>  o,         LX  -h  MY  -+-  NZ  =  o. 

Pour  que  le  système  (S)  se  réduise  à  un  couple  unique,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  résultante  générale  soit  nulle,  sans  que  le 
moment  résultant  le  soit  : 

X  =  G,        Y  =  o,        Z  =  o. 

100.  Autre  forme  des  conditions  d'équilibre.  —  Pour  Céqui- 
libre  d^un  solide,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à  chacune  des  six  arêtes  dun  tétraèdre 
soit  nulle.  Cette  condition  est  évidemment  nécessaire:  elle  est 
suffisante.  En  effet,  supposons-la  remplie  pour  un  tétraèdre  ABCD  : 
la  somme  des  moments  étant  nulle  par  rapport  aux  trois  arêtes  AB, 
AC,  AD,  issues  du  sommet  A,  le  moment  résultant  par  rapport  au 
point  A  est  nul,  et  les  forces  considérées  ont  une  résultante  unique 
passant  par  A  ou  bien  se  font  équilibre.  Le  même  raisonnement 
pouvant  être  appliqué  à  chaque  sommet,  les  forces  se  font  équi- 
librCf  car  il  est  impossible  qu'elles  aient  une  résultante  unique 
passant  par  les  quatre  sommets. 

Comme  application, on  démontre  que  quatre  forces  appliquées  aux  quatre 
sommets  d'un  tétraèdre,  proportionnelles  aux  aires  des  faces  opposées  et 
dirigées  normalement  vers  ces  faces,  se  font  équilibre.  On  vérifie  que  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  chacune  des  six  arêtes  du  tétraèdre  est 
nulle  (/^.  67). 

Fig.  67. 


En  effet,  soient  a,  p,  Y)  ^  1^^  forces  appliquées  aux  sommets  A,  B,  G,  D 
du  tétraèdre, 


a  =  A:.BGD,        p  =  Ar.GDA,        ^=ik.\^X^,        S  =  A:. ABC. 

Prenons  les  moments  par  rapport  à  l'arête  CD  :  les  forces  y  et  8  ont  des 
moiQents  nuls;  les  forces  a  et  ^  ont  des  moments  de  signes  contraires.  La 


i3a 


-    STATtQUB. 


force  a  ^Unt  dirigée  suivant  la  hauteur  AA',  l'angle  de  a  avec  CD  CM 
droit,  et  la  plus  courte  distance  de  a  à  CD  est  la  perpendiculaire  A' A*, 
abaissée  de  A'  sur  CD  -  le  moment  de  s  par  rapport  à  CD  a  donc  pour  valeur 
absolue 

a.VÂ''=  a.ÂA'.cotç  =  *.ltCD.AÂ'.cot!p  =  SXVcoiip, 

V  d^i^-Dant  le  volume  du  lOlraèdre  ni  iji  l'angle  dièdre  suivant  l'arête  CD. 
ht  momeni  de  ^  a  la  m^mc  valejr  absolue.  La  somme  des  momenti  par 
rapport  à  une  arête  quelconque  CD  est  donc  nulle. 


-  APPUGATIONS.  FORCES  DANS  UN  PLAN.  FOKCES 
PARALLELES;  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


101.  Forças  dans  nn  plan.  - 
xr.  nous  aurons  évidemment 


i  ce  plan  pour  pian  des 


LX  -  MY  -  NZ  =  o. 

l'ar  consoqiirnt  ; 

Si  \'-l-'\*>o,  le  svsièmc  a  une  résultante  unique  située 
dati.«  if  plan  ot  dirij;ôc  suivant  l'axo  contrai; 

Si  \  =  o.  V  ~:  u  avec  N^  o,  to  svslème  se  réduit  à  un  couple  ; 

Si  \  =  o.  Y  ii=  i>,  ^  =  o,  le  système  est  en  équilibre. 

I.A>rs<|iie  N  est  nul,  les  forces  ont  une  résultante  passanl  par  le 
IMÎnl  O  ou  se  foni  équilibre;  si  donc  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  ù  doux  points  du  plan  est  nulle,  la  résulUnte 
passe  par  ces  points,  ou  bien  i(  v  a  équilibre;  enlin,  ^i  cette 
c$t  nulle  pour  trois  ^loiiits  du  plan,  non  en  lij^ne  droite. 

»■  a  nécessairement  équilibre. 


UU.  Exemples.  —  "*  Trônons  d^iis  K-  plan  dos  J-r  un  polvï^one  quel- 
i-iMiqnr  i-l  .tppliquiMi*  .m  milieu  di-  chacun  de  «i-s  ci\ié«  et  perpendiculalre- 
nu-nl  i  >J  dir.'.linn  uno  force  pri<porlioiiii<'lK- À  s.i  Kingticuret  dirigée  vers 
IVMorieur  du  pnK^onc;  ec<i  forci-*  m-  f>iiil  cqiiilibre.  Nous  allons  établir 
pfomcIriqneiHeul  celle  prt>po»ilion.  Dcui<uilrons-la  tout  d'abord  pour  un 
tri*nslc  .\IIC. 

I.O*  lr.ii«  force*  .\'(k.m'l.  11\K..m;»,  O'iK.ABl  sont  concourantes 
CMiiimc  éianl  |<er|>rndicuUii-e*  nu\  milicu\  des  ciMcs  <lu  triangle;  de  plus. 
b  Mtnimc  de  leurs  projections  sur  un  ii\e  quelconque  est  éviileuimeat 
nulle:  ces  troi«  for.-c*  se  font  donc  équilibre  IJig.  68). 

l'itssttB»  iiidinienanl  au  cas  d'uu  (Milygone  qatloMqie.  A  l'aiJe  de  dia- 
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gonales  issues  d'un  sommet,  partageons-le  en  triangles.  Perpendiculaire- 
ment aux  côtés  de  chacun  des  triangles  ainsi  déterminés  et  en  leurs  mi- 
lieux appliquons  une  série  de  forces  proportionnelles  à  ces  côtés  et  dirigées 
vers  l'extérieur  du  triangle  correspondant.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ce 


système  de  forces  est  en  équilibre  :  or,  au  milieu  de  chaque  diagonale  sont 
appliquées  deux  forces  égales  et  opposées  ;  on  peut  donc  les  supprimer  sans 
troubler  l'équilibre,  et  le  polygone  reste  en  repos  sous  l'action  des  forces 
appliquées  normalement  à  ses  côtés;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

2*  Soit  donné  un  polygone  plan  ABCDE(yî^.  69),  sur  lequel  nous  déter- 
minons un  sens  de  circulation;  appliquons  à  chaque  sommet  de  ce  poly- 

Fig.  69. 


gone  une  force  dirigée  dans  le  sens  du  côté  qui  y  aboutit  et  proportionnelle 
à  sa  longueur.  Si  le  polygone  est  convexe,  ces  forces  se  réduisent  à  un 
couple.  En  effet,  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  un  axe  quel- 
conque est  nulle  comme  égale  à  K  fois  la  projection  du  contour  fermé 
ABCDE.  De  plus,  la  somme  des  moments  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque O  du  plan  du  polygone  n'est  pas  nulle;  en  effet,  c'est 


c'est-à-dire 


N  =  =t  2K  [surf.  OAB  -+-  surf.  OBC  -+-. . .], 
N  =±  2 K  surf.  (ABCDE). 


Il  ne  peut  donc  pas  y  avoir  équilibre. 
Si  le  polygone  est  concave,  il  n'en  est  plus  de  même;  prenons,  en  effet, 
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le  polygone  A'B'C'D';  la  somme  des  moments  par  rapport  à  un  point  O 
du  plan  sera,  en  ayant  égard  à  leurs  signes, 

ri  2K  (surf.  D'IC-  surf.  B'IA'); 
il  y  aura  donc  équilibre  si  les  deu\  triangles  D'IC,  B'IA'  sont  équivalents. 

103.  Forces  parallèles.  —  Soit  un  corps  solide  sollicité  par  des 
forces  parallèles  à  une  même  direction  ;  appelons  ol,  ^,  y  les  cosinus 
directeurs  d^une  demi-droite  OD  parallèle  à  cette  direction,  P|, 
Pj,  . . .,  P„  les  valeurs  algébriques  des  forces  parallèles  estimées 
positivement  dans  le  sens  OD,  négativement  en  sens  contraire, 
et  xjk^yk,  ^ki  les  coordonnées  du  point  d'application  de  Pa»  Les 
différents  cas  possibles  sont  les  suivants  (n®  30)  : 

1^  IPa^o.  Résultante  unique,  parallèle  à  la  direction  donnée, 
ajant  pour  valeur  algébrique  SP^  et  appliquée  au  centre  des  forces 
parallèles 

dont  la  position  est  indépendante  de  la  direction  des  forces; 

2»  2Pa=o,  avec  L-^-l- M^-i- N'>  o.  Couple  unique  d'axe  L, 
M,N; 

3»  SP,=  o,  ^  =  ^*  =  ^*.  Équilibre. 

Equilibre  asiatique.  —  Supposons  que,  le  corps  se  déplaçant, 
les  forces  parallèles  restent  constantes  en  grandeur,  direction  et  sens 
et  demeurent  appliquées  en  des  points  fixes  du  corps;  l'équilibre 
est  dit  asiatique  quand  il  subsiste  quelle  que  soit  l'orientation  du 
corps  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelle  que  soit  l'orientation  des 
forces  par  rapport  au  corps,  c'est-à-dire  quels  que  soient  a,  p,  y- 
Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

2Pit=o,        2Paxa=o,        ^Pkyk=Oy        2PAZ)t=o. 

Dans  ce  cas,  le  centre  de  celles  des  forces  parallèles,  qui  tirent 
dans  un  sens,  coïncide  avec  le  centre  de  celles  qui  tirent  en  sens 
contraire,  de  sorte  que  ces  deux  systèmes  de  forces  se  font  toujours 
équilibre. 
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404.  Centres  de  gravité.  —  Nous  avons  dc^jà  défini  le /^oirf^  d'un 
point  matériel  :  c'est  une  force  verticaledont  l'intensité/?  est  égale 
à  la  masse  du  point  matériel  multipliée  par  l'accélération  g  due  à 
la  pesanteur,  accélération  qui,  en  un  même  lieu,  est  la  même  pour 
tous  les  corps.  La  direction  de  la  verticale  change  d'un  lieu  à 
l'autre;  l'observalion  a  prouvé  que  la  valeur  de  ^  varie  avec  la 
latitude  et  l'altitude;  mais  ces  variations  sont  insensibles  dans 
l'étendue  d'un  corps  de  dimensions  ordinaires.  Un  corps  solide 
pesant  peut  donc  être  considéré  comme  une  réunion  d'un  grand 
nombre  de  points  matériels  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des 
forces  verticales  parallèles  proportionnelles  à  leurs  masses.  La 
résultante  de  ces  forces,  qui  est  égale  à  leur  somme,  s'a|)pelle  le 
poids  du  corps.  Le  point  d'application  de  cette  résultante,  ou  le 
centre  des  forces  parallèles,  se  nomme  spécialement  centre  de 
gravité;  il  occupe  dans  le  corps  une  position  indépendante  de 
l'orientation  de  celui-ci;  car,  lorsque  le  corps  se  déplace,  tout  se 
passe,  pour  un  observateur  entraîné  avec  lui,  comme  si,  le  corps 
restant  immobile,  les  forces  parallèles  tournaient  d'un  même 
angle  autour  de  leurs  points  d'application,  ce  qui  n'altère  pas  la 
position  du  centre  des  forces  parallèhrs.  Ainsi,  le  centre  de 
gravité  est  le  point  du  corps  par  lequel  passe  constamment  le 
poids  du  corps  quelle  que  soit  son  orientation.  Si  donc  on  fixe  le 
centre  de  gravité,  en  laissant  au  corps  solide  la  liberté  de  tourner 
autour  de  ce  point,  le  corps,  soumis  uniquement  à  l'action  de  la 
pesanteur,  reste  en  équilibre  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut 
prendre. 

lOo.  Expression  des  coordonnées  du  centre  de  gravité.  —  Soient 
mi,  m2,  . . .,  nin  les  masses, />j,/^2;  •  ••?/'«  It's  poids  des  points  ma- 
tériels qui  constituent  un  corps  solide,  {x^,ys^z^)^  (•^2-^2)^2)'  •••? 
{^n^yny  ^n)  leurs  Coordonnées,  P  et  M  le  poids  et  la  masse  du 
corps.  On  aura 

/>A=  mkfr,        V  —  pi-^ pi'h...-hp„^  M^. 

Si  l'on  désigne  par  (Ç,  t^,  Ç)  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité, on  a,  d'après  les  formules  qui  donnent  le  centre  des  forces 
parallèles, 


P\-^  Pi-^'  --^  Pn  mi-^  mi-4-. .  .4- m,i 


* 


i 


i  DBII\IEIIE    I 

,  SOUS  forme  abrégée, 
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On  voit,  d'après  ces  formules,  que  la  position  du  centre  de  gra- 
vité dépend  uniquement  des  maises  des  points. 

Cette  observation  est  importante,  car  ctic  permet  d'étendre  la 
notion  de  centre  de  gravité  à  des  systèmes  non  pesants.  Même, 
dans  certaines  questions  relatives  à  des  points  matériels  de  masses 
mi,mt,  ...,m„  non  invariablement  liés  entre  eux,  il  est  utile 
d'introduire  le  point  dont  les  coordonnées  \,  i\,  ^  sont  définies 
par  les  formules  précédentes  :  ce  point  qu'Euler  proposait  d'ap- 
peler centre  d'inertie  continue  à  porter  le  nom  de  centre  de  gra- 
vité, quoique  les  eonsidi-ralions  qui  conduisent  à  la  notion  du 
centre  de  gravîlé  ne  soient  plus  applicables.  Le  centre  de  gravité 
est  évidemment  situé  à  l'intérieur  de  loiilc  surface  convexe  entou- 
rant les  points  considérés  (n°  32,  Remarque). 

Lorsque  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  G,  et  Gi  de  deux 
parties  d'un  corps  et  leurs  masses  M,  et  M,,  on  en  déduit  immé- 
diatement le  centre  de  gravité  du  corps,  car  ce  centre  est  le 
centre  des  forces  parallèles  M|^  et  M^^  appliquées  aux  deux 
points  G,  et  Gj.  D'une  manière  générale,  lorsque  l'on  connaît  les 
centres  de  gravité  G|,  Gi,  ..-,  G^  de  plusieurs  parties  d'un  corps 
et  leurs  masses  M,,  Mj.  ...,  M^,  le  centre  de  gravité  du  corps  est 
le  centre  des  forces  parallèles  M,  g,  Mjg',  . . . ,  ^pg  appliquées 
aux  points  G|,  G^.  ....  G^.  En  appelant  Xf^y^,  z,,  x„  y^,  i^,  ..., 
Xp,yp,  Zp  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  de  ces  diverses 
parties,  on  aura  pour  les  coordonnées  Ç,  t,  ,  !^  du  centre  de  gravité 
du  corps 


l- 


.\I,-M,- 


-  yipTp 


-Mp 


Lorsque  l'on  veut  déterminer  le  centre  de  gi-avilé  d'un  corps 
solide  de  forme  donni>e,  par  exemple  d'une  masse  de  métal,  on 
doit  appliquer  les  formules  précédentes  à  un  corps  formé  d'un 
nombre  extrêmement  grand  de  points  matériels  situés  à  des  dis- 
tances mutuelles  extrêmement  petites.  On  tourne  la  dinicuké  en 
regardant  le  corps  comme  continu,  ce  qui  n'est  pas  conforme  ù  la 
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réalité,  mais  fournil  une  approximalion  très  suffisante  pour  les 
applications.  Nous  renverrons  le  lecteur  désireux  de  se  rendre 
compte  d^une  façon  détaillée  de  la  légitimité  de  cette  substitution 
d'un  corps  continu  à  un  corps  donné  au  Chapitre  VI  de  la  Méca- 
nique de  Poisson  relatif  à  l'attraction  des  corps.  Un  corps  solide 
étant  ainsi  assimilé  à  un  volume  continu,  on  le  supposera  divisé 
en  un  nombre  infiniment  grand  de  parties  infiniment  petites  dans 
tous  les  sens,  en  plaçant  le  centre  de  gravité  de  chacune  de  ces 
parties  en  un  point  quelconque  de  sa  masse;  les  formules  qui 
donnent  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  corps  divisé 
en  parties  de  masses  Mi,  M2,  •••,  M^  contiennent  alors,  à  la  place 
des  sommes  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur,  des 
intégrales  triples.  Lorsqu'un  corps  a  une  épaisseur  très  petite  par 
rapport  à  ses  autres  dimensions,  on  assimile  le  corps  à  une  sur- 
face :  telle  est,  par  exemple,  une  feuille  de  papier  ou  de  métal  très 
mince.  De  même,  il  est  des  cas  où  l'on  peut  considérer  un  corps 
comme  réduit  à  une  ligne  :  tel  est  le  cas  d'un  fil  long  et  fin. 

Nous  indiquerons  à  la  fin  du  Chapitre  quelques  formules  pour 
la  détermination  du  centre  de  gravité  des  lignes,  des  surfaces  et 
des  volumes. 


III.  -  SUITE  DES  APPLICATIONS.  FORCES  QUELCONQUES 

DANS  L'ESPACE. 

106.  Exemples  d'équilibre.  —  1°  Des  forces  appliquées  aux  centres 
de  gravité  A',  B',  G',  D'  des  faces  d'un  tétraèdre  ABCD,  proportion- 
nelles aux  aires  des  faces  et  dirigées  normalement  à  ces  faceSy  toutes 
vers  ^intérieur,  se  font  équilibre.  En  effet,  ces  forces  sont,  par  rapport 
au  tétraèdre  A'B'C'D'  ayant  pour  sommets  les  centres  de  gravité  des 
faces  du  premier,  dans  la  position  indiquée  à  la  fin  du  n"*  100.  On  conclut 
de  là  que  des  forces  appliquées  aux  centres  de  gravité  des  faces  d*un 
polyèdre,  proportionnelles  aux  aires  des  faces  et  dirigées  normalement 
auxfaceSj  toutes  vers  rintérieur,  se  font  équilibre.  Il  suffit  de  décom- 
poser le  polyèdre  en  tétraèdres  et  d'appliquer  à  cet  ensemble  de  tétraèdres 
un  raisonnement  identique  à  celui  qui  a  été  employé  à  la  fin  du  premier 
exemple  du  n"  102. 

Comme  cas  limite  on  voit  que  si  l'on  prend  une  surface  fermée  et  si  l'on 
applique  à  chaque  élément  superficiel  infiniment  petit  une  force  normale 
proportionnelle  à  cet  élément,  on  obtient  un  système  en  équilibre. 

•2"  Des  couples  dont  les  axes  sont  proportionnels  aux  aires  des  faces 
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4/  1/7.  /»oM  r-cf-f  ^^  ^Àriz4i  normalement  à  ces  faces,  tous  vers  l'inié- 
y-icw  »r  ''itr^r  ^çmijif^re.  En  effet,  la  somme  des  projections  des  axes  de 
t*t;^  c*»u}iit*ï-  ^UT  ci>t  direction  quelconque  est  nulle. 

iir.  ConfiaioBS  pour  qa*oii  puisse  diriger  suivant  trois,  quatre,  cinq, 
KK  ôruiaBfc  des  forces  en  équilibre.  —  Cherchons  comment  doivent  être 
siintre^  àxbi  T^^pace  trois  ou  quatre,  ou  cinq,  ou  six  droites,  pour  qu'on 
jiuH'ivt  cjriz^r  soÎTant  ces  droites  des  forces  se  faisant  équilibre.  Nous  fe- 
Tcojf  d'*V-r»J  U  remarque  suivante  :  lorsque  plusieurs  forces  Ft,  Fj,  ..mF» 
-M-  i'.*!:*  équilibre,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  quel- 
iM^^x,^  ^i^x  nulle;  donc,  si  l'on  peut  mener  un  axe  A  s'appuyant  sur  les 
-âjr&ctions  de  (  /i  —  i;  des  forces,  le  moment  de  chacune  de  ces  forces  étant 
sdl.  le  moment  de  la  dernière  force  est  nul  aussi,  et  Taxe  A  rencontre 
«paiement  la  direction  de  cette  dernière  force,  à  distance  finie  ou  infînie. 
Cette  propriété  a  même  lieu  pour  un  axe  A  imaginaire ,  quoiqu'on  ne 
pais5«  plus  parler  de  moments  par  rapport  à  cet  axe  :  en  effet,  soient 
\z\  y\  z  )  et  {x'^y'^z')  deux  points  réels  ou  imaginaires,  A  l'axe  joi- 
gnant ces  deux  points,  et  X^-,  Y;t»  Z^,  Ljt,  M^,  N^t  les  projections  et  les 
moments  d'une  force  F^-  appliquée  au  point  Xk^yk',  ^k-  ^^  condition  pour 
que  l'axe  A  et  la  force  F^.  soient  dans  un  même  plan  s'obtient,  d'après 
les  formules  élémentaires  de  la  Géométrie  analytique,  en  écrivant  que  la 
quantité 

DKk^-i:r''-x')Lk-^{y''-y)Mk~-{z''-z')Nk-r-(yz''-z'y)\k 
.^i;,'a;''-.x'z')Yk-^{xy-yx'')Zk 

est  nulle.  Les  forces  Fj,  Fj,  . . .,  F„  se  faisant  équilibre,  la  somme 

est  évidemment  nulle  :  si  donc  les  quantités  OKi,  ^Tlj,  ...,  Olin-t  sont 
nulles,  c'est-à-dire  si  l'axe  A  rencontre  les  (n  —  i)  premières  forces,  la 
quantité  D\Ln  est  aussi  nulle,  et  l'axe  A  rencontre  aussi  la  dernière  force  à 
distance  finie  ou  infinie.  Si  le  point  x'y  y\  z  est  réel,  la  condition  ORa=  o 
signifie  que  le  moment  de  Y k  par  rapport  à  ce  point  est  normal  à  A. 

I**  Trois  droites.  —  Supposons  que  suivant  trois  droites  on  ait  dirigé 
trois  forces  en  équilibre.  Tout  axe  s'appuyant  sur  deux  de  ces  droites  devra 
s'appuyer  sur  la  troisième.  Les  trois  droites  sont  donc  nécessairement 
dans  un  même  plan  :  si  deux  d'entre  elles  sont  concourantes,  la  troi^ 
sième  doit  passer  par  leur  point  de  concours;  sinon,  les  trois  droites 
sont  parallèles.  Ces  conditions  sont  nécessaires.  Si  elles  sont  satisfaites, 
on  peut  évidemment  diriger  suivant  les  trois  droites  des  forces  en  équi- 
libre. 

a**  Quatre  droites.  —  Supposons  que,  suivant  quatre  droites,  Dj,  Dj, 
D),  D4,  on  ait  dirigé  quatre  forces  se  faisant  équilibre.  Tout  axe  A  s'ap- 
puyant sur  trois  de  ces  droites  doit  rencontrer  la  quatrième.  Si  donc  nous 
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nous  plaçons  dans  le  cas  général,  où  il  n'existe  pas  de  plan  contenant  à  la 
fois  deux  des  droites,  la  surface  réglée  du  second  ordre  (hyperboloïde  ou 
paraboloïde),  engendrée  par  un  axe  A  s'appuyant  sur  trois  des  droites, 
devra  admettre  la  quatrième  comme  génératrice  du  même  système  que  les 
trois  premières.  On  a  ainsi  la  conditioa  nécessaire  indiquée  par  Mbbius  : 
il  faut  que  Di,  Dj,  Dj,  D4  soient  quatre  génératrices  d'un  même  sys- 
tème d'une  surface  du  second  ordre.  Pour  établir  que  cette  condition 
est  suffisante,  nous  emprunterons  a  M.  Darbouxla  démonstration  suivante 
(Note  insérée  dans  le  premier  Volume  de  la  Mécanique  de  Despeyrous  ; 
Hermann,  éditeur)  : 

Prenons  sur  un  hyperboloïde  quatre  génératrices  D,,  Dj,  D3,  D4  d'un 
même  système  :  par  un  point  A  de  l'espace  {fig*  70),  menons  des  paral- 
lèles A],  A],  A3,  A4  à  ces  génératrices;  appliquons  sur  A4  une  force  F4  et 
soient  Fj,  F',,  F3   les  composantes  suivant  les  droites  Ai,  Aj,  As  d'une 

Fig.  70. 


force  égale  et  contraire  à  F'^  appliquée  au  point  A.  Les  quatre  forces  F',, 
FJ,  F'j,  F4  ainsi  obtenues  ont  évidemment  une  somme  géométrique  nulle. 
Transportons  maintenant  ces  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  sur  les 
droites  Di,  Dj,  D3,  D4  en  Fi,  Fj,  F3,  F4.  Ces  quatre  nouvelles  forces  se 
font  équilibre  :  en  effet,  leur  résultante  générale  est  nulle;  leur  moment 
résultant  est  donc  le  même  par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace.  Ce 
moment  résultant  est  ou  bien  nul,  ou  bien  perpendiculaire  à  toutes  les  gé- 
nératrices A  du  second  système  de  l'hyperboloïde,  car  chacune  de  ces  gé- 
nératrices A,  rencontrant  les  quatre  droites  D^,  D^,  D3,  D4,  la  somme  des 
moments  par  rapport  à  A,  c'est-à-dire  la  projection  du  moment  résultant 
sur  A,  est  nulle. 

Le  moment  résultant  est  donc  nul,  puisqu'il  ne  peut  pas  être  perpendi- 
culaire à  toutes  les  génératrices  d'un  même  système  d'un  hyperboloïde,  ces 
génératrices  n'étant  pas  parallèles  à  un  même  plan.  II  y  a  donc  équilibre. 

Si  les  quatre  droites  Di,  Dj,  D3,  D4  sont  des  génératrices  d'un  même 
système  d'un  paraboloïde  hyperbolique,  les  droites  auxiliaires  A],  Aj,  A3, 
A4  sont  dans  un  même  plan.  On  peut  alors,  en  procédant  comme  dans  le 
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Si  ToD  fait  la  même  opération  pour  chacune  des  six  droites  considérées 
(A:  =  I,  2,  3,  . ..,  6),  on  a,  en  exprimant  que  les  si\  forces  se  font  équi- 
libre, les  six  équations 

(2:aAFA=o,         SpAF*=o,         Z^k^k=Oy 
jSX^tFit— o,        S|x^Fjt=o,        SvaFa-=o, 

chaque  somme  £  étant  étendue  aux  six  forces.  Ces  six  équations,  étant  li- 
néaires et  homogènes  en  Fi,  F),  F3,  F4,  F|,  F«,  donneront  pour  ces  quanti- 
tés inconnues  des  valeurs /iu//e5,  à  moins  que  le  déterminant  des  coefficients 
des  inconnues  soit  nul.  On  a  donc  la  condition  nécessaire  et  suffîsante 

«i     ?i     ïi     Ài     ji,     ^, 
«î    Pt    T»    ^»     Kj    ^î 

«6     Pe     Y6     ^6     f^e     v« 


=  0, 


qui  exprime  que  les  six  droites  appartiennent  à   un  même  complexe  li- 
néaire. 

Un  calcul  identique  montre  que,  si  le  nombre  des  droites  données  était 
supérieur  à  six,  on  pourrait  toujours  diriger  suivant  ces  droites  des  forces 
en  équilibre,  car  les  six  équations  (i)  contiendraient  des  inconnues  Fjig  en 
nombre  supérieur  à  six. 


IV.  —  CORPS  SOLIDES  ASSUJETTIS  A  DES  LIAISONS. 

108.  Méthode.  —  La  méthode  générale  que  nous  emploierons 
consiste  à  regarderies  corps  comme  libres,  en  introduisant  comme 
inconnues  auxiliaires  les  réactions  provenant  des  liaisons  qui  leur 
sont  imposées,  réactions  que  Ton  nomme  forces  de  liaison, 

100.  Corps  ayant  un  point  fixe.  —  Imaginons  un  solide  ayant 
un  point  O  fixe,  autour  duquel  il  peut  tourner  librement.  Dési- 
gnons par  F|,  F2,  . . . ,  Fn  les  forces  qui  agissent  sur  ce  solide.  Un 
tel  corps  est  ce  qu^on  peut  appeler  un  lei>ier^  dans  le  sens  le  plus 
général  du  mot.  Nous  cherchons  donc  les  conditions  d'équilibre 
d'un  levier. 

Le  corps  solide  exerce  sur  le  point  fixe  une  pression  K(Jig.  ^i); 
en  vertu  du  principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  le 
point  fixe  exerce  sur  le  corps  une  réaction  Q  égale  et  directement 
opposée  à  R,  de  sorte  que  le  corps   solide  peut   être  considéré 
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comme  libre  sous  l'action  des  forces  F|,  F2,  ...,  F„,Q.  Si  le 
corps  est  en  équilibre,  c'est  que  les  n  premières  forces  ont  une 
résultante  unique,  égale  et  directement  opposée  à  Q;  la  condition 


Fig.  71. 


d'équilibre  est  donc  que  les  forces  données  aient  une  résultante 
uLDique  passant  par  le  point  five.  Celte  condition  est  sufGsante, 
car,  en  remplaçant  les  forces  applicpiées  au  corps  par  cette  résul- 
tante, celle-ci  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  qui  déve- 
loppe une  réaction  égale  et  directement  opposée. 

Nous  )>ou\ons  retrouver  analjtiquement  ces  résKiltats;  prenons 
de*»  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe  O;  désignons 
par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  les  projections  de  la  résultante  générale  et 
du  moment  résultant  par  rapport  à  l'origine  des  forces  F  appli- 
quées au  torps  solide,  et  par  X',  Y',  7J  les  projections  de  la  réac- 
tion Q  du  point  fixe;  les  conditions  d'équilibre  seront 

(i)  X-hX'=r.O,  Y--Y'r.o,  Z-^Z'=o 

C2)  L  =  o,         M   -  o,         \  :_  o; 

les  équations  (:i),  ne  contenant  pas  la  réaction,  sont  les  condi- 
tions nécessaires  de  l'équilibre;  elles  expriment  d'ailleurs  que  les 
forces  F  appliquées  au  corps  se  réduisent  à  une  force  unique  pas- 
sant par  l'origine.  Les  équations  (i)  montrent  alors  que  la  réac- 
tion (V,  Y',  Z')  est  égale  et  opposée  à  cette  résultante  (X,  Y,  Z), 
qui  n'est  donc  autre  que  la  pression  sur  le  point  fixe. 

Prenons  le  cas  particulier  d'un  levier  soumis  à  deux  forces  seu- 
lement F,,  F^;  j)0ur  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  ces 
forces  soient  tenues  en  équilibre  par  la  réaction  Q  du  point  O. 
Les  trois  forces  F|,  Fm,  ()  devant  se  faire  équilibre,  il  faut  que 
F|,  1-2  soient  dans  un  niémi»  plan  avec  Oel  que  la  somme  des  mo- 
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menls  des  forces  F^,  F^  pur  rapport  à  O  soit  nulle  ;  c'est  la  condi- 
tion élémentaire  bien  connue  de  l'équilibre  du  levier. 

110.  Corps  ayant  un  axe  fixe.  —  Soient  F|,  Fa  .  . . ,  F„  les 
forces  qui  agissent  sur  le  corps  solide;  celui-ci  exercera  sur  les 
divers  points  de  l'axe  des  pressions  P',  P'',  P"',  .  .  . ,  et  l'axe  exer- 
cera à  son  tour  des  réactions  Q',  Q",  Q'",  ....  Le  corps  pourra 
être  considéré  comme  libre,  mais  sollicité  par  les  forces  F<, 
Fa,  ...,  F/,,  Q',  Q'',  ....  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut,  en  parti- 
culier, que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  par  rap- 
port a  l'axe  fixe  que  nous  prenons  pour  axe  des  z,  soit  nulle.  Et 
comme  les  moments  des  réactions  Q',  Q",   .  .  .   sont  nuls,  il  faut 

que  l'on  ait 

N  —  o. 

C'est  une  condition  nécessaire  de  l'équilibre.  Elle  est  suffisante; 
en  effet,  si  elle  est  remplie,  les  forces  se  réduisent  à  une  résultante 
générale  OR,  qui  est  détruite  par  la  résistance  de  l'axe  et  un 
couple  dont  Taxe  OG  est  perpendiculaire  à  O^,  puisque  N  est  nul. 
On  peut  faire  tourner  ce  couple  dans  son  plan,  de  façon  que  son 
bras  de  levier  coïncide  avec  Taxe;  alors  les  forces  cp^'qui  le  consti- 
tuent, étant  appliquées  en  des  points  de  l'axe,  sont  détruites  par 
sa  résistance;  le  corps  est  donc  bien  en  équilibre. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne  les  conditions 
d'équilibre  d'un  treuil. 

Calculons  maintenant  les  réactions  de  l'axe.  On  peut  toujours 
admettre  que  la  fixité  de  Taxe  a  été  obtenue  en  rendant  invariables 
deux  de  ses  points,  O,  0^  Ces  points  exerceront  sur  le  solide  des 
réactions  Q',  Q''.  Prenons  le  point  O  pour  origine.  Désignons 
par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  mémos  éléments  que  précédemment,  et 
par  X',  Y',  Z\  X'\  Y",  Vf  les  projections  des  réactions  Q',  Q".  Soit  h 
la  distance  OO'.  Nous  aurons  les  conditions  d'équilibre  (y?^.  72) 

X-^X-hX'^  o,         Y  ^  Y'  -f^  YV-  o,         Z  -+-  Z -+-  Z"  ^  o  ; 

L  _  //  V' .-.  o,         M  -r-  h  X"  =0,         i\  =  o. 

La  dernière  do  ces  équations  est  indépendante  des  réactions  : 
c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre.  Les  deux 
équations  précédonlos  donnent  X'  et  Y'.  Portant  alors  dans  les 
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deux  premières,  on  calcule  X'  et  Y';  mais  Tl  et  Tu    ne  sont  assu 
jetties  qu'à  la  condition  unique 

ZH-Z'-f-Z'=o, 

et  il  est  impossible  de  calculer  complètement  les  réactions. 


Au  point  de  vue  physique,  les  réactions  Q',  Q"  sont  cependant 
bien  déterminées;  mais  les  solides  naturels  ne  possèdent  pas  les 
propriétés  que  l'on  suppose  aux  cor|)s  solides  en  Mécanique  ra- 
tionnelle :  ils  sont  déformables  et  leur  déformation  met  en  jeu 
des  forces  élastiques;  en  tenant  compte  de  ces  forces,  on  peut 
déterminer  complètement  les  réactions. 

111.  Corps  tournant  autour  d'un  axe  et  glissant  le  long  de  l'axe. 
—  Dans  ce  cas,  les  réactions  Q\  Q",  Q"',  ...  de  l'axe  sur  le  corps 
sont  normales  à  l'axe  :  en  prenant  Taxe  pour  axe  O^,  on  a  les 
deux  conditions  d'équilibre 

N  :-  o,        Z  ^  o. 


lia.  Corps  s'appuyant  sur  un  plan  fixe. 

1**  Cas  (Tun  seul  point  iV appui,  —  Considérons  d'abord  le 
cas  où  le  corps  ne  s'appuie  que  par  uu  poiut  sur  le  plan  fixe;  le 
plan  exerce  sur  le  corps  une  réaction  normale,  si  nous  supposons 
que  le  corps  peut  glisser  sans  frottement.  Le  corps  peut  être  con- 
sidéré comme  libre,  mais  soumis  aux  forces  F|,  F^,  .  . . ,  F«,  qui 
agissent  directement  sur  lui,  et  à  cette  réaction  Q.  Pour  que  le 
corps  soit  en  équilibre,  il  faut  que  les  forces  F  aient  une  résultante 
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unique  égale  et  directement  opposée  à  Q  {Jlg'  73),  c'esl-à-dirc 
que  les  forces  données  aient  une  résultante  passant  par  le  point 
d'appui,  normale  au  plan  et  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps 


ri  g.  73. 


sur  le  plan.  Ces  conditions  sont  évidemment  suffîsantes,  car,  lors- 
qu'elles sont  remplies,  la  résultante  ne  peut  déterminer  aucun 
glissement  et  est  détruite  par  la  fixité  du  plan  qui  développe *une 
réaction  égale  et  opposée  à  Q.  Il  serait  aisé  de  retrouver  analyti- 
quement  ces  résultats. 

• 

2"*  Cas  de  plusieurs  points  d* appui  en  ligne  droite,  —  Admet- 
tons que  le  corps  s'appuie  sur  le  plan  fixe  par  des  points  A|, 
A2,  .  .  .,  Ap  de  la  droite  Ox.  En  tous  ces  points,  le  plan  exerce 
des  réactions  normales  Qi,  Qj,  . .  .,  Qp,  toutes  dirigées  dans  le 
même  sens  {fig*  74)»  Ces  forces  ont  une  résultante  Q  normale  au 

Fig.  74- 


\ 


«P 


A,  A         A^ 


plan,  dirigée  dans  le  même  sens,  et  dont  le  point  d'applicalion 
tombe  sur  Ox  entre  les  points  extrêmes  A|,  A^. 

Pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  il  faut  que  les  forces  données 
A.,  I.  10 
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fassent  équilibre  auï  réactions  du  plan,  c'esl-ii-dire  qu^elles  aient 
uoe  résultante  unique,  normale  au  plan,  dirigée  de  façon  à  appli- 
quer le  corps  sur  le  plan,  et  dont  le  prolongement  rencontre 
Ox  en  un  point  situé  entre  A,  et  A,,.  Ces  eondîlions  nécessaires 
sont  suffisantes,  car  cette  résultante  peut  alors  être  décompo- 
sée en  deux  autres,  normales  au  plun  cl  appliquées  en  deux 
points  d'appui;  ces  forces  seront  détruites  par  la  résistance  du 
plan. 

Pour  exprimer  anal^tiquement  ces  conditions,  nous  prendroas 
pour  axe  des  x  la  droite  Oj",  l'axe  des  z  normal  au  plan  et  situé 
du  même  côté  que  te  corps  par  rapport  à  ce  plan.  Toutes  les  réac- 
tions Qi,  Qi Q/>  sont  alors  posilives.  Les  équations  d'équi- 
libre sont 


L^-  . 


M- 


z--Q.-i-Q.-.— Q,.-"; 

-a,(it...~a^i>,,-o,        N  =  . 


en  désignant  par  a,,  a^,  ,  .  .,  tip  les  abscisses  des  points  d'appui. 
Quatre  de  ces  équations,  qui  sont  indépendantes  des  réac- 
tions, expriment  des  conditions  nécessaires  d'équilibre;  elles 
montrent  que  les  forces  données  doivent  avoir  une  résultante 
unique  normale  au  plan  des  xy  et  rencontrant  l'axe  des  x.  La 
troisième  équation  nous  montre  que  /.  doit  être  négatif,  c'est- 
à-dire  que  la  résultante  doit  être  dirigée  de  façon  à  appliquer  le 
corps  sur  le  plan.  Soit  x  l'abscisse  du  point  oii  la  résultante  ren- 
contre Ox.  Son  moment  par  rapport  à  Oy  sera  M-=  — j;Z;on 
devra  donc  avoir 

jZ-i-n,Q|-r-a,Qi-4-...  — «,,Q;,^.>, 
d'où  l'on  lire,  en  remplaçant  Z  par  sa  valeur, 


et  cette  quantité  est,  comme  on  sait,  comprise  entre  les  deux 
valeurs  extrêmes  a,  et  ap,  car  les  quantités  Q,,  Qj,  . . . ,  Qp  sont 
positives;  le  prolcingement  de  la  résultante  rencontre  donc  Ox 
entre  les  points  d'appui  extrêmes. 
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Les  réaclions  du  plan   doivent  maintenant  vérifier   les  deux 
équations 

M  —  «iQi  —  ajQj  —  . .    —  apQp=  o. 

S'il  n'y  a  que  deux  points  d'appui,  elles  donnent  les  deux,  réac- 
tions. S'il  y  a  plus  de  deux  points  d'appui,  les  réactions  ne  sont 
pas  déterminées  par  ces  deux  relations.  On  les  déterminerait  com- 
plètement en  introduisant  des  considérations  d'élasticité. 

3"  Cas  général.  —  Supposons  que  le  corps  solide  repose  sur 
le  plan  fixe  par  une  série  de  points  A| ,  A2,  .  . . ,  Ap  non  en  ligne 
droite.  Le  plan  exerce  des  réactions  normales  Qi,Q2,  .  .  .  ♦  Q/i, 
qui  ont  une  résultante  unique  Q,  car  elles  sont  toutes  dirigées 
dans  le  même  sens  et,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  sur  la  composition 
des  forces  parallèles,  le  point  où  cette  résultante  perce  le  plan  est 
situé  à  l'intérieur  de  tout  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les 
points  d'appui;  en  particulier,  il  esl  à  l'intérieur  du  polygone  de 
sustentation  y  polygone  convexe  dont  les  sommets  sont  des  points 
d'appui  et  qui  renferme  tous  les  autres.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
il  faut  que  les  forces  données  fassent  équilibre  à  la  résultante  Q; 
il  faut  donc  que  les  forces  F  aient  une  résultante  unique  normale 
au  plan,  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  sur  le  plan  et  qui 
le  traverse  à  l'intérieur  du  polygone  de  sustentation.  Ces  condi- 
tions sont  suffisantes,  car,  dans  ces  hypothèses,  on  pourra  toujours 
décomposer  cette  résultante  en  trois  forces  normales  au  plan  et 
appliquées  à  trois  des  points  d'appui,  forces  qui  seront  détruites 
par  la  résistance  du  plan. 

Prenons  toujours  le  même  système  d'axes;  le  corps  pouvant 
être  considéré  comme  libre,  mais  soumis  à  l'action  des  forces  F|, 
Fo, .  .  . ,  F,i,  Qi,  Q2,  .  .  . ,  Qp,  les  conditions  d'équilibre  seront, 
en  désignant  par  «i,^i,^2>^2î  •  •  les  coordonnées  des  points 
d'appui, 

(1)  X  =  o.        Y  =  o,        N  =  o; 

i  Z  -4-      Qi-i-      Qj-7-...-+-      (ip-=o, 

(2)  )  L  -r- 6iQi-T-6jQi-+-. .  .-t- 6pQ,,  =  0, 

(  M  — aiQi  —  aiQi  —  ... —  apQp=o, 

Les  équations  (i),  étant  indépendantes  des  réactions,  expriment 
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une  condition  nécessaire  d'équilibre  :  c'est  que  les  forces  données 
aient  une  résultante  unique  normale  au  plan;  en  eflfct,  la  quantité 
LX  -r-  ir\  -T-  NZ  est  nulle,  et  Ton  ne  peut  avoir  Z  -  =  o,  sans  quoi 
toutes  les  réactions  seraient  nulles,  puisqu'elles  ne  peuvent  être 
que  positives  ou  nulles.  Dans  ce  cas  particulier,  où  toutes  les  réac- 
tions seraient  nulles,  Z,  L  et  M  seraient  nuls,  il  y  aurait  équilibre 
entre  les  forces  directement  appliquées.  En  écartant  ce  cas  d'équi- 
libre évident,  on  voit  que  les  forces  F| ,  . . . ,  F«  doivent  avoir  une 
résultante  normale  au  plan;  il  faut,  en  outre,  que  Z  soit  négatif, 
comme  il  résulte  de  la  première  des  équations  (2),  et  que  la  résul- 
tante unique  perce  le  plan  des  xy  k  l'intérieur  du  polygone  de 
sustentation,  condition  que  Ton  déduirait  des  deux  dernières  équa- 
tions (2).  S'il  n'j  a  que  trois  points  d'appui,  les  équations  (21 
permettent  de  déterminer  les  trois  réactions.  S'il  y  en  a  plus,  il 
faut  tenir  compte  de  Télasticité  des  corps. 

4*  Application.  —  Pour  montrer  comment  on  peut  déterminer  les  con- 
ditions auxiliaires  d'équilibre,  nous  traiterons  le  cas  d'une  table  rectangu- 
laire reposant  par  quatre  pieds  sur  un  plan  horizontal. 

Soit  AiAsAjAv  cette  table,  sur  laquelle  nous  placerons  des  corps  quel- 
conques. Soient  P  le  poids  total  de  ces  corps  et  de  la  table,  et  A  le  point 
où  la  verticale  du  centre  de  gravité  perce  la  table;  désignons  par  Bi,  B2, 
Bj,Bi(y?^.  yj)  les  points  d'appui;  prenons  le  plan  horizontal  fi\e  pour 


plan  des  xy,  le  centre  du  rectangle  de  sustentation  powr  origine  et  les 
axes  des  x  et  des  y  parallèles  aux  c6tés  de  ce  rectandtaÉÉ^Wpordonnées 
des  points  d'appui  Bi,  Bf,  B3,  84  seront  respectiveiM^^^Ht(«y —  6), 
( —  a,  —  6),  (—  a,  b).  Soient  sp/  les  coordonnées  do  /  •  Qj, 


k 
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Qîj  Qs»  Q*i  les  réactions  du  sol.  Nous  écrirons  d'abord  les  conditions  géné- 
rales d'équilibre  qui  se  réduisent  ici  à 

/        Qi-^    Qi-+-    Qs-^    Q*-P    =o, 

(  — aQi  — aQj-h  aQa-i- aQ^-4- Par  =  G. 

Pour  avoir  une  nouvelle  condition,  nous  admettrons  que  le  sol  n'est  pas 
absolument  rigide  et  qu'il  cède  en  chaque  point  d'une  quantité  très  petite 
proportionnelle  à  la  pression  qu'il  subit;  désignons  par  £i,  &s,  £3,  t^  les  quan- 
tités dont  les  quatre  pieds  pénètrent  dans  le  sol,  nous  aurons  par  hypothèse 

£]  £]  £3  £4 

le  point  O  considéré  successivement  comme  milieu  de  Bi  B3,  et  Bj  B^  s'est 
abaissé  de 

00'=^"^''-,       00'=  ^::^^ 

On  doit  donc  avoir 

£1-4-  £3=   £,H-  £^ 

et,  par  suite, 

(•2)  Qi-Qî-+-Q3~Q^=o. 

S'il  y  avait  eu  p  points  d'appui,  en  écrivant  qu'ils  sont  restés  dans  un 
même  plan  après  la  déformation  du  sol,  on  aurait  eu  p  —  3  conditions, 
qui,  jointes  aux  trois  équations  générales,  auraient  permis  de  déterminer 
toutes  les  réactions. 

Dans  notre  cas  particulier,  les  équations  (i)  et  (2),  résolues  par  rapport 
^  Qiî  Qî»  Qa»  Q*î  donnent  pour  ces  quantités  les  valeurs 


K-ï-f) 


Qi    correspondant    aux    signes  -T--f-,   Qt  aux   signes  h ,    Qg et 

Q^ r-  ;   il  faut  que  ces  valeurs  soient  positives,  ce  qui  revient  à  dire  que 

le  point  A  doit  se  trouver  à  l'intérieur  du  losange  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  de  la  table.  Si  le  point  A  se  trouvait  à  l'extérieur  de  ce 
losange,  du  côté  de  Ai,  par  exemple  (Jlg'  70),  la  réaction  Qs  serait  négative 
et  les  trois  autres  positives;  cela  étant  impossible,  on  admet  que  le  pied  B3 
ne  porte  plus  sur  le  sol  et  l'on  calcule  les  réactions  Qi,  Qj,  Q;,  comme  si  la 
table  ne  reposait  que  sur  trois  pieds,  ce  qui  revient  à  supposer  Q3  =  o 
dans  les  équations  (i). 

il3.  Plusieurs  corps  solides.  —  Pour  trouver  les   conditions 
d'équilibre  du  système  formé  par  plusieurs  corps  solides  assujettis 


Il 
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à  des  liaisons  miiluelles,  on  peut  employer  la  méthode  suivante  : 
On  exprime  que  chacun  des  corps  du  système  est  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  direclemcnl  appliquées  et 
des  réactions  des  autres  corps  sur  lui,  ces  dernières  forces  étant 
soumises  à  la  loi  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Nous  ne 
traitons  pas  ici  d'application  de  cette  méthode;  nous  verrons  plus 
loin  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  fournit  une  méthode 
bien  plus  rapide  pour  résoudre  ces  sortes  de  questions. 


114.  Lignes.  —  Sur  la  ligne  AB,  prenons  deux  points  P  et  P'  {fig.  76) 

îl  désignons  par  m  la  masse  de  l'arc  PP';  le  rapport ^,  est  la  den- 

<itc  moyenne  de   l'arc  PP'.  Si  ce  rapport  est  indépendant  de  la  position 


des  points  P  et  P',  on  dit  que  la  ligne  AB  est  homogène.  S'il  est  variable, 
on  appelle  densité  de  la  ligne  au  point  P  la  limite  p  de  la  densité  moyenne 
de  l'arc  PP'  quand  P'  tend  vers  P.  La  densité  p  au  point  P  variant  avec  la 
position  du  point  est  une  fonetion  du  paramètre  qui  détermine  la  position 
de  P  sur  la  courbe.  Soit  ds  un  clément  de  courbe  inOniment  petit  com- 
prenant le  point  P  de  coordonnées  x^y,  z  :  la  niasse  dm  de  cet  élément  est 
fds,  et  l'on  a,  en  appelant  M  la  masse  totale  de  la  courbe,  ^,  1,  ^  les  coor- 
données du  centre  de  gravité, 


M  =  Tpdi,         Mî  =  Çx^ds,         M>i  =  Çy 


-J.,a.. 


Quand  la  ligne  est 
/  désignant  la  longut 


amogène,  p  est  constant,  la 
r  de  la  courbe,  et  l'on  a 


e  M  est  alors  p/. 


a-/x*,  :r.=Jyd..  ,',:,/.,, 
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115.  Théorème  de  Guldin.  —  IJaire  engendrée  par  une  courbe 
plane  tournant  autour  cTun  axe  situé  dans  son  plan,  qui  ne  la  tra- 
verse paSy  est  égale  à  la  longueur  de  la  courbe  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  la  courbe  supposée 
homogène. 

En  effet,  rapportons  la  courbe  plane  à  l'axe  de  rotation  {fig,  76}  pris 
comme  axe  Ox  et  à  une  perpendiculaire  Oy,  Un  élément  ds^  ayant  pour 
ordonnée  y^  engendre  en  tournant  un  élément  superficiel  dk,  que  l'on 
peut  assimiler  à  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône 

rf  A  =  •;►  Tzy  ds  ; 
on  a  donc 


A  —  nzïyds^^iTzr^  /, 


M 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  l'axe  traversait  la  courbe,  l'expression  trouvée  pour  A  représenterait, 
non  la  surface  totale,  mais  la  différence  des  surfaces  engendrées  par  les 
portions  de  la  courbe  situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe,  car  dans  l'inté- 
grale A  l'élément  ^r/.f  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  l'élément  ds  est 
au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe. 

116.  Surfaces.  —  Soit  m  la  masse  d'un  élément  de  la  surface  d'aire  j,  le 

m 
rapport  —  est  la  densité  moyenne  de  l'élément  a.  La  densité  p  de  la  surface 

en  un  point  P  est  la  limite  du  rapport  —  quand  a  est  un  élément  super- 

ficiel  infiniment  petit  entourant  le  point  P.  En  général,  p  est  une  fonc- 
tion des  deux  paramétres  qui  définissent  la  position  du  point  P  sur  la  sur- 
face. Quand  p  est  constant,  la  surface  est  dite  homogène. 

Soit  da  un  élément  superficiel  infiniment  petit  entourant  le  point  P  de 
coordonnées  x^y^  z\  la  masse  dm  de  cet  élément  est  p<ia,  et  l'on  a,  en 
appelant  M  la  masse  totale,  Ç,  t),  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité, 

=z  i  jpdd,  Mi=  I  I  xpd<j,  Mt,^  I  I  ypd<j,  Ml^^  j   f  zpd<j. 

Quand  la  surface  est  homogène,  p  est  constant,  la  masse  M  est  pS, 
S  désignant  l'aire  de  la  surface,  et  l'on  a 

S'^=^ffxd<j,  Sri-^rCyd'j,  SÇ -=  T  A^a. 

117.  Aires  planes.  —  Prenons  le  plan  de  l'aire  pour  plan  des  xy;  la 
coordonnée  Ç  est  alors  évidemment  nulle.  L'élément  da  aura  différentes 
expressions  suivant  le  système  de  coordonnées  employé;  par  exemple,  en 
coordonnées  polaires  /•  et  0,  d^  doit  être  pris  égal  à  rdrd^  ;  en  coordonnées 
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cartésiennes  d'angle  a,  d^j  est  égal  à  dTdy^mft^  ...  En  particulier,  si  Ton 
a  une  aire  plane  homogène  rapportée  à  des  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires,  les  formules  deviennent 

S=  1 1  dxdjr,  Si  =  I  j  xdxdy,  Sr^=  j  j  ydxdy, 

formules  dans  lesquelles  on  peut  toujours  effectuer  une  intégration. 

H8.  Théorème  de  Guldin.  —  Le  volume  engendré  par  une  aire 
plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  qui  ne  la 
traverse  pas  est  égal  à  Vaire  donnée ,  multipliée  par  la  circonférence 
décrite  par  le  centre  de  gravité  de  cette  aire  supposée  homogène. 

Un  élément  dxdy  de  l'aire  S  engendre  par  sa  rotation  autour  de  l'axe 
Ox  un  élément  de  volume,  qui  est  la  différence  des  volumes  des  cylindres 

Kig.  77. 


c  D 


ai' 


engendrés  par  les  rectangles  ABGD,  A'B'CD  {fig-  77),  c'est-à-dire,  aux 
infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 


7.T:y  dxdy\ 


donc  le  volume  V  est 


\  =  9.T:  I  lydxdy^9.TzriS, 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarquons  que,  si  l'axe  traversait  la  courbe,  la  formule  ci-dessus 
représenterait  la  différence  des  volumes  engendrés  par  les  portions  d'aire 
situées  de  part  et  d'autre  de  Ox. 

Comme  généralisation  de  ce  théorème,  nous  signalerons  d'importantes 
recherches  de  M.  Koenigs  sur  les  volumes  engendrés  par  un  contour 
{Journal  de  M.  Jordan,  t.  V;  1889),  recherches  qui  donnent  une  appli- 
cation nouvelle  de  la  théorie  des  vecteurs.  Voyez  également  une  Note  de 
M.  HAD4MARD,  Bulletin  de  la  Société  mathémaîiqu/ê  dêFranee^  séance 
du  7  décembre  1898.  ^"  ' 
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119.  Volumes.  —  Dans  un  corps  solide,  prenons  un  volume  v  compre- 
nant une  masse  m;  le  rapport  —  est  dit  densité  moyenne  de  ce  volume. 
F^orsque  le  volume  v  tend  vers  zéro  et  se  réduit  à  un  point  P,  nous  admet- 
tons que  le  rapport  —  tend  vers  une  limite  p,  qu'on  nomme  densité  au 

point  P.  Cette  quantité  p  est  une  fonction  des  coordonnées  du  point  P; 
quand  p  est  constant,  on  dit  que  le  corps  est  homogène, 

La  masse  dm  d'un  élément  de  volume  dv  entourant  le  point  P  de  coor- 
données x,yjZ  est  çidv.  On  a  donc,  en  appelant  M  la  masse  totale,  les 
formules 

Si  le  corps  est  homogène  et  a  pour  volume  V,  M  est  égal  à  pV  et  l'on  a 

""'^-flM'    ''^'-fff^'"'    "^^^fff''"- 

L'expression  de  dv  dépend  du  système  de  coordonnées  employées  :  en 
coordonnées  cartésiennes  obliques,  il  faut  prendre  dv  égal  à  kdxdydz, 
on  désignant  par  k  le  volume  du  parallélépipède  dont  les  arêtes,  parallèles 
aux  axes,  ont  pour  longueur  l'unité;  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace /',  0,cp,  on  a  pour  dv  l'expression  r^rfrsinBc^Orfcp,  etc. 

Dans  le  cas  d'un  corps  homogène,  on  pourra  toujours  commencer  par 
effectuer  l'une  des  trois  intégrations  et  ramener  les  intégrales  triples  à 


des  intégrales  doubles. 


EXERCICES. 

L  Un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  étant  rapporté  à  des  axes 
obliqucâ,  démontrer  que  les  six  équations  d'équilibre  gardent  la  même  forme 
qu'en  coordonnées  rectangulaires 

2]Xfc=ro,         2]Yfc=o,         2]^*=°'         J^iyk^k-^k^k)=o, 

2.  Si  l'on  considère  un  polygone  plan  fermé  et  que,  dans  le  plan  de  ce  poly- 
gone, on  applique  perpendiculairement  à  tous  les  côtés  moins  un  des  forces  pro- 
portionnelles à  ces  côtés,  toutes  dirigées  vers  l'extérieur,  ces  forces  ont  une 
résultante  perpendiculaire  et  proportionnelle  au  dernier  côté. 

3.  Si  plusieurs  forces  appliquées  à  un  corps  solide  se  font  équilibre  ou  se 
réduisent  à  un  couple,  le  centre  de  gravité  de  musses  égales  placées  aux  extré- 
mités de  ces  forces  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  masses  égales  placées 
aux  points  d'application  (Crofton). 
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>  I»»'.  tt^  ..na  i^Mr\  1  *r  ô  •<  ■:-:  tp^a:  4  ^nil-i  drr-.i  -tu  Irir?  miii-fa!!  La  plaach«iie 
Il  »i*i.-  -11.-  Il  ...:i.i:»»  -nm-.:.-..-^.  :r'.ii*'*r:  ;'  *^  ;-:*i*..'  a  i  rrijailibrc:  jM<*direc- 
.1  tx  3r.a«'.;^a.'*^  "ït  7  ■.•a  ^^it  •:;'i'ï  r^^ii'iQ  i-:  u  *.err?  «ar  an'^^tzaille  aimaatée 
'*:j  i  f-r^mifri'-  *-»f.-»-'î.f^  n'^iy^a:  .jQC  «icn\  fr'.>'-  ci  fsn-î  [:znt  neutre.  »  rédsit 
«  1-1  •..•ii'iî  l'.ir  .e»*  forr*»-*  **jnt  v-nst^nte*  -în  Âraa.i-îur  et  direirtioft  et  applî- 
I  u-j^  «i£  V.  »»-i  î.r  .  4;m^r.t.  Oiï  ip^Al'trà.  -i^n^  l  eier«:i'!e  pp?po<e.  P  la  valevr 
'..timin»».    tr^   ,H   pr-fj-rction   hi^rizuriUlr  .les  ■l'îiix  for-^e*  «lu  couple  a zissant  sur 

«.  ^i     .»  -a   f'j  '.Jà  Birm<  <7ii;intit*;  pour  l'aisuille  b.  Le*  for-res  P  et  m  *•? ni  dirigée* 

11.  »«it  ,••  tif'm'tii^n  nri'tsnetiqiie  du  lieu. 

'f  /'/>»/»  rentrai  dnn<i  un  r.orpn  nolki^.  solUcit-î  pnr  des  forcm  dont  la  rerif/> 
(a/iM  j^^njtraJ^  nt.%t  paÂ  nulle.  —  S»it  un  c«>rps  5«>lide  sollicite  par  des  forces 
^i/^f^t  i/Â  r*9ulfnnU  j^n*irale  ne.it  pas  nulle  :  *uppo^.'ns  que,  lor-s^^ue  le  corps  se 
t,»-t.fr'^  -Ctéfi'i^  ('MTf.e  Oijo-^rve  une  :;randeur  et  une  direction  couïtantes  et  reste 
«;;0'.  t  •"'^  '^^  '**'*  P'>»nt  tix*;  dans  le  corps.  C'e^t  ce  qui  arriverait,  par  e\emple. 
y»*if  la  ''>>rps  v^liile  pe-^ant  «ronstitue  par  la  réuni-. n  de  plusieurs  corps  aimantés: 
.  ^cU'^fï  '!•*  la  terre  sur  chaque  aimant  donne  lieu  a  un  c«">uple  d^-nt  le?  force* 
^f,n\  tr.n4Unte4  en  grandeur  et  direction  et  applii^uci:*  du\   pOles  de  l'aimant  ;  le 
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poids  total  du  système  est  également  une  force  constante  en  grandeur  et  direc- 
tion, appliquée  en  un  point  fixe  dans  le  corps.  Ce  système  de  forces  admet  une 
résultante  générale  égale  au  poids. 

Il  est  évident  qu'une  translation  du  corps  ne  change  rien  à  Tétat  du  corps  :  il 
suffira  donc  d'étudier  TelTet  des  rotations. 

Considérons  une  droite  0/>,  et  décomposons  chaque  force  Fj  en  une  force  /^^ 
parallèle  à  Op  et  en  une  force  perpendiculaire.  Si  l'on  fait  varier  la  direction  Op 
d'une  manière  arbitraire,  le  lieu  du  centre  u  des  forces  parallèles  p^  est,  en  géné- 
ral, un  plan  qui  se  nomme,  d'après  Mobius,/7/a/i  central  :  il  est  fixe  dans  le  corps 
quelle  que  soit  son  orientation.  Dans  certains  cas  particuliers,  le  lieu  peut  être 
une  droite  (ligne  centrale),  et  môme  un  point  (centre  des  forces). 

10.  Théorème  de  Minding.  —  Déplaçons  le  corps  d'une  manière  quelconque 
en  supposant  toujours  les  forces  F|^  constantes  en  grandeur  et  direction;  il 
existe  une  infinité  de  positions  pour  lesquelles  les  forces  F|^  admettent  une 
résultante  unique  :  Tensemble  de  ces  résultantes  uniques  forme  dans  le  corps  une 
congruence  dont  les  rayons  rencontrent  deux  coniques  fixes  (coniques  focales) 
situées  dans  deux  plans  rectangulaires.  (Voyez  Crelle,  t.  14  et  15.) 

11.  ^xes  d'équilibre.  —  Imaginons  un  corps  solide  libre  remplissant  les 
mêmes  conditions  que  précédemment  :  lorsque  ce  corps  change  de  position,  les 
forces  qui  le  sollicitent  restent  constantes  en  grandeur  et  direction  et  leurs 
points  d*api)Iication  restent  fixes  dans  le  corps.  Comme  nous  l'avons  dit  :  une 
translation  ne  change  rien  à  l'état  du  corps  :  il  suffit  donc  d'étudier  l'effet 
des  rotations.  Supposons  le  corps  en  équilibre  dans  la  position  actuelle  et  po- 
sons avec  Mcibius  {Statique,  Chapitre  VIII) 

2:^Z  =  2:^Y=F,  £zX  =  Sa?Z  =  G,  Sa?Y=L^X  =  H, 

Sj:X  =  /,  £^Y=/w,  J:zZ  =  ny 

les  sommes  étant  étendues  à  toutes  les  forces.  Môbius  nomme  axe  d'équilibre 
une  droite  telle  que  le  corps  solide  reste  en  équilibre  quand  on  le  fait  tourner 
d'un  angle  quelconque  autour  de  cette  droite.  Pour  que  l'axe  O^  soit  un  axe 
d'équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  outre  les  six  équations  d'équilibre, 
les  conditions  suivantes 

F  =  o,  G  =  o,  l  -h  m  =  o. 

12.  Équilibre  asiatique.  —  On  dit  que  l'équilibre  est  asiatique  quand  il 
subsiste  quelle  que  soit  la  position  donnée  au  corps,  les  hypothèses  sur  les  forces 
étant  les  mêmes  que  dans  le  numéro  précédent.  Il  faut  pour  cela  que  chacun 
des  trois  axes  coordonnés  Oj;,  O^,  Oz  soit  un  axe  d'équilibre,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait,  avec  les  six  conditions  d'équilibre,  les  six  conditions  suivantes 

F  =  0,  G  =  o,  H  —  o,  /  =  o,  m  —  o^  n  =  o. 

Ces  conditions  nécessaires  pour  l'équilibre  astatique  sont  sufGsanles. 

13.  Quand  un  corps  solide  est  sollicité  par  deux  forces  appliquées  en  des  points 
fixes  dans  le  corps,  constantes  en  grandeur,  direction  et  sens,  il  existe  toujours 
un  axe  parallèle  à  une  direction  donnée  tel  que,  en  fixant  cet  axe,  le  corps  soit 
en  équilibre  indifférent  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre  (Môbius). 
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'  i  ''-l'rfiC  vt  '.'.T^  «^.  eii  t-ri.J  b;f:  s«-T«*iiqu^.  fj  l'on  CMOç-idérr  WcoaposiBlcs 
û*»  î'^o.  iJ« r«  ."i»>  *  vii^  cir^r-.rj  b  d'-Mit^e.  ob  "biic-iit  DB  syMcoM  de  force» 
>/««»««'•►■.*:  «i  "^t-  -«••»  1>  "i  :*  4*:  ffr'J*^  de  r«*  foret*  f*«nllelrs  q«i  OBt  ■■ 
».**t  o*'-»  f«.  1.^  ','••. li'.iO*  *«»:•.  -.t  '.>ti.îrt  d*  '.'■II«  de  cr*  for''^»  parallèles  q«i  oat 

ti/.  C-vifbi civile  lît  \<f.'!-yi  v.-iM'it  h',  i il*  lié  |H»r  dr*  force*  appliquées ca  d»  poifcts 
iiX^  Ov  v,*5Tf  ".^sui  •-*:*■  «rL  zr^ttôtut .  djrtrtiofi  et  *<n*.  Ouelle»  ««Dt  les  coadî* 
tn/iifr  ^^^•A'»-^..•*'^  »■•  n;'l:«-ii'jÇf  p'j-ur  ^u  ou  puii>*e  ameoer  re  corp*  à  tire  ea  éqiii- 
liiif*:  «»^^^••/ll*  f«i!*  ;  «c^'.  ii'.-U','Ei  d'une  mtuIc  force,  appliquée  en  un  point  Ûtl^  P, 

lu.  y.  ti>t . 

•îl  <i*-vj  jf'^v^'rtiviit  «tjaJ'^jfu*--^  darj^  levjuelle*  x  *-erail  remplacé  par  v  on  s.  Le 
p^jift  f^  KJ  iti'jt:  klvt-k  *rt  H:  u'AUMï»:  ctntrt  dfi  forctt  «iu  s\«icnie.  Dans  ce  cas,  les 
'^uoldvlJli•^^  ou  p'^itj*  iv  d^-fjbi  daù5  l>\€rcicç  9  sont  in  dépendante  s  de  l'orienta- 
tiim      '>    p'.»;lit  •rl4  pîé»JvrMj»:Dl  le  p^^inl  P. 

't,  Cb»-?*:!*»:;  de  «iéw*e  le*  cobdiiious  pour  qu'il  existe  une  ligne  centrale, 
«;'eni'»'-<iiie  y^vr  <|«e  1^  point  w  décrive  une  droite.  Dans  ce  cas,  on  peut  tonjonrs 
^*jv\K9  4rt  ^>^'>:fll*^  d/trvft  force*,  de  façon  à  réaliser  l'équilibre  asiatique. 

y..  ly.'Sv^K^t  ,♦.  po.n  *m  dr*-fit  eir*rctiveiiieiit  un  plan  i^plan  central)^  on  peut 
4»j'^u'-*-f  Uv:f  5vj*>>:*i,  <;•:  f^i'ob  a  établir  l'équilibre  asiatique. 

[i  M 

Il  <lj  '^.    I  t.  'vf;^t  ^,it4t  e^i  mo\ji\*i  autour  d'un  point  fixe  et  sollicité  par  des  forces 

IjT  :                                                       iipp  i'îu«.'f  *fj  d*-*  yfttêlh  ibvdiiabk's  du  corps,  constantes  en  grandeur  et  direc- 

j.  i.vii.    '/u'-;«t   '-ofidjiiori*  doivnt  remplir  ces  forces  pour  que  le  corps  soit  en 

■i*'  Mjti>.iA//«,  o^bt  t//uLe»  le»  p'iftitions  qu'il  peut  prendre  autour  du  point  O  (équi> 


<;!  '  JV.  M«//.f-  qu'-tiion  en  «upposanl  le  corps  mobile  autour  d^un  axe  fixe. 

'"i 

>;V-  M'-iiie  quettion  en  ^uppo^ant  qu'il  puisse  tourner  autour  d'un  axe  et  glisser 
i .  Iç  lobjr  d*   *ri  ^»e. 

p   :  VI.  f  /j  <vrp»  htAïi\*i.  mobib*  autour  d'un  point  ou   d'un  axe  fixe,  est  sollicité 

'\  \»'<$t  ^* '.  i'.ftt  'oni^tantei»  en  grandeur  et  direction  appliquées  en  des  points  inTa> 

tiS0l,\tt  do '.'/fp^.  trouver  b'^  po«>ition:i  d'équilibre  du  corps.  (Ko^e-s  les  exercices 23; 

toyji  auttki  MoioNo,  lA'çonn  de  Mécanique  analytique,  d'après  Cauchy,  p.  a34 

'  t  tuts ., 

'/! .  l'jitiit.  dofiri/'i»  un  nysii-ific  <b;  forces  appliquées  à  un  corps  solide  et  un  trièdre 
qg<  l"'oqu«' ^/l',  O^^  OS,  on  ilf'T.oiii[)<»sc  chaque  force  Fj  en  trois  composantes/?^, 
7*/*»f  p'»r-<lb  l«*s>  aux  itn''.tis  du  Irirdre,  et  Vnu  appelle  A  le  centre  des  forces  paral- 
Nbfc  //^,  fi  y/  X.//^  b'iir  iV'Hiiltaiitc,  H  celui  des  forces  q^^  C  celui  des  forces  *j, 
y  4t  é  ltu9%  f/'*.ijllanl('*i.  DéiiiontiTr  que  le  produit  de  la  surface  du  triangle  ABC 
pli  b'  s'Auiin'  du  paralb'lr|)ipède,  ayant  pour  angles  y?,  7,  s,  est  constant,  quelle 
q»i«-  »oji  l'/iiMitution  du  trirdre  ()|M^)S  (Mindinq). 
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23.  Exercices  sur  le  théorème  de  Minding,  --  i"»  Une  droite  quelconque  A, 
s'appuyant  sur  les  deux  coniques  focales  trouvées  dans  l'exercice  10,  étant  choi- 
sie, démontrer  qu'il  existe  une  position  du  corps  (c'est-à-dire  un  système  de 
valeurs  des  neuf  cosinus)  pour  laquelle  les  forces  ont  une  résultante  unique 
dirigée  suivant  A.  (Il  faut  remarquer  que,  les  axes  mobiles  devant  pouvoir 
coïncider  avec  les  axes  fixes,  le  détcri^inant  des  neuf  cosinus  égale  +1;  il  est 
commode  d'exprimer  les  cosinus  à  l'aide  des  angles  d'EuIer.) 

2°  Par  un  point  P  quelconque  du  corps,  on  peut  mener  quatre  droites  s'ap- 
puyant sur  les  deux  coniques  focales  :  il  existe  donc  quatre  positions  du  corps, 
pour  lesquelles  les  forces  admettent  une  résultante  passant  par  un  point  P  du 
corps. 

3°  Si  les  forces,  agissant  sur  un  solide,  restent  constantes  en  grandeur  et  direc- 
tion et  appliquées  en  des  points  fixes  dans  le  solide;  si,  de  plus,  ces  forces  se 
réduisent  à  un  couple,  il  existe  quatre  positions  d'équilibre  du  corps. 

(  En  effet,  les  forces  étant  F,,  Fj,  ....  F„,  appliquées  aux  points  A,,  A2,  . . . ,  A„, 
les  forces  Fj,  F3,  ...,F„  ont  une  résultante  générale  H  égale  et  opposée  à  F,. 
D'après  ce  qui  précède,  il  existe  quatre  positions  du  corps  pour  lesquelles  les 
forces  F,,  F3,  ...,  F„  ont  une  résultante  unique  R  passant  par  le  point  A,  du 
corps.  Ces  quatre  positions  sont  alors  évidemment  des  positions  d'équilibre^ 
puisque,  dans  chacune  d'elles,  R  et  Fj  sont  égales  et  directement  opposées.) 

Les  théorèmes  précédents  ont  lieu  dans  les  cas  les  plus  généraux.  Si  les  forces 
ont  des  positions  particulières,  le  nombre  quatre  peut  être  augmenté  et  devenir 
même  infini. 

24.  \}n  corps  étant  en  équilibre  dans  la  position  actuelle,  on  demande,  en 
faisant  les  hypothèses  de  l'exercice  11,  si  ce  corps  admet  un  axe  d'équilibre. 

Solution.  -  Il  suffit  de  chercher  s*il  existe  un  axe  d'équilibre  O  z'  passant 
par  O  :  pour  cela,  on  rapporte  le  système  à  trois  nouveaux  axes  Ox'y  Or',  Oz'j 
faisant  avec  les  anciens  des  angles  dont  les  cosinus  sont  ot,  a',  a"  ;  p,  p',  'f  ;  y,  y',  y"  : 
et  l'on  évalue  les  quantités  F',  G',  II',  /',  m',  n'  relatives  à  ces  nouveaux  axes.  Si 
l'on  pose,  pour  abréger, 

m  -\-  n  ~  fy        n  ~',~  l  =-gt        l  -\-  m  —  h, 

et  si  l'on  appelle  /',  g' ^  h'  les  quantités  analogues  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 
on  arrive  au  résultat  suivant  :  Considérant  la  forme  quadratique 

4/(w,  w',  u")  -fu^-^gu'^-hhu''^—  2F  u'u'-  2G  M*a  —  2H  uu\ 

on  peut  écrire 

Pour  que  l'axe  Oz\  défini  par  les  cosinus  y,  y',  y',  soit  un  axe  d'équilibre,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  puisse  déterminer  y,  ySy"  par  les  équations 

â^  ()•;  0^ 

qui  exigent  que  le  discriminant  de  ^  soit  nul. 
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25.  Positions  d'ëquilibre  d'une  l>arre  homogène  pcsanlu  Ail,  dont  u 
.V  est  aUBCbée  â  un  point  (iie  O  \>tr  un  fil  AO  înfittnsililc  et  sans  m 
l'autre  eïtréniité  B  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  borizontit  fn 

26,  Soicni  des  points  matériels  de  masses  m„  m, m,.  M  la  s. 

masses,  G  leur  centre  de  gravilf,  A  un   point  nrhitrairc;  dtmont 


-.,.m,A    =lm,.m.O   H- M.  VG   , 
,.^7Â*=  M'.Xg' -■- £m,ni,!7ir~ni 


(n,7n,  diisignuni  la  dislance  du  point  m,  au  poînl 
27.  Centrei  de  grat-ilé  de  lignes  homogènes 
du  centre  de  gravilé  au  centre  du  cercle  est  une 
l'arc,  le  raynn  et  la  corde. 


,  (Laoeiangk)- 

\rc  de  cercle.  —  La  distance 

airicme  proportionnelle  entre 


,  Arc  de  chainette  y  ■ 


.^(i-.,";).-L.., 


a  même  abscisse  que  le  point  de  i: 
Si  le  point  A  est  le  sommet  de  la  • 
moitié  de  l'ordonnée  du  point  où  I 
29.  Aires  planes  homogènes.  — 
mètre  rcctiligne  conjugué  d'une  ce 


30.  —  Centre  de  gravUe  de  l'aire  d'un  triangle  (  il  coïncide  avec  le  centre 
de  gravite  de  masses  égales  placées  aux  trois  sommels);  d'un  Irapélt  (il  est 
situé  sur  la  droite  joignant  les  milieux  des  bases  b  et  11,  et  dirisc  cette  droite 


cours  des  tangentes  aui  cïtrémiléi  A  et  B. 
jrlie,  l'ordonnée  du  centre  de  graviii  est  ]■ 


e  admet  un  dia- 
centrede  gravité 


s  le 


jppor 


-H). 


31.  Centre  de  gravite  d'une  portion  deplan  limitée  par  un  are  de  chaînette  KB, 
axe  des  x,  base  de  la  chainette,  et  les  deux  ordonnées  des  points  A  et  B. 
I.'abseissc  du  centre  de  gi'avitc  est  égaleàcclle  du  ctntre  de  gravité  de  l'arc  AB; 
m  ord<innée  est  égale  à  la  moitié  de  celle  du  rentre  de  graviti;  de  l'arc. } 


32.  Aires  non  komogènes.  Centre  de  p 
considérons  une  druite  AA'  de  son  plan  et  : 
tionnelle  â  la  distance  S  de  ce  point  à  la  di 
surface  matérielle  ainsi  définie  est  appelé  1 
par  rapport  à  l'aie  AA'.  Ce  point  se  préser 


-  Soit  une  aire  plane  S; 
po*ons  que  la  densité  p  soit  propor- 
e  AA'.  Le  centre  de  gravité  G  de  I« 

mire  de  percussion  de  cette  surface 
s  percussions;  il 


présente  aussi  en  Hydrostatique.  Démontrer  que  le  centre  de  perçus 
lie  k\'  forment  un  système  de  pAlcs  et  polaires  par  rapport  à  une  conique  Rze 
lagînaire,  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravite  de  l'aire  S  supposée  homo- 


Héponse.  —  Pren 
homogène  et  appel 


/  fyd<t  étendues  i  l'aire  sont  nulles;  on  p 
rectangulaires  xOy  de  façon  que    /  j .ryds 


c  de  gravité  de  l'aire  S  supposée 
:  aire  i  les  intégrales    /  1  xda  et 

:,U.„„,:.™.AW.//;„=S. 
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Posons  en  outre 

r Cx^ £/<j  =z  à" S,  f  fy- d^  =  à^^. 

Soit  WJ7 -1- v_^  4- 1  =  o  l'équation  de  la  droite  AA';  on  a,  pour  la  densité  suppo- 
sée de  l'aire  S,  au  point  (^, y), 

A^ 

,—:r :;  (ux -i- vy -h  i)         ( At  coustante ). 

\/  w'  -+-  v^  *^  ' 

Les  coordonnées  de  G  sont  alors  \—a}u,  t,  r=  6-v,  pôle  de  la  droite  AA'  par 
rapport  à  la  conique  imaginaire  —  -+- "v,  -+- ï  =  o.  On  peut  dire  aussi  que  G  est 

le  symétrique  par  rapport  à  O  du  pôle  de   la  droite  A  A'  pris  dans  la  conique 

x^        V* 
réelle  —,  -\-'-n  —^  —  o- 
a-        b' 

33.  Aires  courbes  homogènes.  —  Soient  S  une  portion  d'aire  sphcrique  de  rayon 
R,  a  sa  projection  sur  un  plan  diamétral  et  o  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  à  ce  plan  ;  démontrer  la  formule 

So  =  R<j. 

34.  Volumes  homogènes.  —  Si  un  volume  homogène  admet  uo  plan  diamétral 
conjugué  d'une  certaine  direction  de  cordes,  le  centre  de  gravité  est  dans  ce 
plan. 

Exemples  :  Tétraèdre  (le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  gravité 
de  quatre  masses  égales  placées  aux  quatre  sommets).  Cylindre  tronqué  (le 
centre  de  gravité  est  au  milieu  de  la  droite  parallèle  aux  génératrices,  joignant 
les  centres  de  percussion  des  deux  bases  par  rapport  à  la  droite  d'intersection 
des  pians  des  deux  bases). 

35.  Soient  trois  axes  obliques  OxyOy,Oz;  désignons  par  S.  Taire  de  la  sec- 
lion  faite  dans  un  solide  homogène  par  un  plan  parallèle  au  plan  xOy; 
par  Ç',  T,',  z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  aire  supposée  homo- 
gène; démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  solide  a  pour  coordonnées 

V^  =  ^     f     '  ^^VdZy  Vt,  -_r  k    f    '  S.T.'rfz,  \^  =  k    f    '  S^zdz, 

z^  el  ;;,  désignant  les  ordonnées  z  des  plans  limitant  le  solide,  V  le  volume  du 

solide  l\  -'  k  I      S^dzj  cl  k  le  volume  du  parallélépipède,  dont  la  base  paral- 

lèle  au  plan  des  xy  a  pour  surface  l'unité  et  dont  l'arête  parallèle  à  O^  a  pour 
longueur  l'unité. 

(On  décompose  le  solide  en  tranches  infîniment  minces  par  des  plans  parallèles 
au  plan  xOy). 

3G.  De  là  résulte  que,  «i  les  centres  de  gravité  des  sections  planes  parallèles 
sont  dans  un  plan  fixe^  le  centre  de  gravité  du  solide  est  aussi  dans  ce  plan. 
Si  les  centres  de  gravité  des  sections  se  déplacent  sur  une  droite^  le  centre  de 
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gravité  du  volume  est  sur  cette  droite.  Cette  dernière  circonstance  se  présente 
poar  la  partie  d'un  solide  de  révolution  comprise  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  Taxe,  et  pour  le  volume  limité  par  une  surface  du  second  ordre  et  deux 
plans  parallèles. 

37.  Si  Taire  S.  est  une  fonction  du  second  degré  de  z^  on  a,  en  désignant  par 
S«,  Sp  9  les  aires  des  deux  bases  du  solide  et  de  la  section  équidistante  des  bases, 
et  par  h  la  hauteur  du  solide, 

les  distances  du  centre  de  gravité  du  volume  aux  deux  bases  S^  et  S,  sont  entre 
elles  comme  S,  +  29  est  à  So+  29.  Ces  formules  s'appliquent  aux  troncs  de  py- 
ramide et  de  cône,  aux  segments  de  quadriques  et  de  surfaces  réglées  compris 
entre  des  plans  parallèles. 

38.  Dans  les  solides  que  nous  venons  de  citer,  on  a  ce  théorème  :  Le  centre 
de  gravité  du  solide  est  le  centre  de  gravité  de  trois  masses,  placées  aux 
centres  de  gravité  des  deux  bases  et  de  la  section  moyenne,  et  égales  respec- 
tivement aux  aires  des  bases  et  au  quadruple  de  l'aire  de  la  section  moyenne. 
(Darboux,  Noie  de  la  Mécanique  de  Despeyrous,  p.  383-388.) 
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CHAPITRE  VII. 

SYSTÈMES  DÉFORMABLES. 


120.  Rappel  de  la  méthode.  —  Nous  avons,  dans  le  Chapitre  V, 
indiqué,  sous  la  forme  suivante,  des  conditions  nécessaires  pour 
l'équilibre  d'un  sjstème  matériel  quelconque  : 

Quand  un  système  déforniable  est  en  équilibre^  les  forces 
extérieures (cesi'k'dire  les  forces  autres  que  les  réactions  mutuelles 
des  différentes  parties),  qui  lui  sont  appliquées,  forment  un 
système  de  vecteurs  équivalent  àzéro^  c' est-à-dire  satisjont  aux 
conditions  d^ équilibre  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

La  même  condition  doit  être  remplie  pour  les  forces  extérieures 
appliquées  à  chaque  partie  du  système  matériel  regardée  comme 
isolée  du  reste. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte  de  ce  fait  par  le  raisonnement 
suivant,  fondé  sur  l'idée  de  solidification  :  le  système,  étant  en 
équilibre,  y  restera  évidemment  si  Ton  relie  les  points  matériels 
les  uns  aux  autres  d'une  manière  invariable,  c'est-à-dire  si  l'on 
solidifie  le  système.  Les  forces  extérieures  doivent  se  faire  équi- 
libre sur  le  corps  solide  ainsi  constitué^  elles  satisfont  donc  aux 
six  équations  générales  de  l'équilibre  d'un  solide.  Ces  conditions, 
nécessaires,  ne  sont  pas,  en  général,  suffisantes. 


I.  —  POLYGONE  FUNICUL.AIRE. 


121.  Définition.  —  On  appelle  ainsi  un  système  de  points  ma- 
tériels M,,  Ma,  .  .  .  ,  M„,  chacun  d'eux  étant  relié  au  suivant  par 
un  cordon  flexible  et  inextensible.  Les  différents  sommets  du  po- 
A.,  I.  II 
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lygone  sont  soumis  à  des  forces  F|,  F2, .  .  . ,  F«,  sous  ractîon 
desquelles  la  figure  peut  prendre  une  certaine  position  d^équilibre 
qui  sera  un  polj^gone  plan  ou  gauche;  nous  allons  chercher  les 
conditions  de  cet  équilibre. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  il  n\  aurait  que  deux  points  M| ,  M3 
et  deux  forces  F,,  F2;  Féquilibre  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
les  forces  extérieures  F«,  F3,  qui  agissent  sur  Mi,  M2,  sont  égales 
et  directement  opposées.  Cette  condition,  nécessaire,  n'est  pas 
suffisante;  il  faut,  en  outre,  que  ces  forces  soient  dirigées  de 
façon  à  tendre  le  cordon.  Si  elles  étaient  dirigées  de  façon  à 
rapprocher  les  deux  points,  Téqurlibre  serait  évidemment  rompu  : 
pour  maintenir  Téquilibre,  il  faudrait  alors  remplacer  le  cordon 
par  une  tige  rigide  (Jig-  78). 

Fig.  78- 


P^        M,       A      B         M,         F, 


122.  Tension.  —  L'équilibre  ajant  lieu,  prenons  sur  le  cordon 
Mi  M2  un  point  quelconque  A  et  isolons  la  portion  M|  Â  :  le  cordon 
M|  A  obtenu  est  en  équilibre  ;  or  il  n'est  sollicité  que  par  la  force  F| 
et  par  l'action  de  la  portion  AM2  du  fil  \  il  faut  donc  que  cette 
action  puisse  se  remplacer  par  une  force  égale  et  directement  op- 
posée à  F|  .  Cette  force  est  appelée  tension  du  cordon  en  A;  elle  est 
égale  en  valeur  absolue  à  F<;  elle  est  la  même  en  tous  les  points 
du  cordon.  La  portion  AM2  est  de  même  en  équilibre  sous  l'action 
de  F2  et  de  la  tension  appliquée  en  A  dans  le  sens  AMi;  enfin 
une  portion  quelconque  AB  du  fil  est  en  équilibre  sous  l'action 
des  tensions  appliquées  à  ses  deux  extrémités  dans  les  sens  AM| 
et  BM2. 

En  général,  si  Ton  considère  une  portion  quelconque,  par 
exemple  PM3M4M5M5Q  d'un  polygone  funiculaire  en  équilibre, 
obtenue  en  coupant  les  cordons  M2M3  etMeMy  en  P  et  Q,  elle 
peut  être  regardée  comme  étant  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
directement  appli(|uée$  aux  sommets  Mj,  M4,  M5,  M^  (Jig.  79)  el 
des  tensions  des  côtés  PM3,  MoQ  appliquées  en  P  et  Q  dans  les 
sens  M|P  et  M^Q.  Ces  forces  et  ces  deux  tensions  satisfont 
donc  aux  conditions  d'équilibre  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide. 
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Par  exemple,  si  les  forces  Fs,  F4,  F5,  Fo  ont  une  résultante 
unique  R,  il  y  aura  équilibre  entre  les  tensions  des  côtés  extrêmes 

F»g-  79- 


^F/ 


MaP  et  MflQ  et  cette  résultante  :  les  deux  côtés  extrêmes  se  cou- 
peront donc  en  un  point  de  la  résultante  R  (n®  107). 

123.  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  Polygone  de  Vari- 
gnon,  —  Considérons  un  polygone  funiculaire  en  équilibre  sous 
Faction  de  forces  appliquées  en  ses  différents  sommets.  Pour  éviter 
toute  confusion  sur  le  sens  des  tensions,  appelons  T/^/^.!  la  tension 
du  côté  M/Mi^.ï  portée  sur  ce  côté  dans  le  sens  M,M|L,.i  etT/^i^j  la 
même  tension  portée  en  sens  contraire,  de  telle  sorte  que  T,-,,^.| 
et  T^.1,1  soient  deux  forces  égales  et  directement  opposées. 

Supposons  que  Ton  coupe  les  cordons  M^Ms  et  M0M7  en  P 
et  Q  et  que  Ton  considère  la  partie  PMsM4M5M(,Q  du  polygone 
funiculaire;  cette  partie  est  en  équilibre  sous  Faction  des  ten- 
sions T8,2  et  Tfl,7  appliquées  aux  points  P  et  Q  et  des  forces  don- 
nées Fa,  F4,  F5,  Ffl  agissant  sur  les  sommets  intermédiaires.  Le 
point  Ms  considéré  comme  libre  est  sollicité  par  la  force  F,  et 
les  deux  tensions  Ts^a,  T3,4  des  cordons  attachés  à  ce  point  :  ces 
trois  forces  sont  donc  en  équilibre;  de  même  le  point  M4  est  en 
équilibre  sous  Faction  de  la  force  directement  appliquée  F4  et 
des  deux  tensions  T4^|,  T4,5  des  cordons  attachés  à  ce  point;  et 
ainsi  de  suite.  On  aura  ainsi  les  conditions  d'équilibre  en  expri- 
mant que  chaque  sommet  est  en  équilibre  sous  Faction  de  la 
force  qui  lui  est  appliquée  et  des  tensions  des  cordons  aboutissant 
à  ce  sommet. 

Ces  conditions  se  résument  d'une  manière  simple  dans  la  con- 
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struclion  suivante  qui  conduit  au  polygone  de  Varignon.  Par  un 
point  arbitraire  A,  menons  un  vecteur  A  A,  dgal  et  parallèle  à  la  Lea- 
sion  Tj,î  du  premier  côté  considéré  et  par  le  point  Aj  un  vecteur 
AiAj  identique  à  Fj  :  puisque  les  trois  forces  Tj,j,  Fj  et  Tj_,  se 
l'ont  équilibre,  le  vecteur  A, A  fermant  le  triangle  AAj  Aj  est  égal 
et  parallèle  à  Tj,,,  et,  par  suite,  le  vecteur  AA,  est  identique  à  T,,,. 
Maintenant,  comme  les  forces  ïi,i,  Fj  et  T,,s  se  font  équilibre, 
si  par  le  point  A»,  eslrémité  d'un  vecteur  AA,  égal  et  parallèle 
à  T,,,,  on  mène  un  vecteur  A,  A,  identique  à  F,,  le  vecteur  A^A 
est  identique  à  T,,5  et  le  vecteur  de  sens  contraire  AA,  est  iden- 
tique à  Tj.i;  on  continue  uinsi  de  proche  en  proche  et  l'on  arrive 
linalemcnt  à  mener  le  vecteur  A3  A,,  égal  et  parallèle  à  F,  et  le 
vecteur  AAb  identique  à  la  dernière  tension  T,,,, 

En  résumé,  pour  que  la  partie  considérée  {\o\r  Jîg.  79) 
PM.M.M^M.Q  du  polygone  funiculaire  soit  en  équilibre,  il  faut 
el  il  suffit  qu'en  portant  bout  à  bout  des  vecteurs,  AiAi,  AiA), 
A,A(,  AjAa  égaus  el  parallèles  aux  forces  F„  F,,  Fj,  F|  appli- 
quées aux  sommets,  on  puisse  trouver  un  point  A  tel  que  les 
vecteurs  AAj,  AA,,  AAi,  AA,,  AAj  soient  parallèles  à  PMi, 
MiM,,  M, Mi,  MjMn,  M,Q  et  dirigés  en  sens  contraire  de  ces 
cordons;  cette  dernière  condition  résulte  de  ce  qu'un  vecteur  tel 
que  AAi  est  identique  à  la  tension  T4,,,  laquelle  est  dirigée  dans 
le  sens  M4M1. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  :  car,  si  elles  sont  remplies, 
chaque  sommet  M^  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force  F,-  et 
de  deux  tensions  T,-,,_|,  T,,^i  respectivement  égales  aux  vecteurs 
AA,_,,  A,A. 

Le  moment  résultant  des  tensions  extrêmes  T|,g,  T«,7  et  des 
forces  Fi,  F,,  Fj,  F,  est  alors  nul,  ainsi  que  le  moment  résul- 
tant de  chaque  force  F,  el  des  deux  tensions  T,,,_,,  T,,,+i  appli- 
quées su  point  M,.  En  considérant  les  moments  des  forces  et  des 
tensions  par  rapport  à  un  même  point,  on  aurait  donc  des  vecteurs 
avec  lesquels  on  pourrait  construire  un  polygone  analogue  ù  celui 
de  Varignon. 

Il  peut  arriver  que  toutes  les  conditions  d'équilibre  soient  rem- 
plies, sauf  celles  qui  sont  relatives  aux  sens  des  tensions  par  rap- 
port aux  eûtes;  alors  certains  côtés  sont  comprimés  au  lieu  d'être 
tendus  cl  l'équilibre  ne  subsiste  pas.  Pour  le  maintenir,  il  faudrait 
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remplacer  ces  côtés  par  des  barres  rigides  pouvant  résister  à  la 
compression. 

124.  Conditions  aux  limites.  —  Les  conditions  d'équilibre  que 
nous  venons  d'indiquer  doivent  être  remplies  par  une  portion 
quelconque  du  polygone.  Les  sommets  extrêmes  du  polygone  fu- 
niculaire peuvent  être  assujettis  à  des  conditions  de  différentes 
natures  appelées  conditions  aux  limites, 

\^  Les  extrémités  sont  libres,  —  11  peut  se  faire  que  le  poly- 
gone funiculaire  M1M2.  .  .M,i  soit  libre  dans  l'espace,  les  extré- 
mités M|  et  M|2  étant  libres  et  sollicitées  par  des  forces  connues 
F|  et  F«.  Supposons,  pour  simplifier,  n  =  5,  le  polygone  étant 
M1M2MSM4MS.  Alors  les  tensions  des  côtés  extrêmes  M1M2  et 
M4MS  sont  connues;  en  effet,  M4  est  en  équilibre  sous  l'action  de 
F|  et  de  la  tension  T4^2  •  cette  tension  est  donc  égale  et  opposée 
à  F|.  De  même  T5^4  est  égale  et  opposée  à  F5.  Si  l'on  construit  le 
polygone  de  Varignon  correspondant  au  polygone  funiculaire 
total,  le  premier  côté  AA|  sera  égal  et  parallèle  à  F|,  le  deuxième 
A|  A|  égal  et  parallèle  à  Fj,. . . ,  le  dernier  A4A5  égal  et  parallèle 
à  F5  ijig,  80).  Le  polygone  ainsi  construit  est  le  polygone  des 


forces  F|,  F„  Fj,  F4,  F5;  ce  polygone  doit  se  fermer  :  A5  doit 
coïncider  avec  A,  car  les  forces  ¥k  remplissant  les  conditions 
d'équilibre  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  leur  résultante 
générale  est  nulle.  Les  tensions  telles  que  T^k^i^k  sont  égales  et 
parallèles  aux  diagonales  AA;^  du  polygone  de  Varignon. 

2**  Les  extrémités  M|  et  Mu  sont  attachées  en  des  points  fixes, 
—  Il  faut  alors  prendre  comme  inconnues  auxiliaires  les  forces 
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F|  et  F„,  représentant  les  actions  des  points  fixes  sur  les  extré- 
mités M4  et  M;,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  tensions 
extrêmes  T,,,,  T«_t,». 

3**  Le  polygone  funiculaire  est  fermé,  —  Le  polygone  est 
fermé  quand  le  dernier  point  M5  est  lié  directement  au  premier  M| 
par  un  cordon.  Dans  ce  cas,  on  pourra  appliquer  les  conditions 
générales  d'équilibre  et  la  construction  de  Varignon  à  l'ensemble 
du  poljgone  en  imaginant  qu'on  coupe  le  cordon  MjMs  en  deux 
points  P  et  Q  et  qu'on  applique  suivant  M,  P  la  tension  Tt,5,  et 
suivant  M5Q  la  tension  Ts^j,  Il  faudra  alors  mener  par  A  un  vec- 
teur A  Aq  égal  et  parallèle  àT|^5,  puis,  à  la  suite,  des  vecteurs  A©  Ai, 
A|A,,....  A4A5  égaux  et  parallèles  à  F,,  F2,...,  F5  {fig*  81); 

Fig.  81. 


les  tensions  des  cordons  seront  égales  et  parallèles  à  AAt, 
AA,,...,  AA5,  la  tension  Tj^s  étant  égale  et  parallèle  à  AAo, 
T2,i  à  AA| , . . . .  Tjfr^i ^k  à  AA;t, ....  La  dernière  tension  T«  ^5  sera 
égale  et  parallèle  à  AA5;  par  suite,  A5  coïncidera  avec  Ao,  car 
AAo  est  aussi  égal  à  T|,5. 

Donc,  pour  l'équilibre  d'un  polygone  funiculaire  fermé,  il  faut 
et  il  suffit  :  1^  que  le  polygone  des  forces  directement  appliquées 
se  ferme;  2®  qu'il  existe  un  point  A  tel  que  chaque  côté  M^M^^, 
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du  polygone  funiculaire  soit  parallèle  à  la  diagonale  AA^  et  de 
sens  contraire. 

Remarque,  —  Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  funiculaire 
augmente  indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro,  ce  poly- 
gone devient  une  courbe,  le  polygone  de  Varignon  aussi.  Ce  cas 
limite  sera  traité  directement  dans  le  §  II. 

En  général,  la  figure  d'équilibre  est  un  polygone  gauche;  ce 
polygone  sera  plan  si  les  forces  Fa,...,  F„_|  sont  concourantes 
ou  parallèles. 

iâ5.  Forces  concourantes.  —  Que  le  polygone  soit  ouvert  ou  ferméy 
si  toutes  les  forces  F,  sauf  les  forces  extrêmes  Fi  et  F„,  sont  concou- 
rantes, la  figure  d'équilibre  est  plane  y  et  les  moments  des  tensions  par 
rapport  au  point  de  concours  des  forces  sont  tous  égaux. 

Soit  0  le  point  de  concours  des  forces,  nous  avons  vu  qu'on  peut  consi- 
dérer le  point  matériel  Mj  comme  en  équilibre  sous  l'action  de  Ff  et  des 
tensions  T^j,  Tj.s;  ces  forces,  devant  se  faire  équilibre,  sont  dans  un 
même  plan:  donc  Mi,  M],  Ms,  O  sont  dans  un  même  plan  P.  On  verra  de 
même  que  M^,  Mj,  M^,  0  sont  dans  un  même  plan,  qui  n'est  autre  que  P, 

Fig.  82. 


comme  ayant  en  commun  avec  lui  les  trois  points  0,  M],  Ms,  ...  et  ainsi 
de  suite  :  la  figure  d'équilibre  sera  donc  plane  et  son  plan  passera  par  le 
point  0. 

Le  point  M^  étant  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  Ft,  Ts,i,  Tj^s,  la 
somme  algébrique  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O  est 
nulle;  et,  puisque  le  moment  de  Fj  est  nul,  on  voit  que  la  somme  des  mo- 
ments de  Ts,t  et  de  T^^i  est  nulle,  ou  que  le  moment  de  Ti,s  égale  celui 
de  Ts,s.  En  continuant  de  la  sorte,  on  verra  que  toutes  les  tensions  'ïr.r-^x 
ont  même  moment  par  rapport  au  point  0  ifig»  82). 

126.  Forces  parallèles.   —  La  figure  d* équilibre  est  encore  plane 
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quand  toutes  les  forces^  sauf  les  deux  extrêmes,  sont  parallèles.  Dans 
ce  cas,  les  projections  des  tensions  sur  une  perpendiculaire  à  la  direct 
tion  commune  des  forces  sont  égales, 

La  première  partie  de  cette  proposition  s'établit  comme  pour  les  forces 
concourantes;  pour  démontrer  la  deuxième,  observons  que  les  forces  F^, 
Tt,ii  Ts,s  se  faisant  équilibre,  la  somme  algébrique  de  leurs  projections  sur 
une  perpendiculaire  x^x  à  la  direction  des  forces  est  nulle,  et,  comme  la 
projection  de  Fs  est  nulle,  il  en  résulte  que  la  projection  de  Ti,s  est  égale 
à  celle  de  Ts,s;  celle-ci  est  de  même  égale  à  la  projection  de  Tt,4,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  extrémités  du  polygone  soient 
attachées  en  deux  points  fixes  et  que  les  forces  agissant  sur  les  sommets 
intermédiaires  soient  des  poids  :  le  polygone  est  alors  dans  le  plan  vertical 
des  deux  points  fixes.  Nous  admettons,  de  plus,  qu'il  y  a  un  côté  hori- 
zontal MqMi  dont  nous  appelons  la  tension  Tq,  les  tensions  des  côtés  sui- 
vants MiMj,  MfMs,  ...  étant  Tt,s,  Tj,},  ...,  et  les  inclinaisons  de  ces 
côtés  sur  l'horizon,  ai,  ol^,  ...  ;  les  points  Mi,  Mi,  . . .  sont  sollicités  par  des 
poids  /?!,  P2j  ....  Pour  construire  actuellement  le  polygone  des  forces 
relatif  à  la  portion  MoMtMi,  ...  du  polygone  funiculaire  {fig»  83),  il  faut 

Fig.  83. 
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mener  par  un  point  A  un  vecteur  AB  égal  et  parallèle  à  la  tension  Todans 
le  sens  MiMo,  puis  des  vecteurs  BBi,  BtB],  . . .,  égaux  et  parallèles  à  />i, 

^], Les  points  B,  Bi,  Bf,  ...  sont  sur  une  verticale,  les  diagonales 

ABt,  AB],  ...,  parallèles  aux  côtés  MiMt,  MsM],  ...  et  égales  aux  ten- 
sions Ts,i,  Tt,s, On  a  donc 


(») 


P\ 
tangat=  ^, 


tanga,=:^'^  ^% 


tangaAr= ^--j- 


PP 


To=  T,,i  cosai  =  T,,j  cosa,  =  . . .  =  Tiht.|,ifrCOsait. 


Si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  sommets  Mf,  M^, . . .  aagmente  indéfi- 
niment, chaque  côté  tendant  vers  zéro,  le  polygone  devient  um  tOUMht 
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plane  telle  qu'en  appelant  a  l'angle  de  la  tangente  en  un  point  M  avec 
l'horizon,  T  la  tension  en  ce  point  et  P  le  poids  total  de  l'arc  MqM, 
compté  à  partir  du  point  le  plus  bas  Mo  où  la  tension  est  Tq,  on  ait 

p 
tanga==-y         TQ  =  Tcosa. 

Par  exemple,  si  Ton  imagine  un  fil  homogène  pesant  en  équilibre,  le 
poids  P  du  fil,  compté  depuis  le  point  le  plus  bas  Mo  jusqu'en  M,  est 
proportionnel  à  l'arc  Mo  M  ou  j  :  on  a  donc  pour  la  courbe  d'équilibre 
(chaînette) 

tanga  =  -  (a  constante); 

a 

nous  donnons  plus  loin  l'équation  de  cette  courbe  sous  forme  finie 
(n°  139). 

Si  le  fil  pesant  n'est  pas  homogène,  mais  si  sa  densité  linéaire  p  (telle 
qu'elle  est  définie  au  n»  114)  est  une  fonction  connue  de  l'arc  s,  compté 
depuis  le  point  Mo,  on  a 

P  =  g  I     pds,        tanga=i    /    pds, 

a  désignant  encore  une  constante. 

Ponts  suspendus.  —  Nous  supposerons  les  tringles  de  support  verti- 
cales, équidistantes  et  portant  le  même  poids,  nous  négligerons  le  poids 
du  câble  et  des  tringles,  nous  admettrons  enfin  que  le  câble,  symétrique 
par  rapport  à  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  qui  le  contient,  est 
flexible  et  inextensible.  Prenons  le  plan  vertical  contenant  le  câble  pour 
plan  du  tableau,  la  trace  du  plan  de  symétrie  pour  axe  des  j^,  et  pour  axe 
des  27  la  trace  xa/  du  tablier  du  pont,  supposé  horizontal.  Nous  admettrons 
que  le  nombre  des  tringles  est  pair,  c'est-à-dire  qu'au  milieu  du  polygone 
il  y  a  un  côté  MMi  horizontal  (^g.  83).  Appelons  a  la  distance  de  deux 
tringles  et  désignons  par  x/c^  y^  les  coordonnées  du    sommet  M^.   Les 

coordonnées  de  Mi  seront  —  »  h.  Les  coordonnées  des  autres  sommets  se 

2 

calculeront  de  proche  en  proche  à  l'aide  des  formules 

Xk  =  Xk-^x  -f-  o,        yk  =  yk-\  -f-  a  tan  g  9.k-\ , 

dans  lesquelles  tanga^^-i  est  égal  à ^   ^>  car  tous  les  poids  pi^pt^  •    . 

sont  égaux  à  un  même  poids  />.  On  trouve  ainsi 

*o  lo  a 
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On  obtiendrait  immédiatement  cette  dernière  équation  en  remarquant 
que  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  portion  M}  Mj. .  .M^  forment  un 
système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro  et  que,  par  suite,  la  somme  de  leurs 
moments  par  rapport  au  point  M^-  est  nulle. 

Dans  ces  expressions  figure  encore  la  tension  inconnue  Tq;  on  la  déter- 
mine en  remarquant  que  Ton  connaît  le  point  d'attache  du  dernier  som- 
met Mn  :  soit  h  la  hauteur  de  ce  point;  on  devra  avoir 

,        ,        ap  n( n  —  i ) 
h  =  O  -i-  j^  ♦ 

lo  2 

formule  qui  donne  Tq.  Les  sommets  du  polygone  sont  sur  une  parabole 
d'axe  vertical.  Si,  en  effet,  dans  les  formules 

a        .  ,         ^  ,        ap  k(  k —  i) 

on  fait  varier  k  d'une  façon  continue,  le  point  x,  y  décrit  une  parabole 
dont  l'axe  est  vertical,  et  les  sommets  du  polygone  sont  les  points  de  cette 
parabole  qui  correspondent  à  des  valeurs  entières  de  k.  On  démontrera 
aisément,  en  outre,  que  les  côtés  du  polygone  sont  tangents  en  leurs  mi- 
lieux à  une  deuxième  parabole  d'axe  vertical. 

Si  le  nombre  des  tringles  était  très  grand  et  les  côtés  très  petits,  le  po- 
lygone pourrait  être  assimilé  à  une  courbe  qui  serait  nécessairement  une 
parabole,  d'après  ce  qui  précède.  On  peut  le  vérifier  aussi  en  remarquant 
que  la  tangente  de  l'inclinaison  du  côté  M^^Ma^-i  est  proportionnelle  à 
l'abscisse  du  milieu  de  ce  côté;  si  le  polygone  est  assimilé  à  une  courbe, 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  doit 
être  proportionnel  à  l'ubscisse  de  ce  point,  propriété  caractéristique  d'une 
parabole  d'axe  vertical. 

127.  Applications  graphiques  de  la  théorie  des  polygones  funi- 
culaires. —  Les  propriétés  géométriques  et  mécaniques  des  po- 
lygones funiculaires  donnent  lieu  à  d'importantes  théories  dont 
le  germe  est  dans  une  Note  de  Poncelet  et  qui  se  trouvent  déve- 
loppées dans  les  Traités  de  Statique  graphique  de  Culmann, 
de  M.  Cremona,  de  M.  Maurice  Lévy,  de  M.  Rouché;  on  pourra 
consulter  également  un  Ouvrage  élémentaire  de  M.  Sejrig  publié 
dans  la  collection  des  Aide-Mémoire  de  M.  Léauté.  Nous  nous 
bornons  dans  ce  qui  suit  à  traiter  des  exemples. 

i*  Détermination  graphique  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
situées  dans  un  plan.  —  Soit  dans  un  plan  un  nombre  quelconque  de 
forces,  quatre,  par  exemple,  Fi,  Ff,  F|,  F^,  admettant  une  résultante  gé- 
nérale différente  de  zéro.  Construisons  ''  "e  de  ces  forces  en  me- 
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Dant  par  un  point  Ai  un  vecleui'  A[Ai  égal  ei  parallèle  à  F|,  par  A]  un 
vecieur  AiA]  égal  et  parallèle  à  Fi,  ...,parA|Un  vecteur  A|A(  égal  et 
parallèle  à  F4,  et  numérotons  les  cAtés  de  ce  polygone  en  appelant  r  le 
cdlé  parallèle  et  égal  à  F^-  La  résultante  des  forces  F|,  ....  F»  est  égale  et 
parallèle  à  A(A(,  côté  que  nous  numéroterons  5.  Prenons  un  point  A  dans 
le  plan  et  joignons-le  aus  sommets  A,,  A|,  A,,  Ai,  A»  du  polygone  des 
forces  :  nous  appellerons  (r,  t)  la  diagonale  joignant  le  point  A  au  point 
d'intersection  des  eûtes  r  et  t.  Nous  avons  ainsi  un  polygone  de  Varignon  : 
nous  allons  construire  un  polygone  funiculaire  correspondant.  Pour  cela 
menons  une  droite  arbitraire  LiMj  parallèle  à  la  diagonale  (5,  1)  et  appe- 
lons M]  le  point  où  elle  rencontre  la  direction  Fi;  par  M.  menons  une 
droite  M, M,  (/iff.  84}  parallèle  à  (1,  2)  et  appelons  Mt  le  point  o£i  elle 

Fig.  84. 


rencontre  la  direction  de  Fi,  et  ainsi  de  suite,  ...,  par  M^  menons  M^Nj 
parallèle  à  (4,  S).  Cette  dernière  droite  coupe  la  première  L|M]  en  un 
point  M|  qui  appartient  à  la  résultante  R.  En  elTet,  si  l'on  suppose  les 
droites  L|M|,  M|M), . . .,  Mt  N,  remplacées  par  des  cordons  ou  des  barres 
rigides,  les  forces  F,,  F„  F,,  F^  transportées  aux  points  M,,  M,,  . .  . ,  Hi 
de  leurs  directions,  et  les  deux  cordons  extrêmes  LiM|,  MtNj  tires  par 
des  tensions  égales  aux  diagonales(i,  5)et(4,  i)  du  polygone  de  Varignon, 
on  a  un  polygone  funiculaire  en  équilibre.  D'après  le  principe  de  solidifi- 
calion  (n"  120),  il  y  a  équilibre  entre  les  deux  tensions  extrêmes  dirigées 
suivant  les  cCtés  MiL,,  M^Ni,  et  les  forces  P„  Fi,  F,,  F(  appliquées  aux 
sommets.  La  résultante  de  ces  dernières  forces  est  donc  égale  et  directe- 
ment opposée  i  la  résultante  des  deux  tensions  extrêmes  ;  elle  passe  par 
le  point  M|,  intersection  des  côtés  L(Mi  et  M(N,.  La  résultante  est  ainsi 
entièrement  déterminée,  car  on  connaît  en  A,A,  sa  grandeur  et  sa  di- 
rection. 
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Si  Ton  fait  varier  la  position  du  premier  côté  LsMi,  en  déplaçant  ce 
côté  parallèlement  à  lui-même,  le  polygone  funiculaire  se  déforme,  le 
point  M5  se  déplace  et  décrit  la  résultante  des  forces  Fi,  Fj,  Fj,  F4. 

Somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  un  point  quelconque  0 
du  plan,  —  La  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  O  est 
égale  au  moment  de  la  résultante  R,  c'est-à-dire  à  R8,  8  étant  la  distance 
de  O  à  R.  Menons  par  O  une  parallèle  PQ  (Jiff.  85)  à  la  direction  de  la 

Fig.  85. 


résultante,  et  soient  P  et  Q  les  points  où  cette  parallèle  coupe  les  côtés 
extrêmes  MiM^  et  M^M^  :  les  triangles  PQMg  et  A^AsA,  dont  les  côtés 
sont  parallèles,  sont  semblables  :  en  menant  les  hauteurs  MiH  =  8  et  AK 
de  ces  triangles,  on  a,  puisque  A4A5=  R, 


PQ 
R 


a 


AK 


R8  =  PQ.AK. 


Gomme  le  choix  de  A  est  arbitraire,  on  peut  prendre  AK  =  i;  alors  le 
moment  R8  est  mesuré  par  le  segment  PQ. 

Théorèmes.  —  On  a  choisi  arbitrairement  le  point  A.  En  donnant  à 
ce  point  une  autre  position  A',  on  obtiendrait  par  les  mêmes  considé-' 
rations  un  deuxième  polygone  funiculaire  correspondant  L,,  M|,  M',, 
M 3,  M'^,  N5,  dont  les  côtés  extrêmes  se  couperaient  également  sur  la 
résultante. 


On  a,  de  plus,  le  théorème  suivant  : 

Les  points  d'intersection  des  côtés  correspondants  M^Mj^^-i  et  MiMît+, 
du  premier  polygone  funiculaire  et  du  second  sont  sur  une  droite  A 
parallèle  à  AA'. 
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En  cITel,  prenons  le  premic 
point  B  d'un  côté,  MtMt,  par  ex 
lygone  est  en  équilibre  sous  Vacl 
T,.,T,,t  des  cMi  exlrémes  M,  L, 


poljgono  fiiniculai 

-lion  des  forces  F| 
M,B  :  les  deuK 


F,,  F,  I 


:  po- 


aTi,(T,,i  ont 
donc  une  résultante  égale  et  oppost'c  à  celle  des  forces  Fi,  F,,  F,.  Si  l'on 
applique  le  même  raisonnement  à  la  portion  L',M',  M',M',  B'  du  deu^iémi- 
poljgone  supposé  coupé  au  point  B'  du  efité  M',M\,  on  voit  que  les  len- 
siona  des  cdtés  entrâmes  M',  L',  et  M',  B,  que  nous  appellerons  T',.,  et  T',,„ 
ont  une  résultante  égale  et  opposée  â  celle  des  forces  F|,  F],  F|.  De  sorte 
que  les  tensions  T,,|  et  T,,t  ont  une  résultante  identique  à  celle  des  ten- 
sions T',^,  et  Tt,^.  On  peut  encore  dire,  en  changeant  les  deu»  dernières 
tensions'de  sens.'que  l'ensemble  des  quatre  vecteurs  T,,„  T...  et  T',.„  Tj,, 
est  équivalent  k  zéro.  La  résultante  des  deux  tensions  T,,^  et  T'i,,,  qui 
passe  par  le  point  d'intersection  des  côtés  M)M(  et  M',M't,  est  donc  égale 
et  directement  opposée  à  la  résultante  A  des  deux  tensions  T,,|  et  T|., , 
qui  passe  par  le  point  de  concours  des  cOtés  L(M|  et  L'^  M', .  Le  point 
rie  concours  des  cAtés  MiM^  et  M',MÎ  se  trouve  donc  enfin  sur  la  droite 
fixe  A;  il  en  est  de  même  du  point  de  concours  de  deux  eûtes  correspon- 
dants quelconques  des  deux  polygones.  Cette  droite  fixe  A  est  parallèle 
à  AA',  car  la  tension  T,,,  est  égale  et  parallèle  à  AAi  et  e«tdirigée  dans 
le  sens  AA(,  la  tension  T'^,,  est  égale  et  parallèle  à  A,  A'  et  dirigée  dans  le 
sens  A,  A':  la  résultant!^  A  de  ces  deux  tensions  est  donc  égale  et  parallèle 
à  la  résultante  de  AA)  et  A|A',  c'est-à-dire  à  AA'. 

a"  Construction  d'un  polygone  Janiculaire  Jfimé  corrrspoiidanl  ù 
un  tyslime  de  forces  tn  éguilibre  dans  un  plan.  —  Soient,  dans  un 
plan,  un  système  de  forces  F,,  F,,  ...,  F»  en  équilibre  (Jig.  84),  c'est- 
à-dire  telles  que  leur  résultante  générale  et  leur  moment  résultant  soient 
nuls.  Construisons  le  polygone  des  forces  A,Ai...Ai;  ce  sera  un  poly- 
gone fermé  dont  les  cAtés  i,  2,  3,  4,  S  sont  respectivement  parallèles  aux 
forces  F],  F,,  ...,  Pi;  puis  prenons  dans  le  plan  un  point  arbitraire  A;  à 
ce  point,  on  fait  correspondre  un  polygone  funiculaire  fermé  de  la  façon 

Joignons  ce  point  aux  différents  sommets  du  polygone  des  farces,  et 
soit  (r,  j)  la  droite  joignant  le  point  A  au  point  d'intersection  des  côtés/- 
et  t;  on  obtient  ainsi  cinq  droites  (1,  1),  (2,  3),  . . .,  (5,  i)-  Construisons 
unguite  un  polygone  fermé  M|MiM)MtM|  ayant  ses  soinincis  respectifssur 

les  droites  F,,  F, F„  regardées  comme  indéfinies,  et  ses  côtés  MiM,, 

M|M,,  M,Mi,  ...,MiM„paralléle8Buxdroiles(5,i),  (i,a),  (a.3),  ...,(4,5). 
D'après  le  cas  traité  précédemment,  on  peut  prendre  arbitrairement  la 
position  du  côté  M, M,  ou  LiMi;  les  côtés  suivants  M, M„  M, M,,  ....MtlNi 
sont  alors  déterminés,  et  le  point  d'intersection  M,  des  côtés  LjM|  et 
MtN»  est  sur  la  résultante  des  forces  F„  F.,  ...,  F,,  c'est-à-dire  sur  Fj. 
qui  est  égale  et  directement  opposée  à  cette  résultante  ;  le  polygone 
construit  est  donc  bien  fermé. 

Le  polygone  Mi,Mi, ...,  M|  ainsi  construit  s'appelle  \e  polygone  /uni- 
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culaire,  répondant  au  point  A.  Si  l'on  suppose  les  points  Mi,  Ms,  . . .,  M| 
remplacés  par  des  points  matériels  et  les  côtés  MiMj,  M2M1,  ...,  M^Mi 
par  des  cordons  inextensibles,  en  transportant  les  forces  aux  points  M|, 
Ml,  ...,  Mg,  on  a  un  polygone  funiculaire  fermé  en  équilibre  dans  lequel 
la  tension  du  côté  MrM^  est  égale  et  parallèle  à  la  droite  (r,  «).  Il  pçut  se 
faire  que  certains  côtés  subissent  des  compressions;  il  faut  alors  les  rem- 
placer par  des  barres  rigides  :  c'est  ce  qui  arrive  dans  la  figure  pour  MiMs 
et  M5M4. 

Si  l'on  prend  un  deuxième  point  A',  il  lui  correspond  de  la  même  façon 
un  deuxième  polygone  funiculaire  M'j,M^M',  ...;  les  côtés  correspondants 
des  deux  polygones  se  coupent  sur  une  droite  A  parallèle  à  AA',  comme 
nous  l'avons  démontré. 

Si  les  forces  Fi,  . . .,  Fg,  au  lieu  d'être  en  équilibre,  se  réduisaient  à  un 
couple,  on  en  serait  averti  dans  la  construction,  parce  que  LgMf  et  M4NS 
ne  se  couperaient  pas  sur  F^,  car  alors  la  résultante  R  de  Fi,  Fi,  F9,  F4 
serait  dirigée  suivant  une  droite  parallèle  à  F^,  mais  différente  de  F^. 

3°  Cas  particulier  ;  exemple  de  figures  réciproques.  —  Supposons 
que  les  forces  Fi,  Ff,  F3,  F4,  Fg,  qui  se  font  équilibre,  concourent  en  un 
même  point  O;  le  polygone  funiculaire  (0)  Mi  M]  Mj  M4  M^,  construit  comme 
nous  venons  de  le  dire,  et  le  polygone  de  Varignon  (A)  AtAsAsA4Ag 
sont  alors  réciproques.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  parla  :  Dans  ce  poly- 
gone funiculaire,  Mi  ...  Mg,  les  tensions  Tj  1,  Tj^^, ...,  Ti^g  des  côtés  M^Mi, 

Fi  g.  86. 


M|Ms,  . . .,  MiMg  sont  respectivement  égales  et  parallèles  aux  diagonales 
AA|,  AA),  ...,  AAg  du  polygone  de  Varignon.  Saivant  chacune  de  ces 
diagonales,  appliquons  aux  sommets  A^  As«  •••9  k%  àxk  polygone  de  Vari- 
gnon des  forces  Pi,  P,,  ...,  P,,  égales  cl  pai  >té«  correspon- 
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dants  M]Mif  MsMs,  •••^  MfMs  du  polygone  funiculaire,  et  remplaçons 
les  côtés  Al  A),  A) A3,  ...,  A5A1  par  des  cordons.  Le  nouveau  polygone 
funiculaire  Ai  Aj.-.As,  ainsi  construit,  est  en  équilibre  et  les  tensions  des 
côtés  1,2,  3,  ...  de  ce  polygone  sont  égales  et  parallèles  aux  diagonales 
OMt,  OM])  OMs,  ...  du  polygone  funiculaire  primitif,  qui  est  ainsi  le  po- 
lygone de  Varignon  du  nouveau  polygone  funiculaire.  En  résumé,  chacun 
des  deux  polygones  funiculaires  (A)  et  (O)  est  alors  le  polygone  de  Vari- 
gnon de  l'autre. 

It8.  Anneaux  glissant  sur  un  cordon.  —  Supposons  qu'un  cordon 
flexible  et  inextensible  soit  fixé  par  ses  deux  extrémités  A  et  B  et  que  des 
anneaux  infiniment  petits  puissent  glisser  sans  frottement  le  long  de  ce 
fil;  ces  anneaux  sont  soumis  à  des  forces  connues  :  on  demande  la  position 
d'équilibre  du  système. 

S'il  n'y  a  qu'un  anneau  G,  il  faut  que  la  force  F  soit  bissectrice  de  l'angle 
AGB;  car  le  point  G  peut  être  considéré  comme  mobile  sans  frottement 


sur  une  ellipse  ayant  A  et  B  pour  foyers;  il  faut  donc  que  la  force  soit 
normale  à  cette  ellipse  et  dirigée  vers  l'extérieur,  c'est-à-dire  de  façon  à 
tendre  le  fil.  La  pression  de  l'anneau  sur  le  fil  est  alors  égale  à  F.  L'élé- 
ment du  fil  situé  en  G  est  sollicité  par  les  deux  tensions  T,  T'  et  la  pres- 
sion F;  celle-ci  étant  bissectrice  de  l'angle  de  T  et  T'  et  devant  leur  faire 
équilibre,  ces  deux  tensions  sont  égales  et  l'on  a 

F  =  2  T  cos  -  • 

On  traitera  maintenant  sans  difficulté  le  cas  où  l'on  a  plusieurs  an- 
neaux :  s'il  y  a  équilibre,  chaque  force  est  dirigée  suivant  la  bissectrice 
des  deux  cordons  qui  aboutissent  à  l'anneau  correspondant,  la  tension  T  du 
fil  est  partout  la  même,  et  si  Fi,  F],  ...  sont  les  diverses  forces,  «i,  aj,  ... 
les  angles  successifs  des  divers  brins  du  fil,  on  aura  (Poinsot) 


T  = 


1  F, 


2  cos  —  2  cos  — 

2  2 


.  •  •  • 


Le  système,  étant  en  équilibre,  y  restera  évidemment  si  l'on  fixe  les  an- 
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neaox  ao  fil  dan»  le»  position»  qu'ils  occapent:  on  peut  donc  appliquer  à 
cette  figore  d'éqoilibre  toot  ce  qui  a  été  dit  sor  le  poljçone  fnnicalaire. 
Actuellement,  toute»  le»  tension»  étant  é^ale».  le  polygone  de  Vari|;iiOD 
(y;^.79)a  toa»»e»  «onmet»  Ai,Ai,Aj,  ...,saaf  le  premierA,  sur  one  sphère 
dont  le  centre  »e  trouve  an  sommet  A.  Si  le  polygone  est  plan,  les  som- 
mets A|,  Aj,  . . .  »ont  »or  an  cercle  de  centre  A. 

129.  Tramret  réHculaires.  —  Des  considérations  analogues  à 
celles  que  noas  avons  employées  pour  les  poljgones  funiculaires 
conduisent  aux  conditions  d'équilibre  des  iravures  réliculaires, 
c'est^à'dire  des  sjslèmes  de  barres  rectilignes,  dont  on  néglige  la 
masse,  réunies  à  leurs  extrémités  par  des  articulations.  Le  système 
total  est  supposé  soumis  à  des  forces  extérieures  appliquées  aux 
articulations  ou  nœuds.  Chaque  barre  telle  que  AB  devant  être 
isolément  en  équilibre  sous  Taction  des  forces  agissant  sur  ses 
deux  extrémités,  ces  forces,  qui  sont  les  actions  des  nœuds  ÂetB 
sur  la  barre,  se  réduisent  à  deux  pressions  ou  tractions  égales  et 
directement  opposées.  Chaque  nœud  sera  en  équilibre  sous  Fac- 
tion des  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées  et  des  actions, 
sur  ce  point,  des  barres  qui  j  aboutissent,  actions  dirigées  respec- 
tivement suivant  ces  barres  en  vertu  du  principe  de  Tégalité  de 
l'action  et  de  la  réaction;  car  les  actions  des  barres  sur  les  nœuds 
sont  égales  et  opposées  à  celles  des  nœuds  sur  les  barres. 

Exemple. —  Un  système  de  six  tiges  non  pesantes,  formant  un  tétraèdre 
régulier  articulé  SABC,  est  suspendu  par  trois  cordons  verticaux  AA',  BB', 

Fig.  88. 


ce  dans  une  position  telle  que  la  base  ABC  soit  horizontale;  au  sommet  S 
rî»t  suspendu  un  poids  P;  trouver  les  tensions  et  les  pressions  des  barres 
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et  des  cordons.  Appelons  0  la  valeur  commune  des  tensions  des  barres  SA, 
SB,  se  :  on  a,  en  projetant  sur  la  verticale  et  écrivant  que  la  somme  des 
projections  des  quatre  forces  P  et  0  appliquées  au  nœud  S  est  nulle, 

P-6/6  =  o,        0=-^-^, 

car  le  cosinus  de  l'angle  d'une  arête  SA  avec  la  verticale  est  ■^-  Les  côtés 

de  la  base  subiront  des  compressions  :  appelons  p  la  valeur  commune 
de  ces  compressions  et  T  la  valeur  commune  des  trois  tensions  des  cor- 
dons AA',  BB",  ce.  Le  point  A  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force  6, 
de  la  tension  T  et  des  deux  forces  p.  En  projetant  sur  la  verticale  AA', 
on  a 

T,     ev/6     P 

ce  qui  est  évident,  car  les  trois  forces  T  et  la  force  P  doivent  se  faire  équi- 
libre. Puis,  projetant  les  quatre  forces  appliquées  en  A  sur  la  hauteur  AD 
du  triangle  ABC,  on  a 

e/3         /3  e 

— 2;>-=o,        ;,=  5, 

car  cosDAB  =  —  et  ces  S  AD  =  %:-• 

2  3 


n.  -  ÉQUILIBRE  DES  FILS. 

130.  Équations  d'équilibre.  —  Cherchons  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  fil,  flexible  et  inextensible,  sollicité  par  des  forces 
continues.  On  pourrait  considérer  ce  problème  comme  le  cas 
limite  des  polygones  funiculaires,  mais  nous  l'aborderons  directe- 
ment. 

Désignons  par  s  la  longueur  du  fil,  comptée  à  partir  d'une  ori- 
gine A,  positivement  dans  un  sens  déterminé  AB  (^fig.  89).  Nous 
admettrons  que  les  forces  extérieures  appliquées  à  un  élément 
d'arc  ^5  peuvent  être  remplacées  par  une  force  unique  de  Tordre 
de  ds^  F  ds,  appliquée  en  un  point  de  cet  élément;  les  projections 

de  cette  force  seront 

X  ds,     Y  dsj'    Z  dsj 

en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  projections  de  F,  que  l'on  appelle  : 
Jorce  rapportée  à  l^ unité  de  longueur, 

A.,  I.  12 
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Si  Ton  considère  une  portion  AM  du  Gl  et  si  l'on  supprime  la 
portion  MB,  il  faudra,  pour  maintenir  l'équilibre  de  AM,  appli- 
quer en  M  une  force  T,  unique,  puisque  le  fil  est  supposé  parfai- 

Fig.  89. 


tement  flexible;  la  force  T  est  dite  la  tension  du  fil.  Désignons 

par  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  cette  tension^  ses  projections 

sont 

Ta,    Tp,    Ty. 

Si,  après  avoir  coupé  le  (il  en  M,  on  avait  supprimé  la  portion 
MA,  on  aurait  dû,  pour  maintenir  l'équilibre  de  MB,  appliquer  en 
M  une  force  —  (T),  en  vertu  du  principe  de  l'égalité  de  l'action  et 
de  la  réaction.  Les  projections  de  cette  nouvelle  tension  sont 

-Ta,    -Tp,    -Ty- 

Coupons  le  fil  en  deux  points  infiniment  voisins  M,  M|  et  ne  con- 
servons que  rélément  MM|.  Cet  élément  est  en  équilibre  sous 
l'influence  de  la  force  ¥  ds^  qui  agit  sur  lui,  et  des  deux  tensions 
—  T,  T|,  qui  remplacent  les  actions  des  portions  supprimées  du 
fil;  si  l'on  désigne  par  af,  ^,,  ^i  les  cosinus  directeurs  de  T|,  ses 
projections  sont 

Ttoti,    T,p„    T,Yi. 

Écrivons  que  la  somme  des  projections  des  trois  forces  est  nulle  ; 
nous  avons,  en  remarquant  que 

T,a,-Ta  =  c/(Ta),         Tip,- Tp  =  rf(TP),         T,Yi- Ty  =  ^(Ty), 

rf(Ta)-hXé/5  =  o, 
(I)  {  rf(TP)-f-Y</j  =  o, 

rf(TY)-+-Z  ds=:o. 
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Les  moments  des  trois  forces  — T,  T|,  F,  par  rapport  à  l'axe 
des  x^  sont  respectivement 

-(^Tt-^TP),    rtTYi-«iT,p„    {yZ^zY)d$, 

où  nous  avons  représenté  par  xyz^  x^y^z^  les  coordonnées  des 
extrémités  de  Tare  ds\  la  somme  des  moments  de  —  T  et  T|  est 
donc  d{yT^  —  ^Tp);  et  le  théorème  des  moments  donne 

{  d(yT^--MT^)-i-{yZ^zY)ds  =  o, 
(2)  I  rf(*Ta  — arTY)-+-(zX  — arZ)rf5  =  o, 

(  d(xT^—yTa)-^(x\-yX)ds  =  o. 

La  première  des  équations  (a)  peut  s'écrire  en  développant 

T^dy-^yd(T^)  —  T^dz  —  zd(T^)-h(yZ^zY)ds^o, 

En  vertu  des  équations  (i),  les  termes  tn  yei  z  disparaissent  : 
il  reste  alors 

la  deuxième  des  équations  (2)  montrerait  que  Ton  a 

dx  _^  dy  _^  dz 

ce  qui  signifie  que  la  tension  est  tangente  à  la  courbe.  On  aurait 

d'ailleurs  pu  admettre  ce  résultat  en  considérant  le  fil  comme  la 

limite  d'un  polygone  funiculaire.  La  valeur  commune  des  trois 

rapports  est  manifestement  dzds;  mais  les  tensions  doivent  être 

dirigées  de  façon  à  tendre  le  cordon  :  la  tension  appelée  T  est  donc 

dirigée  dans  le  sens  des  arcs  croissants  et  le  signe  -f-  convient 

seul  ;  on  a  donc 

dx  Q       dy  dz 

""Si'       ^=di'       f=di' 
En  portant  dans  les  équations  (i),  il  vient 

et  les  équations  (  2)  sont  des  conséquences  de  celles-ci. 


f     é    9         *  ê  /  ■.•."» 


Il  i'i  '1*  I  H'tn  fh  /'/  nh-n,ft  ■•///  //*/  ff /^  ^<i  ^,on.îtant^.  En  «effet. 
'         ■    '  /l'y  '//;/     t  /       '  'f/*  * 

'/  /■/  /"/ /  /  (    t  ^1 1  nn-tuftittH-nt  tlnnx  un  mA  me  plan  avec  un 

If'      O»    /'///    hêttnfth,    Ir    ninittrnl    tir   la  tension  par   rap^ 

f   'Il  it  '■/   itn    I  ff  tn/tththf     l'.ii  t-Hi'î^y'A  —  5Y  =  o  entraîne 

I  I  ■<  iImm  lliniiriiii'ti  Miiiii  ili-q  mil  |tiiriiriilif;r!i  du  suivant  : 

■>!    h    i I  ,  <i'i*/  /i'  /•"«ji»'   i/r  Af  rnurhr,  appartient  à.  un 

'ff'    I      •'éMi'iii».  /.    l'iiiiMi'M/  i/f*  /il  ir  n  Si  on  pttr  rapport  au 
■   '.1      «        .»  .  ••«,«, 4iw    l'ii  t  lloli  In  I'oivo  uppartcnant  à  un  corn- 

«^  •«..»»  »^»i  «U'^  w'ic^iiniox    KoiiipU4;iQt«  dans  cette 
.  »\»  \^»  ■•»    •'  •  uiiii^  I  1%   •  v|Ws   \  fMî  •■•et  le*  termes  tel^ 

^\\    »  ^  r**     ^  I    •  *  *•'»  s»bi.îefit  une  êi|tiaftiiMi 

.y.       «M    \,.,  U"  ' 


"  *      ■  ■•    •  •   »:vî'.  •  ■*•    ■s.Uv    ■'.    /.    ~^    ^ 


^*  *•       %J^       N-      ^'V  «V   «««««&>  9^.  "  ■*         ^^     ■'•■•'^l  Ji^  ^•tll 
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d'équilibre  (3)  écrites  plus  haut,  jointes  à 


/dj-y       /dyY       /dzY 
[ds)   ■^[ds)-^[ds)    ='' 


constituent  un  système  de  qualre  équations  difTérentielles,  qui 
déterminent  x^  y,  5,  T  en  fonction  de  s»  Ces  équations  sont  du 
premier  ordre  par  rapport  à  T,  mais  du  deuxième  par  rapport  à 
x^y^  ^  ;  il  y  aura  donc,  dans  les  intégrales  générales,  six  constantes 
qui  seront,  par  exemple,  pour  une  valeur  initiale  5  =  5o>  les  valeurs 

arbitrairement  choisies  des  six  quantités  x^y^  ^j  T,  -^*  ■—-•  On 

trouvera  ainsi  d'une  façon  générale 

T  =  r^(s,  Cl,  Cj,  .  . .,  C|), 
y  =  "^{s.  Cl,  C;,  .  ..^Ce), 
z  =  Tn(j,  C|,  Cj,  . . .,  Ce), 
T  =y  (j,  Cl,  Cl,  .  . .,  Ce). 

133.  Détermination  des  constantes,  conditions  aux  limites.  — 
Il  faudra  déterminer  les  six  constantes  arbitraires  par  les  condi- 
tions aux  limites.  Le  problème  le  plus  simple  est  celui  d'un  fil  de 
longueur  donnée,  /,  attaché  par  ses  deux  extrémités  Mo(j.„y,,«,)> 
M|  (j.^  _y^  ,^,.  En  prenant  pour  origine  des  arcs  le  point  Mq  et  écri- 
vant que,  pour  5  =  0,  5  =  /,  les  valeurs  de  x^y^  z  se  réduisent 
aux  coordonnées  des  deux  points  Mo  et  Mi,  on  obtient  six  équa- 
tions déterminant  les  six  constantes.  Il  faudra  discuter  ce  système 
qui  pourra  admettre  une,  deux,  et  même  une  infinité  de  solutions. 

On  peut  supposer  encore  que  le  fil  attaché  à  Tune  de  ses  extré- 
mités, Mogr„jr,^,,),  est  terminé  à  l'autre  extrémité  par  un  anneau 
infiniment  petit  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe 
invariable  G  ayant  pour  équations 

|*(x,  y.z)  =  o, 
'V(x,y,z)=zo, 

On  aura  d'abord  trois  équations  en  écrivant  que,  pour  5  =:  o, 
x^  y  y  z  prennent  les  valeurs  x^^  yoj  Zq  correspondant  au  point  Mo; 
il  faudra  écrire,  en  outre,  que,  pour  5  =  /,  les  valeurs  ^i,^i,  z^ 
de  Xj  y,  z  satisfont  aux  équations  (C)  de  la  courbe  et  que  la  direc- 
tion de  la  tension,  c'est-à-dire  de  la  tangente  au  point  M|,  est 
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normale  à  cette  courbe,  puisque  Panneau  peut  glisser  sans  frotte- 
ment; nous  obtiendrons  encore  ainsi  six  équations  poar  déter^ 
miner  les  constantes. 

De  même,  si  une  extrémité  M|  du  fil  était  mobile  sans  frotte- 
ment sur  une  surface  donnée,  il  faudrait  exprimer  que,  pour  5=  /, 
les  valeurs  Xf,  j^i,  Zt  vérifient  Péquation  de  la  surface  et  qae  la 
tangente  en  M|  est  normale  à  la  surface. 

134.  Cas  où  la  force  ne  dépend  pas  de  l'arc.  —  Il  arrive  fré- 
quemment que  X,  Y,  Z  ne  contiennent  pas  explicitement  j;  en 

remplaçant  alors  partout,  dans  (3),  ds  par  y/rfx *  -h  dy* -h  dz^ ,  on 
pourra  prendre  x  pour  variable  indépendante,  et  Ton  aura  trois 
équations  pour  déterminer  j/-,  ^,  T  en  fonction  de  x;  les  inté- 
grales ne  contiennent  alors  que  cinq  constantes  qui  sont,  par 

exemple,  les  valeurs  que  prennent  j^,  >3,  T,  ^>  ^>  pour  la  valeur 
initiale  x  =  Xq.  Soient 

y  =  «p(ar,  Ct,  Cj,  . . .,  C|), 

z  =4'(^iCi,c,,  ...,c,), 

T  =/(ar,  Cl,  Cj,  . . .,  C|), 

les  intégrales  générales.  Si  Ton  veut  exprimer  que  le  fil  a  une 
longueur  donnée  et  est  attaché  par  ses  deux  extrémités  aux 
points  {xoj yoj  ^0)  {^tf ^i)  Zi),  on  exprime  que,  pour  x  =  ae^^ 
y  et  z  prennent  les  valeurs  y^^  Zq  et,  pour  x  =  Xiy  les  valeurs 
yt,  Zi;  en  écrivant  enfin  que  la  longueur  du  fil  est  égale  à  /,  on  a 
les  cinq  équations  nécessaires  pour  déterminer  les  constantes. 

135.  Remarque  sur  la  tension.  —  La  solution  trouvée  ne  sera 
acceptable  que  si  T  est  posilif  en  tous  les  points  de  la  courbe,  car 
si  T  était  négatif  pour  un  élément,  cet  élément  serait  soumis  à 
une  pression  et  non  à  une  tension.  On  pourra  interpréter  les 
solutions  dans  lesquelles  T  est  négatif  en  supposant  le  fil  remplacé 
par  un  chapelet  de  sphères  solides  infiniment  petites  :  chaque 
sphère  subiru  alors  des  pressions  de  la  précédente  et  de  la  sui- 
vante et  Téquilibre  subsistera  (Poinsot). 

136.  Équations  intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil.  —  On 
appelle  ainsi  les  conditions  dVquilibre  indépendantes  des  axes 
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coordonnés.  Nous  avons  déjà  désigné  par  a,  P,  y  l^s  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  M/,  dans  le  sens  des  arcs  croissants;  désignons 
par  a',  ^',  ^  ^^^  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  Mn 
dirigée  vers  la  concavité  {^fig^  90),  et  par  p  le  rayon  de  courbure. 
On  connaît  les  formules  de  Frenet  et  Serret 

ds  '^  p  ds  '~  p  ds        0' 

la  première  équation  d'équilibre 


peut  donc  s'écrire 


rfT       T   ,      „ 

a-r-  H a  -hX  =  o; 

ds         p 


on  obtient  ainsi  les  trois  équations 

V  dT        ,T 

ds  p 

(4)  <Y=-p^-P'f 

_  rfT        ,T 

Ces  équations  expriment  que  F  est  la  résultante  de  deux  seg- 
ments qui  sont  portés  respectivement  sur  la  tangente  et  la  normale 

Fig.  90. 


principale,  et  dont  les  valeurs  algébriques  estimées  suivant  M^  et 

Mn  sont -y-  et •  La  force  F  est  donc  dans  le  plan  oscu- 

ds  p  *^ 

lateur  à  la  courbe,  dirigée  du  côté  de  la  convexité  et  dans  le  sens 
des  tensions  décroissantes.  Ses  projections  sur  la  normale  princi- 
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pale,  la  langente  et  la  binormale  sont  données  par  les  formules 

(5)  F»  =  -f         »•"'=- 5'         F*  =  <'- 

qui  sonlles  équations  intrinsèques  iV équilibre. 

Si  la  force  est  constamment  normale  au  (il,  la  tension  est  con- 
stante, car  on  a  alors  F;=  o;.la  dérivée  de  la  tension  est  donc  nulle. 

137.  Formule  donnant  la  tension  quand  il  existe  une  fonction 

de  forces.  —  Multiplions  respectivement  les  équations  d^équi- 

libre    (4)    par  «,   p,  y  ^^  ajoutons,    en  remplaçant  a,  p,  y  par 

dx    dy    dz     'X     ' 
-i- >  - j- >  -7- *  il  vient 
ds    ds    ds 

dT=-(\dx-^\djr-^Z  dz), 

formule  qui  n^est  autre  que  la  seconde  des  équations  intrin- 
sèques (5). 

Cette  dernière  équation  est  très  importante;  elle  permet  de 
déterminer  directement  la  tension  lorsque  X,  Y,  Z,  ne  dépendant 
que  de  x^y,  3,  dérivent  d'une  fonction  de  forces  V{x,yj  z).  On 
a  alors,  en  désignant  par  h  une  constante, 

dT=-d\],        T=-(U-i-/i), 

formule  qui  donne  la  tension  sous  forme  finie  sans  que  Ton  con* 
naisse  la  (igure  d'équilibre.  On  portera  cette  valeur  de  la  tension 
dans  les  équations  d'équilibre  qui  se  réduiront  alors  à  deux. 

Lorsque  U  reprend  la  même  valeur,  la  tension  redevient  la 
même;  si  donc  U  est  une  fonction  uniforme  de  Xj  y^  js,  la  tension 
est  la  même  en  tous  les  points  du  fil  qui  sont  sur  une  même  sur- 
face de  niveau.  Mais  si  U  n'est  pas  une  fonction  uniforme,  si  l'on 

a,  par  exemple,  U  =  arctang  — i  les  surfaces  de  niveau  sont  les 

plans  ^^  =  j?  tangC,  et  lorsque  le  fil  traverse  un  de  ces  plans, 
à  plusieurs  reprises,  la  tension  peut  prendre  Tune  des  va- 
leurs C  di  Air.  On  pourrait  répéter  ici,  au  sujet  de  cette  expres- 
sion de  T,  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Chapitre  IV  au  sujet  du 
travail  total. 

138.  Forces  parallèles.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 
les  forces  extérieures  sont  parallèles  à   une  même  direction;  la 
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figure  d'équilibre  est  alors  une  courbe  plane,  dont  le  plan  est 
parallèle  à  la  direction  de  ces  forces,  et  la  projection  de  la  tension 
sur  une  perpendiculaire  à  cette  direction  est  constante.  Ces  deux 
propriétés  peuvent  être  considérées  comme  résultant  des  propriétés 
semblables  établies  pour  les  polygones  funiculaires;  nous  allons 
les  démontrer  directement. 

Supposons  l'axe  Oy  parallèle  à  la  direction  commune  des 
forces;  X  et  Y  seront  constamment  nulles;  la  première  et  la  der- 
nière des  équations  d'équilibre  (3)  donnent,  en  intégrant, 

éliminons  T  entre  ces  deux  équations,  il  reste 

Adz  —  B  dx  =  Of        Xz  —  Bx  =  C 

C'est  l'équation  d'un  plan  parallèle  à  Oy\  la  première  partie  de 
notre  proposition  est  donc  démontrée.  Prenons  alors  ce  plan  pour 
plan  des  xy.  Nous  aurons  les  deux  équations  d'équilibre 


T$  =  A,        rf(Tg:)  +  Yrf.  =  o. 


ds 


\ 


En  tirant  T  de  la  première  et  portant  dans  la  seconde,  puis  dési- 

dv 
gnant  par^  la  dérivée  ~->  on  a  la  relation 

(6)  kdy-^\ds  =  o, 

qui  est  l'équation  diflférentielle  de  la  figure  d'équilibre. 

Dans  le  cas  le  plus  général  de  l'équilibre  des  fils,  la  force  peut 

être  fonction  des  six  quantités  x^  y^  z,  5,  -t->  -y-;  ici,  puisque  la 

courbe  est  plane,  onaz:=oet(-^j  "*"(^/  =^-  do^c  Y  peut 

être  fonction  de  x^y^  a*,^.  Dans  le  cas  où  Y  ne  dépend  que  d'une 
seule  des  quantités  x^y,  s^y^  le  problème  se  ramène  à  des  qua- 
dratures. 

Soit,  par  exemple,  Y=/(j?);  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur 

y/ 1  -Hj^'^  dxj  on  voit  que  les  variables  j/^  et^  se  séparent  et  l'on  a, 
en  intégrant, 

AL(y+  /rry^)  -^ff^x)  dx  =  C; 
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cette  équation  donne  j^  en  fonction  de  x  et,  par  conséquent,  y  se 
trouve  par  une  nouvelle  quadrature. 

Soit  encore    Y=zf(^y)^   on  prend  ds  =  - — r^  dy^  et  dans 

Téquation  (6)  les  variables  sont  immédiatement  séparées.  Dans  ce 
cas,  il  existe  une  fonction  de  forces,  et  Ton  peut  calculer  la  ten- 
sion directement,  comme  nous  Tavons  vu. 

L'intégration  de  Féquation  (6)  est  enfin  immédiate  si  Y  est 
fonction  de  5  ou  de  j/^. 

Équation  intrinsèque,  —  Soient  a  Tangle  de*  la  tangente  à  la  figure 
d'équilibre  avec  Taxe  des^retp  le  rayon  de  courbure  au  point  de  contact. 

T 

En  écrivant  que  la  composante  normale  de  la  force  est  égale  à  —  en  valeur 

absolue,  on  a 

T 

Y  cosa  =  —  » 

P 

et,  comme  la  projection  Tcosa  de  la  tension  sur  Ox  est  une  constante  A, 
on  a,  pour  Téquation  différentielle  de  la  courbe, 

Yp  cos*a  =  A, 

équation  qui  est  identique  à  (6).  Si,  par  exemple,  on  avait 

COS*a 

l'équation  précédente  donnerait  pour  p  une  valeur  constante  et  la  figure 
d'équilibre  serait  un  arc  de  cercle. 

139.  Chaînette.  —  Appliquons  ces  calculs  à  la  recherche  de  la  figure 
d'équilibre  d'une  chaînette  homogène  et  pesante.  Galilée  avait  cru  que 
cette  figure  d'équilibre  était  une  parabole  :  l'erreur  de  Galilée  fut  corrigée 
par  Huygens. 

Soit/>  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  la  chaînette;  sur  un  élément  6?« 
agit  une  force, />  ^5,  verticale;  la  figure  d'équilibre  est  donc  plane  et  si- 
tuée dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deux  points  de  suspension.  Pre- 
nons alors  ce  plan  pour  plan  des  xy  et  pour  axe  des  j^  une  verticale  diri- 
gée vers  le  haut,  nous  avons 

\  ds  = — p  ds        ou         y=:— ^; 
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les  équations  d*équilibre  sont 

(.)  T3j=A, 

(2)  kdy  —  p  ds  =^0, 

On  peut  toujours  supposer  A  positif;  T  est,  en  effet,  essentiellement 

positive  :  donc,  si  l'on  prend  sur  la  courbe  un  sens  de  circulation  tel  (\utx 

djc 
«t  s  croissent  simultanément,  -r-  sera  positif;  la  constante  A  sera,  par 

suite,  également  positive.  Nous  pourrons  la  désigner  par/>a,  a  étant  une 
quantité  positive.  Remplaçons  ds  par  sa  valeur 


réquation  devient 


ds  —-^  ^  ï  -+-^''  dx^ 
dy       __  dx 

d'où,  en  intégrant, 

(3)  /-H/rT7«=e    «    ; 


on  en  conclut 


X  —  Xt 


(4)  y-v^i-+-y«=— e     "  ; 

en  ajoutant  ces  deu\  équations,  on  a  y*,  et,  intégrant  de  nouveau,   on 
trouve  pour  Téquation  de  la  courbe 


y— y  fi 


Transportons  l'origine  au  point  Oi(aro,  >^o)  {fig-  9O;  la  nouvelle  équa- 
tion de  la  courbe  sera 


y. 


C'est  une  courbe  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Oiy\\  l'axe  OxXx  s'ap- 
pelle la  base  de  la  chaînette. 

En  retranchant  les  équations  (3)  et  (4)«  il  vient 

la  formule  (i)  donne  alors  la  tension 
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La  tension  en  un  point  M  est  donc  égale  au  poids  d'une  portion  du  fil 
ayant  pour  longueur  l'ordonnée  iMQ  de  ce  point  au-dessus  de  la  base.  Si 
donc  en  M  on  place  une  poulie  infiniment  petite,  et  si  on  laisse  pendre  la 
portion  du  fil  primitivement  située  au-dessus  du  point  M  en  la  coupant  au 
point  Q,  réquilibre  ne  sera  pas  rompu. 

i¥).  Détenniiiation  des  constantes.  —  i*'  Les  extrémités  sont  atta- 
chées. —  L'équation  de  la  chaînette  contient  trois  constantes  ^o»^o»  ût,  qu*on 
détermine  par  les  conditions  aux  limites.  D'après  les  conventions  faites 
précédemment,  la  constante  a  doit  être  positive.  Prenons  pour  origine  le 
point  d'attache  situé  le  plus  bas  et  dirigeons  Taxe  des  x  de  façon  que  le 
deuxième  point  d'attache  soit  dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 
Soient  ot,  ^  les  coordonnées  de  ce  point  et  /  la  longueur  du  fil  (voir^^^.gi  ). 


t'ig.  9» 


A^'P^ 


(I) 


(•i) 


Exprimons  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  0(o,  o)  et  P(ol,  p) 


Pour  avoir  la  troisième  équation,  nous  écrirons  que  le  fil  a  une  lon- 
gueur /.  On  a 

lis  =  \^i-^y*  tix  ~ -^ye    "     -H  tf       *«    )  dx; 
eu  intégrant  entre  les  limites  o  et  a«  on  a  la  longueur  du  fil 


(3) 


l  =z  *  \e    "    —  f       "     —  e    *'  -h  c"  )\ 


en  retranchant  \^i)  et  (i),  nous  éliminerons ^'o  et  nous  aurons 


VP 
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Les  équations  (3)  et  (4)  vont  déterminer  a  et  x^.  On  en  déduit  aisé- 


ment 


/_p  =  fl(^e''-e       "     j  =  ae''\i  — e    "j; 

pour  éliminer  â7o)  il  nous  suffit  de  multiplier  membre  à  membre,  ce  qui 
donne 

la  parenthèse  est  le  carré  de  e*" — e   •";  on  a  donc 

Il  semblerait  qu'il  y  a  deux  signes  à  considérer;  mais,  d'après  le  choix 

des  axes,  a  et  a  sont  positifs,  par  conséquent  a\e^^ — e    '*"/  est  positif, 

de  sorte  que  le  signe  -+-  convient  seul.  Posons  —  =  a  :  l'inconnue  u  est 
positive  et  l'équation  en  u  devient 


//«—  P«  _  e«*— g-«* 


'XU        * 


nous  avons  à  chercher  les  solutions  positives  de  cette  équation.  En  rem- 
plaçant le  second  membre  par  son  développement  en  série,  on  a 


//«  —  P«   __  M»  U^  U«» 

a  1.2.3        i.'2.3.4.3  (2/1+1)! 

Le  second  membre  croit  constamment  de  i  à  l'infini  lorsque  a  croit  de  o 
à  l'infini;  par  suite,  pour  qu'il  y  ait  une  racine  positive,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  premier  membre  soit  plus  grand  que  i,  auquel  cas  l'équation  aura 
une  racine  positive  et  une  seule.  La  seule  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème est  donc  que 

c'est-à-dire  que  la  longueur  du  fil  soit  supérieure  à  la  distance  des  points 
d'attache.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  détermine  la  valeur 
de  u^  et,  en  remontant  le  cours  des  calculs,  on  voit  que  les  trois  con- 
stantes a,  x^^  ^0  ^"^^  un  système  unique  de  valeurs;  il  y  a  donc,  dans  ce 
cas,  une  position  d'équilibre  et  une  seule. 

Soit  u!  la  racine  positive  de  l'équation  en  u\  cette  équation  admet  éga- 
lement la  racine  négative  — a\  Poinsot  interprèle  ainsi  cette  solution  :  la 
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chaînette  renversée  que  donne  i^  = — u'  est  la  figure  d'équilibre  d'une 
sorte  de  voûte  formée  par  une  suite  de  billes  sphériques  solides  ég^ales  et 
parfaitement  polies,  de  diamètre  infiniment  petit. 

a**  Les  extrémités  glissent  sur  deux  droites,  —  Supposons  que  la 
chainette  homogène  pesante  ait  une  longueur  donnée  /  et  que  ses  extré- 
mités A  et  B  soient  assujetties  à  glisser  sans  frottement  sur  deux  droites 
données,  PQ  et  PR,  situées  dans  un  plan  vertical.  Il  faut  déterminer  les 
constantes  x^f  y^^  a,  de  façon  que  la  chainette  coupe  normalement  let 

Fig.  9>. 


deux  droites  et  ait  entre  ces  deux  droites  une  longueur  donnée  /  =  arc  AB. 
Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  donnerons  une 
solution  géométrique  du  problème  en  nous  appuyant  sur  ce  que  deux 
chaînettes  ayant  leurs  bases  parallèles  sont  homothétiques,  et  que,  réci- 
proquement, la  figure  homothétique  de  toute  chaînette  ayant  sa  base 
horizontale  est  une  autre  chaînette  placée  de  la  même  manière.  Ima- 
ginons une  chainette  auxiliaire  C  à  base  horizontale,  et  menons-lui  des 
normales  A'P'  et  B'P'  parallèles  aux  droites  données  QP  et  RP,  ce  qui 
est  toujours  possible  d'une  seule  manière,  car,  x  variant  de  — oo  à  +00, 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  chainette  passe  une  fois  et 
une  seule  fois  par  toute  valeur  donnée  :  Tare  A'B'  aura  une  certaine  lon- 
gueur /'.  En  transportant  l'angle  A'P'B'  avec  l'arc  A'B'  sur  l'angle  P 
en  A'PB'^  on  aura  un  arc  de  chainette  A'B',  de  longueur  /',  à  base  hori» 
zontalci  normal  aux  deux  droites  données.  L'arc  cherché  AB  est  alors 
homothétique  de  A'B' par  rapport  au  point  P,  car  les  tangentes  aux  deux 
arcs  en  A  et  A'  sont  parallèles  ainsi  qu'en  B  et  B';  le  rapport  d'homo- 

thétie  est  y  II  suffira  donc  de  faire  correspondre  à  chaque  point  M'  de 

PM  / 
Tare  A'B'  un  point  M  tel  que  ^^  =  -,  et  le  point  M  décrira  l'arc  cher- 
ché. La  solution  est  donc  unique;  on  voit  de  plus  qu'en  disposant  plusieurs 
chaînettes  de  longueurs  différentes  en  équilibre  sur  les  deux  droites  dans 
les  mêmes  conditions  que  la  proposée,  elles  sont  toutes  homothétiques  par 
rapport  au  point  P. 

141.  Forces  centrales.  —  La  figure  d'équilibre  est  une  courbe  plane 
dont  le  plan  passe  par  le  point  de  concours  des  forces;  et  le  moment  de 
la  tension  par  rapport  à  ce  point  est  constant. 
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Ces  propositions  pourraient  être  considérées  comme  résultant  des  pro- 
positions analogues  établies  pour  les  polygones  funiculaires;  nous  allons 
les  démontrer  directement. 

Nous  avons  vu  (n®  131)  que,  si  le  moment  de  la  force  F  par  rapport 
à  un  axe  est  constamment  nul,  le  moment  de  la  tension  par  rapport 
à  cet  axe  est  constant. 

Puisque  les  forces  extérieures  sont  concourantes,  nous  pouvons  prendre 
le  point  de  concours  pour  origine;  le  théorème  ci-dessus  s'applique  aux 
trois  axes  et  donne 


multiplions   ces  équations    respectivement  par  x,  y,  Zy   et   ajoutons-les 
membre  à  membre,  il  vient 

Aar-+- B^-h  C-5  =  o. 

La  courbe  d'équilibre  est  donc  plane  et  son  plan  passe  par  l'origiïie. 

Si  Ton  prend  alors  ce  plan  pour  plan  des  xy,  et  si  Ton  désigne  par  F  la 
force  par  unité  de  longueur,  considérée  comme  positive  si  elle  est  répul- 
sive, et  comme  négative  si  elle  est  attractive,  les  projections  de  cette  force 
seront 


X  =  F-, 

r 


Y=  F^'. 

r 


Les   équations    d'équilibre  se  transforment  comme   il  suit  (fig.  gS). 

Fig.  93. 


L'équation  des  moments  par  rapport  à  Oz  donne,  avons-nous  vu, 


et  l'on  a  d'autre  part 


dT-hXdx-i-\djr  —  o; 
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en  introduisant  les  coordonnées  polaires  r  et  0,  ces  deux  équations  de- 
viennent 

Tr«^=C,         ^-4-F^r  =  o. 
as 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  F  est  une  fonction  (p(r)  de  r.  Il  y  a 
alors  une  intégrale  première  facile  à  trouver  :  en  effet,  il  existe  une  fonc- 
tion des  forces,  et  T  s'obtient  par  une  quadrature 


T=—  r  ç(r)e/r  — /i  =  W(r); 


ayant  la  tension,  on  trouve  aisément  Téquation  différentielle  de  la  courbe 
d'équilibre,  en  remplaçant  T  par  sa  valeur  dans  la  première  des  équations, 
qui  devient  alors 

équation  qui  s'intègre  par  des  quadratures;  en  effet, 

en  substituant  dans  l'équation  précédente  élevée  au  carré,  et  résolvant  par 
rapport  à  ef6,  on  a  pour  l'équation  de  la  courbe 


Si  l'on  suppose,  par  exemple,  F  =  A: (constante),  on  a 

T  =  V(r)=  — A-r  — ^; 

l'équation  de  la  courbe  dépend  d'une  intégrale  elliptique;  mais,  si  l'on  as- 
treint T  à  avoir  la  valeur  T  =  —  kr{k  <.  o),  la  courbe  cherchée  est  une 
hyperbole  équilatère  de  centre  O. 

Équation  intrinsèque,  —  Soit  V  l'angle  de  la  tangente  au  (il  avec  le 

rayon  vecteur  OM  prolongé  :  la  distance  de  la  tangente  au  pôle  O  est 

rsinV  {fig.  93);  donc,   en  écrivant  que  le    moment  de  la  tension  est 

constant,  on  a 

TrsinV=C. 

T 

Puis,  écrivant  que  la  projection  de  la  force  F  sur  la  normale  est  —9  on  a 

T 

F  sin\  =  —  • 

P 
L'élimination  de  T  entre  ces  deux  relations  fournit  l'équation 

Fprsin2V=  C, 

qui  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe. 


4   . 


>     4 
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142.  Exemple  d'un  cas  dans  lequel  il  existe  une  infinité  de  positions 
d'équilibre.  —  Un  fil  est  attaché  en  deux  points  de  Vaxe  Ox  et  chaque 
élément  du  fil  est  repoussé  par  Vaxe  proportionnellement  à  sa  lon- 
gueur et  à  sa  distance  à  l'axe.  Ce  problème  se  présente  quand  on 
cherche  la  figure  d'équilibre  relatif  d'un  fil  non  pesant  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  autour  d'un  axe  fixe  O^  {corde  à  sauter). 

Toutes  les  forces  agissant  sur  le  fil  rencontrant  l'axe  Ox^  le  moment  de 
la  tension  par  rapport  à  cet  axe  est  constant  tout  le  long  du  fil;  mais 
comme  le  fil  est  attaché  en  deux  points  de  l'axe,  le  moment  de  la  tension 
aux  extrémités  est  nul;  ce  moment  est  donc  constamment  nul  et  l'on  a 


^(^x-'-à)'"- 


d'où 

dv        dz 

-^ —  =  o.         r  =  mz, 

y       ^  -^ 

m  étant  une  constante.  La  figure  d'équilibre  est  donc  dans  un  plan  pas- 
sant par  l'axe  Ox.  Prenons  ce  plan  pour  plan  des  xy\  la  force  agissant 
sur  l'élément  ds  est  perpendiculaire  à  Oxy  répulsive  et  proportionnelle  à 

l'ordonnée  y 

\  ds  =  [Ly  ds. 

Les  équations  d'équilibre  sont  donc 

dx 
la  première  donne  T  -7-  =  A,  où  l'on  peut  toujours  supposer  A  positif  en 

comptant  les  arcs  s  dans  un  sens  tel  que  j?  croisse  avec  5;  en  portant  cette 
valeur  de  T  dans  la  deuxième  équation  et  posant 


~r=y\  T=— ,'  ds^dxyj\^y'^=  ,    ' — » 

dx       -^  ^  k        a^  T         ^  y' 

on  a  l'équation 

y'  dy'      .    lydy 

et  en  intégrant 

/ Tz      y^       b^ 

l)^  désignant  une  constante  nécessairement  positive  puisque   le   premier 

membre  est  positif.  Isolant  le  radical,  élevant  au  carré  et  remettant  pour 

I         dy 
y  sa  valeur   -f-,    on  a 
*^  dx 


A.,  I.  i3 
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Comme  le  fil  est  attaché  à  Taxe  Ox,  l'équation  doit  donner  une  valeur 
réelle  pour^'  quand  y  =  o.  donc  />*>  a*.  En  désignant  par  9(y)  le  poly- 
nôme bicarré  placé  sous  le  radical,  on  a 


^(jr)  =  (l,t^a^  -r')(^' 


a 


1 


y'  )  ■■ 


y  partant  de   zéro  ne  peut  varier  qu'entre   — ^b^   -a^  cl    -r-^b* — a*. 
Construisons  la  courbe.  Supposons  que  le  fil  soit  attaché  en  O  {fig.  94) 

l'ig.  94. 


fijr 
et  qu'il  ^oit  silué  dans  l'angle  ^Oj?  :  alors  x  croît  d'abord  avec  ^,  -7—  est 

positif,  et  l'on  a 

(G)  X=r     I  -    -_^'^\ 

y  croissant,  x  croît  jusqu'à  ce  que  y  ~  ^b* —  </*,  .r  atteint  alors  la  valeur 


'■rC 


n-rty 

•      « 

/<p(.r) 


on  a  ainsi  la  branche  OAi;  la  tangente  en  Aj  est  horizontale,  A  partir  de 
cette  valeur,  jr  décroît  et,  pour  que  x  continue  à  croître,  il  faut  prendre 

le  signe  —  devant  v^cp(^')  •  ^"  ^  ainsi  une  nouvelle  branche  AjMiOj 
symétrique  de  la  première  OMAi  par  rapport  à  l'ordonnée  A|Bi,  car  à 
<les  variations  égales  de  y  correspondent  des  variations  égales  de  x.  Pour 
j^  "  o  on  obtient  le  point  0|  d'abscisse  9.^;  puis  y  devenant  négatif  peut 

décroître  jusqu'à  la  valeur  — /^* —  a*  :  l'abscisse  croit  toujours  jusqu'à 
la   valeur  jj,   ce   qui  donne  le  point  Aj.  où  la  tangente  est  horizontale. 

Ensuite  y  augmente  de  nouveau  de  — ^b^ — a^  à  -  y^i*  -  a^;  il  faut 
prendre,  à  partir  de  Aj,  le  signe  -  devant  le  radical,  et  l'on  obtient  l'arc 
A^OjAs  coupant  l'axe  au  point  O2  d'abscisse  45»  etc.  Les  boucles  succes- 
sives ainsi  obtenues  sont  toutes  égales  à  la  première.  La  courbe  est  donc 
analogue  à  une  sinusoïde. 

Les  équations  s'intègrent  aisément  par  les  fonctions  elliptiques.  Faisons 
dans  l'équation  (  C)  de  la  courbe 


(I)      jr  =   t^b^'-U^  , 


A2r^ 


bj—a^ 


ï, 


I-   ^2^  y^'^-r 


•)  n 


h- 


a 
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elle  prend  la  forme  suivante  : 


xsl'}.  _    /*'  dt 


d'où 


La  différentielle  ds  de  Tare  de  courbe  est 


V  \dyl    ^  /^(T"; 

en  faisant  dans  cette  formule  la  substitution  (i)  ci-dessus,  on  trouve  pour 
Fabscisse  \  du  point  Ai  et  la  longueur  X  de  la  demi-boucle  OAi  les  deux 
expressions 


(^) 


1  c  ~  ?:}i  C ^ -  —  K 


car  le  point  Ai  s'obtient  en  faisant  t  =  i. 

Quand  X  et  Ç  sont  donnés j  X  étant  supérieur  à  Ç,  car  l'arc  OAi  est 
supérieur  à  sa  projection  OBi,  les  constantes  a  et  A'*  ont  un  seul  système 
de  valeurs,  sous  la  condition  A:-<  i.  En  effet,  en  calculant  X  —  {  et  X  -t-  {, 
on  trouve 


.      _.  ..  .de 


i    V  x-kW 


XV^i? 


dt 


Pour  A*  =  o,  le  rapport  du  second  membre  est  nul;  A:*  augmentant,  le 
numérateur  augmente  évidemment  et  le  dénominateur  diminue  :  donc  le 
rapport  augmente,  et  pour  A*=  i  le  rapport  est  i.  Ce  rapport  passe  donc 

une  fois  et  une  seule  fois  par  la  valeur  donnée  r 1»   La  constante  A*  a 

'  X  -f-Ç 

donc  une  valeur  et  une  seule;  l'expression  (2)  de  ^  donne  alors  pour  a  une 

î/2 


seule  valeur 


KA' 


Détermination  des  constantes,  -7-  Le  fil  ayant  une  longueur  donnée  / 
et  étant  attaché  au  point  O  et  au  point  O'  de  l'axe  Ox  d'abscisse  a,  il  y  a 
une  infinité  de  cas  possibles. 
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Considérons  le  plan  fixe  z  =  h  :  \a  formule  ci-dessus  montre  que  la  ten- 
sion en  un  point  M  est  égale  au  poids  d'une  portion  du  fil  égale  à  la  dis- 
tance MQ  du  point  M  à  ce  plan.  Si  donc  on  supprime  la  partie  MB  du  fil 

Fig.  96. 


et  qu*on  en  laisse  pendre  une  portion  égaie  à  MQ,  en  plaçant  une  petite 
poulie  en  M,  Téquilibre  ne  sera  pas  rompu. 

144.  Exemples,  i"  Lignes  géodésiques,  —  Le  cas  le  plus  simple  est 
celui  d'un  fil  tendu  sur  une  surface  sans  être  sollicité  par  des  forces  autres 
que  la  réaction  normale  N  ;  l'équation  précédente  se  réduit  alors  à  rfT  =  o, 
et  la  tension  du  fil  est  constante.  Le  fil  va  se  disposer  suivant  une  ligne 
géodésiquc  de  la  surface;  le  plan  osculateur  en  un  point  devant,  en  effet, 
contenir  la  force  \,  sera  normal  à  la  surface,  ce  qui  caractérise  les  lignes 
géodésiqucs. 

Appliquons  ceci  à  la  sphère  :  les  réactions  passant  par  le  centre,  le  fil 
est  sollicité  par  des  forces  centrales  :  sa  figure  d'équilibre  sera  donc  dans 
un  plan  passant  par  le  centre;  ce  sera  par  suite  un  arc  de  grand  cercle. 

On  sait  que  la  ligne  la  plus  courte  joignant  deux  points  sur  une  surface 
est  l'une  des  lignes  géodésiques  passant  par  ces  deux  points;  mais  il  est 
inexact  de  dire  que  chacune  de  ces  lignes  est  minima  par  rapport  aux 
lignes  infiniment  voisines.  Par  exemple,  l'arc  de  grand  cercle  plus  grand 
que  180",  qui  joint  deux  points  sur  une  sphère,  est  une  ligne  géodésique: 
et  cependant  il  est  possible  de  trouver  entre  les  deux  points  un  chemin 
infiniment  voisin  et  plus  court.  Sur  un  cylindre  fermé,  au  contraire, 
les  lignes  géodésiques  qui  sont  des  hélices  sont  toutes  minima.  Il  y  a  une 
infinité  de  ces  lignes  joignant  deux  points  du  cylindre  :  on  les  obtient  en 
tendant  un  fil  sur  la  surface  entre  les  deux  points,  après  l'avoir  enroulé 
une  fois,  deux  fois,  . . .,  /i  fois  autour  du  cylindre. 

'2°  Chainette  sphérique,  —  La  figure  d'équilibre  d'un  fil  homogène 
pesant  sur  la  sphère  a  été  étudiée  par  Bobillier  (Gergonne,  iSig),  par 
Minding  {Crelle,  t.  12),  puis  {ibid,,  t.  3.'J)  par  Gudermann  qui  donna 
les  expressions  des  intégrales  â  l'aide  des  fonctions  elliptiques;  la  solution 
fut  complétée  par  Clebsch  (Crelle,  t.  f)7,  §  G)  par  Biermann  {Disserta- 
tion inauf^urale,  Berlin,  i86j;,  et  par  Schlcgcl  (Programm  des  Kônig- 
lichen  Wilhelms  Gymnasium,  Berlin,  i88.{). 

En  prenant  le  centre  de  la  sphère  pour  origine,  pour  axe  des  z  la  ver- 
ticale vers  le  haut  et  appelant/?  le  poids  de  l'unité  de  )  -^  du  fil,  on 
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a  d'abord  pour  la  tension  T  Ja  \aleur  p(z  —  h)  (n"  143).  Comme  la  ré- 
sullante  des  forces  (poids  cl  réaction  normale)  qui  agissent  sur  ds  esl 
constamment  dans  un  même  plan  avec  Oz,  le  moment  de  la  tension,  par 
rapport  à  cet  axe,  est  constant.  On  a  donc,  en  prenant  des  coordonnées 
polaires  r  et  6  dans  le  plan  xOy, 

T/îrfO^-  Cds, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Remplaçons,  dans  cette  équation,  T  par 
sa  valeur  et  G  par  A/?,  nous  avons 

{z  —  h)r^d^  ~  Ads, 

qui  est  Téquation  différentielle  de  la  figure  d'équilibre.  Pour  intégrer  cette 
équation,  élevons  les  deux  membres  au  carré  et  remarquons  que 

ds^  =  dr*-^  r-d(i^  h  dz^  =  ^^-^  -!-  r«rf6«, 

à  cause  de  la  relation 

r  =  /a* —  z*j 

où  a  désigne  le  rayon  de  la  sphère.  Nous  avons,  en  résolvant  par  rapport 

à  é/0. 

.f,  Aadz 

a  0  — 


(a*-.  z*)^(h  —  zy(a^--  z^)  -  \^ 

ce  qui  donne  0  en  5  par  une  quadrature.  La  variable  z  ne  peut  prendre 
que  des  valeurs  rendant  positif  le  polynôme 

^{z)  =  {h  —  zy{a^—z^)  —  A2; 

donc,  en  appelant  Zq  le  z  d'un  point  du  fil,  par  exemple  d'un  des  points 
d'attache,  on  a  ©(5o)>oî  d'ailleurs  o(a)  et  o(  —  a)  sont  <o;  le  poly- 
nôme ^(z)  a  donc  une  racine  a  entre  Zq  et  a,  une  autre  p  entre  Zq  et  — a: 
la  variable  z  ne  pourra  varier  qu'entre  les  limites  a  et  p.  La  courbe  sur  la 
sphère  sera  comprise  entre  deux  parallèles  a  et  ^  qu'elle  touchera  succes- 
sivement. On  peut  exprimer  les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  de  la 
courbe  en  fonctions  uniformes  du  paramètre  u  défini  par  l'équation 

,  a  dz 

du  = 


v/(A--^)»(«*— -*)  — ^* 
(Voyez  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  i885.) 

145.  Équations  intrinsèques  de  Téquilibre  d'un  fil  sur  une  surface. 
—  Soient  AA'  la  courbe  d'équilibre,  A/  la  tangente  en  A  dans  le  sens  des 
arcs  positifs,  An  la  normale  à  la  surface  en  A  comptée  positivement  dans 
le  sens  qui  va  du  point  A  au  centre  de  courbure  O  de  la  section  normale 


Il 


.1 
t 
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menée  par  A^,  et  \\  le  rayon  de  courbure  AO  de  celle  section.  Si  C  est  le 
centre  de  courbure  du  fil  au  même  point  A  et  AC  ~  p  le  rayon  de  cour- 
bure du  fil,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  p=  HcosO,  0  désignant 
Tanj^le  CAO.  Appelons  enfin  \p  la  projection  de  la  direction  AC  sur  le 

^»g-  97- 


plan  tancent  à  la  surface  en  A.  L'élément  ds  du  fil  est  sollicite  par  la  force 
donnée  V ds  et  par  la  réaction  normale  yds  comptée  positivement  dans  le 
sens  AO.  La  résultante  (N  )  -i-(F)  des  deux  forces  N  et  F  est,  d'après  les 
équations  intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil  libre,  égale  à  la  résultante 

des  forces     -     -  et dirigées  respectivement  suivant  A/  et  AC.  Donc 

la  somme  ries  projections  de  F  et  N  sur  un  axe  égale  la  somme  des  pro- 

jecuons  «le   —  -—  et  —  --  sur   le   même  axe.    l'rojetons  successivement, 

sur  A/,  A/?,  A/i,  en  appelant  F/,  F,„  F^  les  projections  de  F  sur  ces  trois 
axes.  Nous  avons 


dT                         T  T 

--,    =F^,        sinO--.  F„,        —  -cosO  =  F„-^N. 

P 


ds 


^ 

V 


La  dernière  de  ces  équations  *\*ti\nc  la  réaction  N 

T 


H 


-F« 


Les  deux  premiéi«f-  totit  J»r^  éijuaiions  intrinsèques  de  l'équilibre  du  fil 
sur  la  surface:  iUw^  cet  équ;«tiofj*,  /  .  est  le  rayon  de  courbure  eéodé- 
sique  du  fil, 

Par  exemple,  pour  la  <  Jiairjelt<;  -phérique  (n©  144),  F;,  désigne  la  pro- 
jection du  poidb  p  fcur  le  la^ofi  de  la  .«sphère  :  F^  est  donc  égal  à  /?  -  ; 
comme  H  est  égal  au  rayon  a  de  la  «sphère  et  T  à  p{z  —  A),  la  réaction 
normale  pour  la  chaiuette  opliérique  est  —  — (aa  — /i).  Si  l'on  suppose 


a 
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le  fil  placé  entre  deux  surfaces  sphériqucs  infiniment  voisines,  il  pressera 
sur  la  sphère  intérieure  aux  points  où  celte  valeur  de  N  est  positive  et  sur 
la  sphère  extérieure  aux  points  où  elle  est  négative  :  les  points  où  N  =  o 
donnent  en  projection  horizontale  des  points  d'inflexion. 

Revenons  au  cas  général  :  Supposons  le  fil  en  équilibre  et  déformons  la 
surface  de  façon  que  les  longueurs  des  lignes  tracées  sur  elle  ne  changent 
pas.  La  courbure  géodésiquc  de  ces  lignes  reste  alors  invariable.  En 
même  temps,  maintenons  à  la  tension  du  fil  les  mêmes  valeurs  et  modi- 
fions F  de  façon  que  F/  et  Fp  ne  changent  pas  :  les  deux  équations  in- 
trinsèques d'équilibre  continueront  à  être  satisfaites  et  le  fil  restera  en 
équilibre.  La  réaction  normale  N  sera  seule  changée. 

D'après  cela,  on  peut  ramener  la  recherche  de  Ja  figure  d'équilibre 
d'un  fil  sur  une  surface  développable  au  cas  où  la  surface  est  un  plan, 
Par  exemple,  la  figure  d'équilibre  d'une  chaînette  homogène  pesante  sur 
un  cylindre  vertical  est  une  courbe  qui,  par  le  développement  du  cylindre 
sur  un  plan  vertical,  donne  une  chaînette.  La  figure  d'équilibre  d'une 
chaînette  homogène  pesante  sur  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  est 
une  courbe  qui,  par  le  développement  du  cône,  se  transforme  en  la  figure 
d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  est  attiré  ou  repoussé  par  un 
point  fixe  (sommet  du  cône)  avec  une  intensité  constante,  courbe  dont 
nous  avons  obtenu  l'équation  difl'érentielle  (n"  141). 


m.  -  ÉTUDE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

146.  Problème  de  Géométrie.  —  La  recherche  de  la  figure 
d'équilibre  d'un  fil  dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces 
peut  être  rattachée  d'une  façon  intéressante  à  la  recherche  du 
maximum  ou  du  minimum  d^une  certaine  intégrale  définie, 
qui  s'offre  aussi  dans  la  détermination  des  courbes  brachisto- 
chrones,  dans  la  démonstration  du  principe  de  la  moindre  action 
et  dans  le  problème  général  de  la  réfraction. 

Soit  o(x,  ^,  >s)  une  fonction  continue  des  coordonnées  carté- 
siennes d'un  point,  définie  dans  une  région  de  l'espace  dans  la- 
quelle seront  situées  toutes  les  courbes  dont  nous  nous  occuperons. 
Nous  résoudrons  d'abord  le  problème  de  Géométrie  suivant  : 

Parmi  toutes  les  courbes  joignant  deux  points  fixes  A  e/  B 
(/î^.  98),  trouver  celles  qui  rendent  l^ intégrale 


maximum  ou  minimum.  Dans  cette  intégrale,  ds  désigne  un 
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élément  de  lonj^ucur  de  la  courhc,  «M  Tintr^^rale  est  supposée 
étendue  à  toute  la  courbe  de  A  en  H.  On  conçoit  facilement  que, 
pour  certaines  courbes  C,  l'expression  I  soit  un  maximum  ou  un 


minimum;  par  exemple  si  la  fonction  îp(.r,  r,  g)  est  positive 
pour  tontes  les  valeurs  de  x,  v,  :?,  Pinlégrale  I  est  positive  et  ne 
peut  pas  devenir  nulle;  il  y  a  donc  évidemment  un  minimum.  En 
particulier,  si  :5(.r,  r,  3  ) -- i ,  Tinléj^rale  I  a  pour  valeur  la  lon- 
gueur de  la  courbe  joij^nanl  les  points  A  et  H:  la  courbe  C  qui 
réalise  le  minimum  est  alor>  la  droite  AH. 

Soit,  (Tune  manière  f;én<'*rale,  ('  la  courbe  cpii  réalise  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  de  Tinlé^rale  :  exprimons  les  coordonnées 
x,y\  zAwvx  point  M  de  celle  courbr  en  fonction  d'un  paramètre^ 
qui  variera  de  a  à  //quand  le  point  M  ib^M-ira  Tare  AMB;  désignons 
par  .r',  >-',  z'  les  dérivées  de  d\  }\  z  par  rapport  à  q  et  posons 


nous  avons 


et  rintégrale  I  le  long  de  (.  a  pour  valeur 


tt 


Pour  exprimer  que  I  est  un  minimum,  il  faut  exprimer  que  la 
>aleur  I,  de  la  même  intégrale,  prise  le  long  d'une  courbe  quel- 
conque (-,  infiniment  voisine  tie  (1  ri  allant  de  A  en  R,  est  supé- 
Heure  à  I. 

Soient  S,  T,,  IJ  trois  fondions  arbitraires  de  y,  s'annulant  aux 
limites  a  et  />  et  ayant  pour  dérivées  W  r,',  IJ';  posons 

s  désignant  une  ronslanic  iniiiiimetit  petite.  Lorsque  q  varie  de  a 
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à  6,  le  point  M|  de  coordonnées  x^,  yt,  Zt  décrit  une  courbe  C| 
infiniment  voisine  de  C  et  allant  de  A  en  B.  On  a  le  long  de  Ci 

Pour  évaluer  la  difTrrence  I|  —  I,  c'est-à-dire  la  variation  31  que 
subit  l'intégrale  quand  on  passe  de  la  courbe  C  à  la  courbe  C|, 
développons  I|  suivant  les  puissances  croissantes  de  e,  en  nous 
arrêtant  aux  ternies  du  second  ordre  en  £.  On  a 


où  Ton   écrit  q  au   lieu    de    cp(j:,  j',  5).    Multiplions  membre  à 
membre,  nous  avons 


Multiplions  les  deux  membres  par  c/q  et  intégrons  de  a  èi  by  en 
remarquant  que 

dR        y        (h-  ôR        dy  dR  _  dz 

nous  avons 

Faisons  disparaître  $',  r/,  Ç'  par  l'intégration  par  parties  :  nous 
avons 

et  deux  formules   analogues  pour  les  termes  en  r/  et  ^'.  Donc 


2o4 

DE 

enfin 

('^) 

i,-r     £ 
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^  dx  dy       ^  dz\     \^         .         .^ 


^    ds  '    ds  ^  ds  )^\a 

en  posant 

-.[f)*-''('ï)]-4S'"-'('i-)]- 

La  partie  intégrée  est  nulle,  car  Ç,  yi,  ÎJ  sont  nuls  aux  limites  a 
et  &.  Pour  que  l'intégrale  I  le  long  de  la  courbe  G  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  il  faut  que  le  signe  de  I|  —  I  reste  constant 
pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites  positives  ou  négatives 
de  £  :  il  faut  donc  que  le  coefficient  J  de  s  soit  nul,  car  autrement, 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  e,  la  différence  I|  —  I 
aurait  le  signe  de  eJ.  Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimun,  il 
faut  donc  que  l'intégrale  appelée  J  soit  nulle  et  cela  quelles  que 
soient  les  fonctions  i,  tti,  Ç  qui  ont  été  choisies  arbitrairement.  Or 
celte  condition  exige  que,  dans  l'intégrale  J,  les  coefficients  de 
Ç,  Tj,  Ç  soient  identiquement  nuls;  car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  en 
choisissant  pour  Ç,  tj,  X^  des  fonctions  ayant  pour  chaque  valeur  de 
q  les  mêmes  signes  que  leurs  coefficients  respectifs,  on  rendrait 
positifs  tous  les  éléments  de  Tintégrale  J  qui  serait  évidemment 
différente  de  zéro.  La  courbe  cherchée  G  qui  réalise  le  maximum 
ou  le  minimum  doit  donc  vérifier  les  équations 

qui  se  réduisent  à  deux,  comme  on  le  vérifie  immédiatement  en 
les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  -j-> 

-~>  -j->  et  en  ayant  égard  aux  relations  bien  connues 

/dxy   ^/dyy       /^-\-_  dx      d£        ^^^        ^  d—  — 

\ds)     '    \ds  )         \ds  )    "    '  ds       ds        ds       ds        ds       ds 
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on  obtient  ainsi  l'identité  évidente 

e/Q  —  (  ^  clx-i-  ~-  dy  -i-  -T^  dz]  =  o. 
Les    équations    (3),    dans    lesquelles    on    remplace    ds    par 


yjdx' -\' dy- -\- dz'^  donnent  deux  équations  différentielles  du 
second  ordre  dont  les  intégrales  définissent  ^  et  5  en  fonction 
de  X  et  de  quatre  constantes  arbitraires 

On  détermine  les  constantes  en  écrivant  que  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  donnés  A  et  B,  ce  qui  donne  quatre  équations 
entre  les  quatre  constantes.  On  a  ainsi  les  courbes  cherchées  joi- 
gnant les  deux  points.  Elles  ne  donnent  pas  toutes  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  l'intégrale,  mais  c'est  parmi  les  courbes 
ainsi  trouvées  que  sont  celles  qui  réalisent  le  maximum  ou  le  mini- 
mum. Comme  les  équations  générales  des  courbes  C  renferment 
quatre  constantes,  une  de  ces  courbes  est  déterminée  par  quatre 
conditions,  par  exemple,  sauf  des  cas  exceptionnels,  par  les  con- 
ditions de  passer  par  un  point  donné  et  d'admettre  en  ce  point 
une  tangente  donnée.  On  vérifie  sans  peine  que,  si  cp  est  constant, 
les  courbes  G  obtenues  par  l'intégration  des  équations  (3)  sont 
des  droites 

comme  nous  l'avons  vu  a  priori. 

On  voit  d'après  les  équations  (3)  que  les  courbes  cherchées  C 
sont  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  une  force  F 
dérivant  de  la  fonction  des  forces  —  f  (^1 J^,  5),  la  tension  du 
fil  étant  assujettie  à  avoir  la  valeur  ^{x^y^z).  Réciproque- 
ment,  soit  un   fil  en   équilibre,    les  équations  d'équilibre   étant 

dyï -j-)  -{-  —ds  =  o,  .  .  .,  avec  T  =  —  (U-f-  A);  si,  sur  le  fil, 

on  prend  deux  points  fixes  A  et  B,  la  figure  d'équilibre  rend,  en 
général,  maximum  ou  minimum  l'intégrale 


/ 


B 

^  ds^        où        (p  =  —  (  U  -f-  A  )  ; 
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dans  tous  les  cas,  elle  annule  la  variation  de  cette  intégrale.  (Mô- 
Bii  s,  Statique,  2®  Partie,  Cliap.  VII.) 

147.  Formule  de  Tait  et  Thompson.  —  Le  calcul  que  nous  venons  de 
faire,  étant  interprété  d'une  façon  un  peu  différente,  conduit  à  un  impor- 
tant théorème  dû  à  MM.  Tait  et  Thompson.  Soient  C  un  arc  d'une  des 
courbes  vérifiant  les  équations  (3)  ayant  pour  extrémités  les  points  A  et  B, 
et  Cl  une  autre  courbe  infiniment  voisine  de  la  première  ayant  pour  extré- 

F'ig-  99- 


mités  les  points  A|,  Bi  infiniment  voisins  de  A  et  B  {Jig*  99).  On  pourra, 
comme  plus  haut,  passer  de  la  courbe  C  à  Ci  en  posant 

avec  cette  différence  que  e{,  eiQ,  sÇ  ne  s^ annulent  plus  aux  limites  a  et  6, 
mais  prennent  pour  q  =^  a  des  valeurs  (£$)i»  {^f\)\^  (^Oi  égales  aux  pro- 
jections du  segment  AAi  sur  les  axes,  cl  pour  q  -=■  h  des  valeurs  (£$)2' 
(£7^)2,  {^Ç)t  égales  aux  projections  du  segment  BBp  La  différence  Ii — 1 

des  valeurs  de  l'intégrale  j  ^  ds  le  long  des  deux  courbes  Ci  et  C  est  encore 

donnée  par  la  formule  (2)  dans  laquelle  la  partie  intégrée  formant  le 
premier  terme  n'est  plus  nulle,  tandis  que  l'intégrale  J  qui  figure  dans 
le  second  terme  est  nulle,  la  courbe  C  vérifiant  par  hypothèse  les  équa- 
tions (3),  de  sorte  que  tous  les  éléments  de  J  sont  nuls.  On  a  donc,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  e'Kdans  la  formule  (?J, 


I,_I   =   8I   =  £ 


/^dr  dy       ^  dz\ 


Les  valeurs  de  ej,  er),  eÇ  aux  deux  limites  a  et  6  viennent  d'être  indi- 
quées; appelons  <p(A)  et  <p(B)  les  valeurs  de  la  fonction  ç  aux  deux 

•   .     A     .  r»  c  dx    dy    dz  .  ,  ,  ,. 

points  A  et  13 ;  remarquons  enfin  que  -r-t  -t~>  -r-  étant  les  cosinus  direc- 

*  ^       ds     ds     ds 

teurs  a,  p,  f  de  la  tangente  MT  à  la  courbe  C  menée  dans  le  sens  des  arcs 
croissants,  c'est-à-dire  de  A  vers  B,  les  valeurs  de  ces  quantités  aux  deux 
limites  sont  les  cosinus  directeurs  ai,  pi,  Yi  et  a],  ^t)  Ys  ^^^  deux  tan- 
gentes ATi  et  BTj  aux  deux  extrémités.  On  a  donc,  pour  81,  l'expression 

--[(£Oiai-+-(er|),  P,-h(sC)iYi]<p(A) 


CHAPITRE    VII.    —    SYSTEMES    DÉPOIlMABLKS.  207 

<lonl  rintcrprétalion  <;comélrique  est  simple.  La  quantité 

(£;)ia2-^-(£r))jp,-f-(eÇ)jYj 

représente  la  projection  du  segment  BBi  sur  la  tangente  BT2,  elle  est 


donc  égale  à  BBiCOsT^BBi;  la  deuxième  des  quantités  qui  figure  dans  8I 
est  de  môme  AAj  cosTiAAi;  donc  enfin 


81  ^^  BBiïp(B)cosTiBB,  — AAio(A)cosT,AA,, 
ou,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

(4)  oIr^-À'A;?(A;cosBAAi  — BBÏcp(B)cosABb7, 

car  l'angle  ABB|  est  supplémentaire  de  TjBBi  et  BAA|  égal  à  TiAAp 

Cette  formule  est  entièrement  analogue  à  la  formule  élémentaire  bien 
connue  qui  donne  la  variation  de  longueur  d'un  segment  de  droite  et  que 
l'on  obtiendrait  en  supposant  o  —  i  (voyes  le  Traité  de  Calcul  différen- 
tiel de  M.  Bertrand,  p.  '22). 

Les  conséquences  de  la  formule  (4)  sont  identiques  à  celles  que  l'on 
tire  de  la  formule  analogue  relative  aux  droites,  pour  la  théorie  des  déve- 
loppées et  celles  des  courbes  et  surfaces  parallèles.  Nous  indiquerons  les 
suivantes,  qui  donnent  des  résultats  intéressants  dans  la  théorie  des 
courbes  brachistochrones,  le  principe  de  la  moindre  action  et  le  pro- 
blème de  la  réfraction.  Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  que  o  ne  s'an- 
nule pas  dans  la  portion  de  l'espace  considérée. 

Applications.  —  Etant  données  deux  surfaces  S  et  2,  quelle  courbe 
faut-il  tracer  de  Vune  des  surfaces  à  r autre  pour  que  l'intégrale  I 
prise  le  long  de  cette  courbe  soit  minimum  ou  maximum  ?  Soient  A  et  B 
(fig.  100)  les  deux  points  inconnus  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les 
deux  surfaces.  Cette  courbe  sera,  en  particulier,  parmi  toutes  celles  qui 
joignent  les  deux  points  A  et  B,  celle  qui  rend  I  maximum  ou  minimum  : 
c*est  donc  une  courbe  C  définie  par  les  équations  (3).  Pour  déterminer  les 
points  A  et  B,  remarquons  que,  quand  on  passe  de  la  courbe  ACB,  qui 
rend  I  maximum  ou  minimum  entre  les  deux  surfaces,  à  une  courbe  quel- 
conque infiniment  voisine,  et  en  particulier  à  une  autre  courbe  C  infini- 
ment voisine,  ol  doit  être  nul.  Calculons  cette  variation  quand  on  passe 
de  la  courbe  ACB  à  une  autre  courbe  C  infiniment  voisine  AEBj,  partant 
du  même  point  A,  pour  aboutir  à  un  autre  point  Bj  de  S.  On  a  alors, 
d'après  la  formule  ci-dessus, 


8ï  r=  — BB,<p(B)cosABB,. 

Comme  81  est  nul,  le  cosinus  doit  l'être;  l'angle  ABBi  est  donc  droit 
pour  toutes  les  positions  de  B|  sur  S,  et  la  courbe  C  cherchée  coupe  S 
normalement;  elle  coupera  de  même  S  normalement.  En  particulier,  si 
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ç  =  i,  on  retrouve  ce  théorème  élémentaire  que  la  plus  courte  distance 
de  S  à  S  s'obtient  en  menant  une  normale  commune  au\  deux  surfaces. 
On  voit  que  la  courbe  cherchée  C  est  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  dont 
les  extrémités  glissent  sans  frottement  sur  les  deux  surfaces,  la  tension 
étant  o  et  la  fonction  des  forces  —  ©.  Il  est  évident  que  le  même  théorème 
subsiste  si  l'une  des  surfaces  est  remplacée  par  une  courbe  fixe  donnée  ou 
par  un  point. 

Théorème  de  Tait  kt  Thomson.  —  Si  l'on  considère  les  courbes  C 
définies  par  les  équations  (3)  normales  à  une  surface  donnée  S  et  si, 
sur  chacune  de  ces  courbes,  on  prend,  à  partir  du  point  A  où  elle 
rencontre  la  surface  S,  un  arc  AB  tel  que  V intégrale 

I  =   /       o  ds, 

prise  sur  cette  courbe,  ait  une  valeur  constante,  la  même  pour  toutes 
les  courbes,  le  lieu  des  points  B  est  une  surface  1,  normale  à  toutes 
les  courbes. 

En  elFet  {fig*  loo),  si  l'on  passe  de  la  courbe  C  à  la  courbe  infiniment 
voisine  G|,  la  variation  51  de  l'intégrale  donnée  par  la  formule  (4)  est 

nulle  par  hypothèse.  Comme  cosBAAi  est  nul,  la  courbe  G  étant  normale 

à  S,  cosABBi  est  nul  aussi,  et  la  courbe  C  est  normale  à  S. 

Fig.   100. 


Ce  théorèine,  qui  comprend  comme  cas  particulier  (?p  =  i)  la  théorie 
des  surfaces  parallèles,  s'applique  évidemment  au  cas  limite  où  la  surface  S 
se  réduit  à  une  sphère  de  rayon  infiniment  petit,  c'est-à-dire  où  les 
courbes  C  passent  par  un  point  fixe. 

148.  Exemples.  —  i"  Prenons  pour  «p(a?,j^,  «)  l'expression  pz  et  ne 
considérons  que  des  courbes  tracées  dans  la  partie  de  l'espace  située  au- 
dessus  du  plan  des  xy.  Les  courbes  G  sont  les  figuret  d'éqnilibre  d'un  fil 
dont  chaque  élément  ds  est  sollicité  par  une  ^lOU^ffè^jÊÊÊÊÊÊ^gf^^  pro- 
jection sur  O^  est  — p  ds^  la  tension  T  <  lAiJliÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊiÊKÊÊÊÊ^^kkmi* 
nettes  situées  dans  des  plans  v** 


CHAPITRE    YII.    —    SYSTEMES    DEPORMABLES. 


209 


horizontal  xOy;  nous  avons  vu  en  effet  que,  Zq  étant  l'ordonnée  de  la  base 
d'une  chaînette  en  équilibre,  la  tension  T  est  p{z  —  Zq);  Zq  doit  donc  être 
nul. 

Ce   résultat    s'interprète    géométriquement    d'une   façon    intéressante. 
Soient,  dans  un  plan  vertical  zOxy  deux  points  fixes  A  et  B  situés  au- 

Fig.    101. 


u> 


dessus  de  Ox  et  une  courbe  AMB  joignant  ces  deux  points.  L'aire  engen- 
drée par  la  révolution  de  cette  courbe  autour  de  Ox  est 


7.T:  j       z  ds. 


La  courbe  AMB,  qui  engendre  Taire  minimum,  est  donc  la  chaînette  qui 
joint  les  deux  points  A,  B  et  qui  a  pour  base  Ox,  En  cherchant  à  déter- 
miner la  chaînette  remplissant  ces  conditions,  on  trouve  qu'elle  n'existe 
pas  toujours  :  par  exemple,  si  les  deux  points  A  et  B  ont  même  ordonnée, 
elle  n'existe  que  si  le  demi-angle  au  sommet  C  du  triangle  isoscèle  ACB, 
ayant  sa  base  en  AB  et  son  sommet  en  G  sur  l'axe,  est  moindre  que  33**3a', 
car  c'est  là  l'angle  que  (/ig.  loi)  fait  avec  l'axe  de  symétrie  CD  d'une 
chaînette  la  tangente  CT  à  la  courbe  issue  du  pied  de  l'axe  de  symétrie 
sur  la  base.  Nous  ne  donnerons  pas  ici  les  conditions  pour  que  la  chaî- 
nette existe  quand  les  deux  points  A  et  B  sont  quelconques  :  ces  condi- 
tions ont  été  déterminées  pour  la  première  fois  par  Goldschmidt  (Deter- 
minatio  superjiciei  minimœ,  etc.  GOttingen,  i83i). 

Lorsque  la  chaînette  n'existe  pas,  la  courbe  AMB  qui,  en  tournant 
autour  de  0^7,  engendre  l'aire  minimum,  est  composée  des  deux  ordon- 
nées AA',  BB'  des  points  donnés  et  de  la  portion  d'axe  0^7  comprise  entre 
A'  et  B'.  En  effet,  les  équations  différentielles  de  la  courbe  sont 

dx 
équations  qui  se  réduisent  à  une.  La  première  donne  pz  -7-  =  /*.  Si  k  est 

différent  de  zéro,  on  a  une  chaînette  :  cette  solution  est  donc  à  rejeter  si 
la  chaînette  n'existe  pas.  Il  faut  alors  supposer  k  nul,  et  l'on  trouve 


dx 


A.,  I. 


•  4 
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équation  qui  montre  que  s  est  nul  ou  que  x  est  constant.  La  portion  de 
courbe  non  confondue  avec  Ox  est  donc  formée  de  droites  perpendicu- 
laires à  Ot. 

2*  Soit  <p  égal  à   ->    les  points  et  Jes  courbes  considérés  étant  encore 

situés  au-dessus  du  plan  xOy.  Les  courbes  G  sont  toujours  placées  dans 
des  plans  verticaux,  et,  dans  un  de  ces  plans  zOxy  elles  ont  pour  équa- 
tions différentielles 

équations  qui  se  réduisent  à  une.  La  première  donne 

I   dx  _  !  z  (/z 

z   ds        c  *        ~  y/cî_ -j 

en  remplaçant  ds  par  sa  valeur  ^dx^-^  dz'^  et  séparant  les  variables. 
F^'intégralion  est  immédiate,  et  l'on  trouve,  en  appelant  a  une  nouvelle 
constante, 

ix rt  )î  -H  'î  _  c-  =  o, 

équation  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox.  Donc,  dans  l'espace,  les 

courbes  C   sont  des   cercles  orthogonaux  au  plan  des  xy.  Par  deux 

points  A  cl  B  passe  évidemment  un  de  ces  cercles  et  un  seul. 

La  Géométrie  que  l'on  obtient  en  faisant  jouer  à  ces  cercles  G  le  même 

riMe  qu'aux  droites  dans  la  Géométrie  ordinaire,  en  conservant  la  notion 

élémentaire  d'angle  et  en  appelant  longueur  d'un  arc  de  courbe  la  valeur 

rds  , 
de  l'intégrale    /  • —  étendue  à  cet  arc,  est  la  Géométrie  non  euclidienne  de 

l^owatchcvski. 

149.  Môme  problème  sur  une  surface.  —  La  recherche  de  la  figure 
d'équilibre  d'un  fil  sur  une  surface,  dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction 
des  forces,  se  ratlaciie  «le  même  à  la  recherche  du  maximum  ou  du 
minimum  d'une  inté«;rale  définie. 

Cherchons  quelle  est,  parmi  toutes  les  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face fixe  S  et  joignant  deux  points  fixes  A  et  B  de  cette  surface,  celle 
qui  rend  minimum  ou  maximum  l'intégrale 


-    /       ^(x,  y,  z)ds. 

•'.Ai 


Soient  G  hi  courbe  cherchée,  Gi  une  courbe  infiniment  voisine  tracée 
sur  la  surface  entre  les  deux  mêmes  points  A  et  B.  Kn  appelant  j-,  ^-,  z 
les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  G,  les  coordonnées  du  point  M| 
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de  Cl  infiniment  voisin.de  M  seront 

en  modifiant  un  peu  les  notations  du  n°  146  et  désignant,  pour  abréger, 
par  8j7,  8/,  85  les  quantités  appelées  précédemment  ej,  erj,  eÇ. 

D'après  le  calcul  du  n"  146,  la  variation  ol  que  subit  l'intégrale  I,  quand 
on  passe  de  la  courbe  C  à  la  courbe  Ci,  ayant  les  mêmes  extrémités,  est, 
en  négligeant  les  termes  en  e', 

,„  !-x:"K2--('S)] 

-»4l'"-'('*)]--"4S'"-'(4:)]- 

Dans  le  cas  actuel,  cette  variation  31  doit  être  nulle  quand  on  passe  de 
la  courbe  C,  non  plus  à  une  courbe  voisine  quelconque,  mais  à  une  courbe 
infiniment  voisine  située  sur  la  sur/ace.  F^es  variations  807,  8/,  85  ne 
sont  plus  arbitraires  toutes  les  trois;  en  désignant  par 

l'équation  de  la  surface  S,  on  aura  la  condition 

dx  Oy  "^        dz 

qui  exprime  que  la  variation  de  J^x^y^z)  est  nulle  quand  on  passe  de  C 
à  Cl,  et  qui  montre  que  l'une  des  trois  variations  8a:,  par  exemple,  est 
fonction  des  deux  autres  8^  et  8z,  qui  restent  arbitraires.  D'après  cette 
condition,  on  a,  en  désignant  par  X  une  fonction  quelconque, 


I       ll—ox  -h  --ùy-h  ~ 
J,.,       \àx  Oy  ^        ôz 


*^  KiZ\  as  =  o. 


Mi) 
'(A) 

Retranchons  celle  intégrale  nulle  de  celle  qui  donne  81,  nous  aurons 


V 


"".f>[(S-2^)'"-^('§)] 

-"^[(?•-^l)■"-'(40]-«=I•••I. 

OÙ  le  terme  en  82  est  analogue  aux  deux  premiers.  Cette  variation  81  devra 
être  nulle  quels  que  soient  X,  ^y  et  85.  Nous  pourrons  disposer  de  X  de 
façon  à  annuler  le  coefficient  de  Zx  :  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration 
ne  contiendra  plus  que  les  termes  en  ùy  et  82,  et  comme  81  doit  être 
nul  quels  que  soient  oy  et  85,  les  coefficients  de  ces  deux  variations 
devront  être  nuls  aussi.  Donc,  pour  une  détermination  convenable  de  X, 
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on  aura  les  trois  équations  suivantes,  que  nous  écr.ivonSi  en  changeant  les 
signes, 


<-{^iH' 

■S-»!)"'-- 

^(.ï)^(- 

âo         .   df\     , 
ày           ày] 

■'{"'D-i- 

ào        .  àf\    , 
dz           àz  J 

ces  équations,  jointes  à  Téqualion  de  la  surface,  déterminent  les  courbes  G 
cherchées. 

Or,  ce  sont  précisément  les  équations  d'équilibre  d'un  Jil  placé  sur 
la  surface  S,  la  fonction  des  forces  étant  — <p  et  la  tension  <p.  On 
retrouve  donc  un  résultat  identique  à  celui  qui  a  été  obtenu  pour  le  cas 
des  courbes  dans  l'espace. 

Exemple, —  Si  9=1,  l'intégrale  I  donne  la  longueur  de  la  courbe  A.B  ; 
si  donc  on  cherche  les  courbes  de  longueur  minimum  tracées  sur  la  sur- 
face de  A  en  6,  on  trouve  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  qui  est  tendu 
sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  directement  appli- 
quée (n°  144). 

130.  Réfraction.  —    Nous  allons  montrer  rapidement  comment  cette 

même  intégrale  /  ^{x^y,  z)ds  se  rencontre  également  dans  le  problème 

général  de  la  réfraction.  Ce  fait  a  déjà  été  remarqué,  du  moins  dans  des 
cas  simples,  par  Maupertuis,  Jean  Bernoulli,  Ëuler;  Laplace  a  même 
rattaché  à  ce  point  de  vue  la  théorie  de  la  double  réfraction  (^V^moire*  de 
r Institut^  liJog). 

Quand  un  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  un  milieu  homogène 
limité  par  une  surface  quelconque  S,  il  suit  les  deux  lois  suivantes  : 

1"  Le  rayon  incident  AP,  le  rayon  réfracté  PAi  et  la  normale  PN  à  la 

surface  S  sont  dans  un  même  plan  ; 

2°  On  a  (  flff.  102) 

sin  i 

-. =  Aï, 

sin  r 

i  étant  l'angle  APN,  r  l'angle  AiPNi  et  n  une  constante  appelée  indice 

de   réfraction  du   milieu  par  rapport  au  vide  ou  indice  absolu  de 

réfraction. 

Soient  deux  milieux  homogènes  (M)  et  (Mi)  séparés  par  une  surface  S, 

n  et  nx  les  indices  de  réfraction  absolus  des  deux  milieux;  si  un  rayon 

lumineux  passe  du  premier  milieu  dans  le  second,  la  première  loi  est  la 

même,  et  l'on  a 

sin/  _  /i| 

sin/'         n 
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Ces  lois  étant  rappelées,  posons  le  problème  suivant  : 

Soient  Â  et  Ai  deux  points  fixes,  de  part  et  d'autre  de  S,  et  P  un  point 

Fig.  103. 


quelconque  de  cette  surface.  Quelle  doit  être  la  position  du  point  P  pour 
que  la  somme 

ff  =  71 AP  -4-  ni  Al  P 

soit  minimum?  Nous  allons  montrer  que  le  minimum  a  lieu  quand  les 
deux  droites  AP  et  PAi  vérifient  les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière 
du  milieu  (M)  dans  le  milieu  (Mi).  En  effet,  si  Ton  appelle  a,  6,  c  et  ai> 
6i,  Cl  les  coordonnées  des  points  A  et  Ai,  et  Xy  y,  z  les  coordonnées  d'un 

point  P  de  la  surface  S,  les  distances  AP  et  AiP  ont  pour  valeurs  respec- 
tives 

v/(^  — «)»-+-(>'  — ^)* -h  (5  — c)«     et     /(a:— a,)«4-(^  — ^i)*H-(z  — ci)«. 

La  somme  9  est  alors  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  cty^ 
car  z  est  une  fonction  de  ;r  et  y  définie  par  l'équation  de  la  surface  S, 
f{Xy  y,  z)  •=  o.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  a:  et  ^  rendant  a  minimum,  il 
faut  égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  9  par  rapport  à  :r  et  ^,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

(x  —  a)-\-{z  —  c)^^^  (^  — «i;-H(3  — c,)^ 

n  zz:zi h  /Il  z=z =  O, 

PA  PA, 

n -4-  /Il = —  =  o, 

PA  PA, 

qui,  jointes  à  l'équation  de  la  surface,  déterminent  les  coordonnées  du 
point  P.  Ce  point  étant  ainsi  déterminé,  faisons  un  changement  d'axes 
coordonnés:  prenons  le  point  P  pour  origine  (Jiff.  102),  pour  axe  des -s  la 
normale  du  côté  du  point  A,  pour  plan  des  zx  le  plan  contenant  le  point  A 
de  telle  façon  que  l'ordonnée  6  de  A  devienne  nulle,  a  et  c  étant  positifs. 


2l4 
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Les  quantités  rr,  ^,  -s,  —  »  -r—  relatives  au  point  P  sont  alors  nulles  et  les 
équations  ci-dessus  deviennent 


nn         n\(i\  . 

=0,  €>!  =  O. 

PA         PA, 


La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  point  Ai  est  aussi  dans  le 
plan  z^x,  ce  qui  est  la  première  loi  de  la  réfraction  :  la  première  indique 
que  a\  est  négatif  et  donne,  si  l'on  appelle  i  et  r  les  angles  de  AP  et  PA| 
avec  la  normale  Pz, 

n  sin  i  —  n\  sin  r  =  o, 

car  et  —  -rr-r—  sont  égaux  à  sint  et  sinr;  ce  qui  est  la  seconde  loi  de 

PA  PA,  ^ 

la  réfraction.  Ainsi  le  minimum  cherché  est  fourni  par  le  trajet  d'un  rayon 
allant  de  A  en  A,. 

Imaginons  maintenant  plusieurs  surfaces  Si,  Sj,  ...,  S^  séparant  des 
milieux  homogènes.  Soit,  au-dessus  de  S,,  un  milieu  d'indice  absolu  n, 
entre  S,  et  S^  un  milieu  d'indice  aii,  entre  Ss  et  S3  un  milieu  d'indice 
Ti],  . . . ,  enfin,  au-dessous  de  S;j  un  milieu  d'indice  rip.  Prenons  un  point  A 

Fi  g.  io3. 


dans  le  premier  milieu,  un  point  B  dans  le  dernier  et  considérons  un  po- 
lygone A,  Pi,  Pj,  P3,  ...,  Pp,  B  ayant  un  sommet  sur  chaque  surface, 
allant  du  point  A  au  point  B.  Si  l'on  cherche  {Jig,  io3)  quel  doit  être  ce 
polygone  pour  que  la  somme 


c  =  nAPi-h  fil  P,  P, -T-  n^Pjl'a-h. . . -f-  npVpM 

soit  minimum^  on  trouve,  d'après  ce  qui  précède,  que  ce  polygone  doit 
être  le  trajet  d'un  rayon  lumineux  allant  de  K  en  ^  et  suivant  les 
lois  de  la  réfraction. 

Supposons  enfin  que  le  nombre  des  surfaces  augmente  indéfiniment,  de 
façon  que  les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro,  ainsi  que  les  diffé- 
rences n  —  /11,  ni  —  /I2,  . . .  ;  l'ensemble  des  milieux  considérés  devient  un 
milieu  continu  dans  lequel  l'indice  de  réfraction  absolu  n  est  une  fonc- 
tion continue  cp(:r,  y^z)  des  coordonnées.  Le  polygone  suivi  par  le  rayon 
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lumineux  devient  une  courbe,  la  somme  a  devient  Tintégrale 

(U) 
•-  (A) 


=   /      nds. 


Le  trajet  du  rayon  lumineux  de  A  en  B  est  donc  la  courbe  rendant  l'in- 
tégrale I  minimum,  courbe  dont  nous  avons  indiqué  les  équations  diffé- 
rentielles. On  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  article  de  O.  Bonnet 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1887).  Ces  mêmes  courbes  ont 
été  étudiées  par  Vicaire  (Comptes  rendus,  rapport  de  M.Jordan,  t.  GVIII, 
p.  33o);  leurs  propriétés  essentielles  ont  déjà  été  données  par  Euler,  dans 
sa  Théorie  des  brachistochrones. 


IV.    -  ÉLASTIQUE  PLANE. 

151.  Tension  et  moment  fléchissant.  —  Soit  une  tige  élastique 
homogène  très  longue  par  rapport  à  son  épaisseur,  ajant  sur  toute 
sa  longueur  la  même  section  droite.  On  appelle  /?6re  woj^e/i Aie  de 
la  lige,  la  courbe  lieu  des  centres  de  gravité  des  secli')ns  droites. 
L'état  A' équilibre  naturel  de  la  lige  est  la  forme  qu'elle  prend 
quand  aucune  force  tendant  à  la  déformer  n'agit  sur  elle,  par 
exemple  quand  elle  est  posée  sur  une  table.  Si  l'on  fait  agir  sur 
la  lige  des  forces  tendant  à  la  fléchir,  elle  change  de  forme  et 
prend  un  nouvel  état  d'équilibre  appelé  état  (Véquilibre  con- 
traint correspondant  aux  forces  données.  Nous  traiterons  ici  le 
cas  le  plus  simple  de  l'équilibre  de  l'élastique  plane.  Tout  d'abord, 
nous  indiquerons  quelques  propositions  générales  relatives  à  ce 
genre  de  problèmes. 

Imaginons  une  tige  élastique  dont  la  fibre  moyenne  alTecle,  à 
l'élal  naturel,  la  forme  d'une  courbe  plane  Co  el  soit  po  ^^  valeur 
du  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de  celle  courbe.  Supposons 
ensuite  qu'on  déforme  la  lige  sans  changer  sa  longueur,  en  faisanl 
agir  sur  elle  des  forces  quelconques,  mais  de  telle  façon  que  la 
fibre  moyenne  reste  plane  el  prenne  une  nouvelle  forme  C.  Le 
rayon  de  courbure  en  M  devient  alors  p.  Dans  celle  position 
d'équilibre  contraint,  les  forces  élastiques  sont  déterminées  d'après 
les  lois  suivantes  : 

Si  l'on  coupait  la  lige  en  M,  pour  maintenir  l'équilibre  il 
faudrait  appliquer  à  la  section  en  M  une  force  T  dans  le  plan  de 
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la  courbe  C  et  un  couple  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  ce  plan 
et  dont  le  moment  {moment  fléchissant)  N  est  proportionnel  à  la 

variation  de  la  courbure : 

?         Po 


\?        Po/ 


B  désignant  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  nature  de  la 
tige. 

152.  La  fibre  moyenne  est  d'abord  un  arc  de  cercle.  —  Nous 
traiterons  ici  le  cas  simple  où  la  fibre  moyenne  de  la  tige  est  pri- 
mitivement un  arc  de  cercle  ou  une  droite,  —  =  const.,   et   où 

l'on  fait  agir  seulement  sur  ses  extrémités  M I  et  M^  deux  forces  T, 
et  Ta  situées  dans  le  plan  de  la  courbe  d'équilibre  et  deux 
couples  N|  et  INa  ayant  leurs  axes  normaux  à  ce  plan. 

Fig.  104. 


Les  deux  forces  T|  et  ï^  sont  égales  et  opposées,  car  les  seules 
forces  extérieures  appliquées  à  la  lige  en  équilibre  étant  les 
forces  T|  et  T2  et  les  couples  N|  et  N2,  la  somme  des  projections 
de  ces  forces  sur  un  axe  quelconque  doit  être  nulle. 

En  outre,  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  devant 
être  nulle  par  rapport  à  un  point  quelconque  du  plan,  les 
forces  T|  et  Ta  forment  un  couple  qui  fait  équilibre  aux  couples  N| 
et  Na. 

Prenons  pour  axe  Ox(Jig.  ïo4)  une  droite  parallèle  à  T|  etTo. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne  :  si  la  tige  était 
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coupée  en  M  la  partie  M|M  serait  en  équilibre  sous  l'action  des 
forces  extérieures  suivantes  :  i**  la  force  T|  et  le  couple  N|  agis- 
sant sur  l'extrémité  M^  ;  2"  une  force  T  et  un  couple  N  agissant 
sur  M;  le  couple  N  a  pour  moment 

n.b(!-L). 

Ces  forces  extérieures  appliquées  à  l'arc  M|  M  se  font  équilibre. 
Donc,  T  est  égal  et  opposé  à  T|.  En  outre,  la  somme  des  mo- 
ments de  toutes  les  forces  extérieures,  par  rapport  à  un  point  du 
plan,  doit  être  nulle.  Prenons  la  somme  des  moments  par  rapport 
à  O;  nous  avons,  en  appelant^  el^i  les  ordonnées  des  points  M 
et  M|, 

d'où,  en  remplaçant  T  parTi  et  N  par  sa  valeur  (i),  l'équation 

T,(j^,-7)-N,^-B(l-f)=o. 

\P        po/ 

Si  T|  était  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  faisait  agir  uniquement  des 
couples  sur  les  extrémités  de  la  lige,  cette  équation  donnerait 

pour  -  une  valeur  constante  et  la   figure  d'équilibre   contraint 

r 

serait  un  autre  arc  de  cercle. 

I  T 

Laissons  ce  cas  de  côté  et  résolvons  par  rapport  à  -  en  mettant  -^ 

en  facteur  dans  le  deuxième  membre,  nous  aurons  une  équation 
de  la  forme 

c^  désignant  la  constante  positive  ^-  et  b  une  autre  constante.  On 

peut  toujours  déplacer  l'axe  des  a:  parallèlement  à  lui-même  de 
façon  à  faire  disparaître  cette  dernière  constante  et  à  ramener 
ainsi  l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

(.)  i  =  z. 

On  a  ainsi  l'équation  différentielle  de  la  courbe  suivant  laquelle 
se  dispose  la  fibre  moyenne.  Pour  l'intégrer,  appelons  0  l'angle  de 
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la  normale  en  M  avec  Oy  {Jig,  102);  si  le  point  mobile  se  dé- 
place de  ds  la  normale  tourne  de  Tangle  d^  et  l'on  a 


ds        p        c* 


d'où,  par  diflerentiation, 


car^  est  égal  à  —  sinO  et  ^  à  cosO. 

Pour  intégrer  Téquation   (3),   multiplions  les  deux  membres 
par  -3-  et  intégrons  :  il  vient 

\c/5/         c-î'  ±/-;t(cosO-+-{jL) 

[JL  désignant  une  constanle  arbitraire.  On  a  alors 

^o-  =  </5  cosO  — -^^--  -  -  -  — î 

d'où 

/•^J           cosOr/0 
(5)  x  =  c  I      --,— ---  ' 


OÙ  il  est  inutile  d'ajouter  une  constante,  car  on  peut  toujours  sup- 
poser qu'on  ait  pris  pour  axe  Oy  la  normale  à  la  courbe  perpen- 
diculaire à  Ox.  On  a  en  outre 

(G)  y  =   —  =c^-     -  —zt.c  /'/(cosO  H-  {Ji). 

Ces  formules  (5)  et  (6)  donnent  x  eiy  en  fonction  de  8.  Trois 
cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  |jl  est  compris  entre  —  i  et  -j-  i , 
supérieur  à  1,  ou  égal  à  i. 

Indiquons  sommairement  la  forme  de  la  courbe  dans  ces  trois  cas. 

La  discussion  repose  sur  les  remarques  suivantes  : 

Convenons  de  compter  l'arc  s  de  la  courbe  à  partir  du  point  A  situé 
sur  O}'  i/ig'.  loi)»  ^'t  de  prendre  comme  sens  positif  de  s  le  sens  du  mou- 
vement d'un  mobile  dont  l'abscisse  d'abord  nulle  devient  positive.  Quand 
on  parcourt  la  courbe  dans  ce  sens,  s  croît  toujours;  donc  ds  est  toujours 
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positif  el,  dans  la  formule  (4))  le  radical  a  toujours  le  même  signe  que  d^; 
ce  signe  du  radical  doit  être  conservé  dans  toutes  les  formules  suivantes. 
D'après  les  formules 

(7)  -7-= — sinO,  -7-  =  cos8, 

as  as 

on  voit  que  les  coordonnées  ^  et  ir  croissent  ou  décroissent  avec  s  crois- 
sant, suivant  que  — sinO  et  cosO  sont  positifs  ou  négatifs.  Enfin  les  points 
dinflexion   de  la  courbe  sont  les  points  où  elle  coupe  l'axe  des  ar,  car 
l'équation  (a)  montre  que  p  est  infini  pour  ^  =  o  et  réciproquement. 
L'axe  0/  est  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe. 

Premier  cas  ;  —  i  <  [Jt  <  i.  —  Dans  ce  cas,  on  peut  poser  [jl  =  —  cosa, 
et  le  radical  qui  figure  dans  les  formules  prend  la  forme 

/2(cos6  -h  |a)  =  y/vi  { cos  0  —  cos  a  )  ; 

pour  qu'il  soit  réel,  il  faut  que  0,  partant  de  zéro,  varie  de  — a  à  -ha.  En 
faisant  varier  0  de  o  à  a,  on  a  l'arc  AB  {Jig^.  io4,  t;  /î^.  ioî>,  I,  II,  III)  : 
en  faisant  varier  0  de  o  à  — a,  on  a  l'arc  symétrique  AB'. 

Aux  points  B  et  B',  la  courbe  coupe  Taxe  Ox  sous  l'angle  a,  puisque  la 
normale  en  B,  par  exemple,  fait  avec  Oy  l'angle  a.  L'abscisse  du  point  B 
est,  d'après  (5), 

(8)  Xo=c    /     -7=-_=i 1 

J^     V2(cosO  —  cosa) 

où  le  radical  est  pris  positivement. 

Quand  a  est  aigu  ou  droit,  Xq  est  positif,  car  tous  les  éléments  de  l'inté- 

grale  sont  positifs  (courbe  I,  Jl^.   io5);  quand  a  croît  à   partir  de  -> 

Xq  est  d'abord  positif  (forme  I,  Jlg'.  104  ),  s'annule  pour  une  certaine  va- 
leur olq  de  «(forme  II,  /ig.  io5),  puis  devient  négatif  (forme  III,  Jig.  io5); 
quand  a  est  voisin  de  ir,  Xq  est  négatif  et  très  grand;  ce  dernier  fait  ré- 
sulte de  ce  que,  pour  a  =  tt,  on  sl  Xq  =  —  »;  en  effet,  on  a  alors 

""cosÔé/O 

Xq—  C     /  g-  > 


■/ 


9.  COS  - 
•1 


intégrale  égale  à  —00.  Dans  ce  cas  limite,  {jl  =  i,  la  courbe  a  donc  la 
forme  IV  asymptote  à  Ox. 

Si  s  continue  à  croître  à  partir  du  point  B,  0  doit  nécessairement  dé- 
croître, car  il  ne  peut  pas  dépasser  a  :  à  partir  de  ce  moment,  il  faut 
prendre  le  signe  —  devant  le  radical;  6  variant  de  a  à  — a,  on  a  un  nou- 
vel arc  de  courbe  symétrique  du  premier  par  rapport  à  B,  et  ainsi  de 
suite.  On  a  ainsi  une  infinité  d'ondulations  toutes  égales  comme  dans  une 
sinusoïde. 
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Deuxième  cas.  —  Si  l'on  a  [jl  >  i,  9  peut  varier  de  o  à  77:  :  ^  et  -  ne 

s^annulent  jamais;  la  courbe  a  la  forme  H  de  la  Jiff.  104. 

Les  intégrations  correspondant  à  ces  deux  cas  peuvent  être  faîtes  effec- 
tivement à  l'aide  <les  fonctions  elliptiques  (  voyez  Principes  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  par  MM.  Appell  et  Lacour,  p.  184  et  suiv.). 

Fi g.  io5. 


T  jc- 


n 


III 


Troisième  cas,  —  Dans  le  cas  intcrmé<liaire  où  îx=i,  la  courbe  est 
asymptote  à  Ox  comme  nous  Pavons  déjà  dit,  car  j"o  =  —  *  (  fiê^'  ïo5,  IV). 
Dans  ce  cas,  on  peut  effectuer  toutes  les  intégrations  par  des  fonctions 
élémentaires. 


io3.  Cas  où  la  tigre  est  primitivement  rectiligne  et  soumise  à  ses  deux 
bouts  à  deux  pressions  T  égales  et  directement  opposées.  —  L'observa- 
tion montre  que,  si  une  tige  élastique  d'abord  rectiligne  est  soumise  à  ses 
deux  bouts  à  deux  pressions  T  égales  et  opposées,  la  tige  ne  fléchit  que 
quand  la  valeur  de  T  surpasse  une  certaine  limite.  Quand  T  est  inférieur 
à  cette  limite,  la  seule  fîgure  d'équilibre  possible  est  la  forme  rectiligne  : 
ce  n'est  que  pour  des  valeurs  de  T  supérieures  à  celte  limite  que  les 
formes  d'équilibre  courbes  que  nous  venons  d'étudier  sont  possibles.  Nous 
allons  déterminer  cette  limite. 

Dans  le  cas  actuel,  la  fibre  moyenne  étant  rectiligne  à  l'état  naturel, 

on  a  —  —  o,  d'où,  pour  le  couple  N  en  un  point  quelconque  (i), 
po 

N  =  B  '  : 


ce  couple  est  donc  nul  en  même  temps  que  la  co 
sons  qu'aux  deux  extrémités  B'  et  B^  de  h 
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égales  et  directement  opposées  tl pas  de  couples  :  il  en  résulte  qu'en  ces 

deux  extrémités  N  =  o,  —  =  o  :  ce  sont  donc  des  points  d'inflexion  comme 

dans  la  figure  (fig.  io5,  I).  Quand  la  lige  s'écarte  très  peu  de  la  forme 
rcctiligne  initiale,  a  est  très  petit  :  il  serait  rigoureusement  nul  pour  la 
forme  rectiligne  elle-même.  Supposons  que  la  tige  puisse  prendre  une 
figure  d'équilibre  ondulée  telle  que  I  a\ec  n  ondes  et  déterminons  la  con- 
stante a  connaissant  la  longueur  /  de  la  tige  et  la  pression  T  aux  deux 

extrémités  B'  et  B'  :  la  constante  c  est  alors  connue  et  égale  ài/=* 
D'après  l'expression  (4)  de  ds^  l'arc  AB  a  pour  longueur 


arcAB 


faisons 


il  vient 


Ja     \/'i 


0     v^2  (  cos  6  —  cos  a  ) 


cosO  =  I  —  -^sin'-,  cosa  =  i  —  2sin*-: 

•2  2 


dfi 


4  /  sin* sin*  - 

y       2,  2 


Posons,  pour  abréger,  sin-  =  X',  et  faisons  le  changement  de  variable 

sin  -  =  Au: 

2 

6  variant  de  o  à  a,  u  varie  de  o  à  i  et  l'on  a 

arcAB  =  cK 
en  posant 

,   .  —        .  du 

(9) 


La  longueur  totale  /  de  la  tige  étant  2/tarcAB,  on  a 
(lo)  /  =  2noK,         K  = 


inc 


CL 

Cette  équation,  où  k  =  sin  -  est  l'inconnue,  détermine  a.  Pour  que  la  figure 

d'équilibre  avec  n  ondes  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  équation  donne 
pour  k  une  valeur  comprise  entre  o  et  i.  Or  pour  A:  =  o  on  a,  d'après (9), 

Ks=  -;  A*  croissant,  l'intégrale  K  augmente  constamment,   car  l'élément 

lérentiel  augmente,  et,  pour  A:  =  1,  K  est  infini.  Ainsi,  k  variant  de  o 
'^  ^  passe  une  fois  et  une  seule  fois  par  toutes  les  valeurs  supérieures 


121  DEUXIÈME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

TT 

à  -•  Pour  que  Téquation  (lo)  en  /c  admette  une  racine,  il  faut  et  il  suffit 
que 


2/ÏC  ~  2 


Remplaçant  c  par  sa  valeur  i/  ~,  >  on  trouve 


T.> 


/« 


Telle  est  la  condition  pour  qu'il  existe  une  figure  d'équilibre  avec/i  ondes. 
La  plus  petite  limite  inférieure  de  T  correspond  à  rt  =  i  :  donc,  pour  qu'il 
existe  une  figure  d'équilibre  avec  une  onde,  il  faut  que 

T>  ^— . 

Si  la  pression  T  est  inférieure  à  cette  limite,  la  seule  figure  d'équilibre 
possible  est  la  ligne  droite. 

154.  Élastique  plane  sous  pression  normale  constante.  —  Ce  problème 
a  été  traité  par  M.  Maurice  Lévy  (Comptes  rendus,  t.  XCVII,  p.  694  ); 
les  intégrations  se  font  encore  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  comme  on 
le  verra  dans  le  Traité  d'Halphen  et  dans  les  Principes  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques^  par  Appell  et  Lacour. 


EXERCICES. 

1.  Un  fil  tendu  non  pesant  passe  dans  des  anneaux  fixes  équidistants  A,,  A,,  ..., 
A^.  Prouver  que,  si  l'équilibre  existe,  la  tension  est  constante  et  la  pression  sur 
chaque  anneau  A^  inversement  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  Aj_p  Aj,  A^^, 
passant  par  cet  anneau  et  les  deux  qui  le  comprennent.  En  conclure  comme  cas 
limite,  pour  un  lil  non  pesant  tendu  sur  une  courbe  fixe  sur  laquelle  il  peut 
glisser  sans  frottement,  la  loi  de  la  pression  du  fil  sur  la  courbe  (  Poinsot, 
Statique  ). 

2.  Un  fil  non  pesant  de  longueur  donnée  est  attaché  par  ses  extrémités  à  deux 
points  fixes  A  et  B  :  sur  ce  fil  glissent  sans  frottement  deux  anneaux  M,  et  M,  sur 
lesquels  agissent  respectivement  des  forces  F,  et  Fj  données  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens.  Trouver  la  position  d'équilibre  du  système.  (On  s'appuie  sur  la 
remarque  faite  à  la  fin  du  n"  128.) 

3.  Un  polygone  funiculaire  étant  en  équilibre,  on  prend  les  moments  ^.  des 
forces  et  ceux  t,.  ^  des  tensions  par  rapport  à  un  point.  Prouver  qu'avec  ces  vec- 
teurs on  peut  construire  un  polygone  analogue  à  celui  de  Varignon,  en  rempla- 

|pa   vr»rli»iirs    K.  nt   T.  .    nap   ».  nf   «p.  . 


çanl  les  vecteurs  F.  et  T,.  j  par  9,  et  t.  j, 
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4.  Si  un  polygone  funiculaire  est  en  équilibre,  prouver  qu'en  construisant  les 
vecteurs  conjugués  des  forces  et  des  tensions,  et  les  droites  conjuguées  des  côtés 
par  rapport  à  une  sphère  (imaginaire),  comme  on  l'a  indiqué  dans  l'exercice  3> 
à  la  fin  du  Chapitre  I,  on  obtient  un  nouveau  polygone  en  équilibre.  Les  côtés 
de  l'un  de  ces  polygones  sont  les  droites  conjuguées  des  côtés  de  l'autre;  les 
sommets  de  l'un,  les  points  conjugués  des  plans  formés  par  deux  côtés  consécutifs 
de  l'autre. 

5.  Travures  réticulaires.  —  Théorème  de  liankine  (voyez  Philos.  Magazine, 
vol.  XXVII,  p.  92;  ï864.  Clerk  Maxwell,  ibid.,  p.  260).  —  Des  forces  appliquées 
aux  articulations  d'un  système  polyédral  de  barres  sont  en  équilibre  quand  elles 
sont  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux  faces  d'un  polyèdre  dont  les  arêtes 
sont  dans  des  plans  menés,  par  un  point  fixe  O,  normalement  aux  barres  du 
système. 

Solution.  —  En  supposant  le  système  polyédral  de  barres  en  équilibre,  on 
construira  le  polyèdre  obtenu  en  prenant  les  vecteurs  conjugués  des  forces  et  des 
tensions  par  rapport  à  une  sphère  imaginaire  de  centre  O,  conformément  à  la 
méthode  indiquée  antérieurement  (exercice  3,  à  la  fin  du  Chapitre  I). 

{Voyez  un  article  de  M.  GuiDO  Hauck,  Journal  de  Crelle,  t.  100,  p.  365.) 

G.  Un  quadrilatère  articulé,  formé  de  quatre  tiges  de  longueurs  invariables 
a,  6,  c,  d^  est  sollicité  par  quatre  forces  appliquées  aux  quatre  sommets.  Que 
doivent  être  ces  forces  pour  qu'il  y  ait  équilibre?  (Ce  problème  est  résolu  par 
MoDius,  Statique.) 

7.  Système  articulé  de  Fuss.  —  On  considère  un  polygone  plan,  formé  de 
barres  matérielles  rigides  articulées  à  leurs  extrémités  :  dans  le  plan  du  poly- 
gone, on  applique  au  milieu  de  chaque  barre,  perpendiculairement  à  la  barre, 
une  force  proportionnelle  à  sa  longueur. 

Démontrer  que  la  figure  d'équilibre  est  un  polygone  inscriptible. 

8.  Dans  un  fil  homogène  pesant  en  équilibre,  le  rayon  de  courbure  vaiir 
proportionnellement  au  carré  de  la  tension  (Mobius). 

9.  Supposons  plusieurs  fils  homogènes  identiques,  d'abord  tendus  en  li^nc 
droite  depuis  un  point  P  jusqu'à  des  points  N,  N,,  .N^,  ...,  N,,  situés  sur  unr 
même  verticale,  puis  déplaçons  un  peu  le  point  P  sur  une  horizontale,  de  façon 
à  le  rapprocher  de  la  verticale,  en  l'amenant  en  xM.  Alors  les  fils  supposes  pesants 
se  disposent  suivant  des  chaînettes:  démontrer  : 

I*  Que  toutes  ces  chaînettes  ont  même  paramètre  a\ 

2"  Que  leurs  sommets  sont  sur  une  chaînette  de  même  paramètre  a  tournant 
sa  concavité  vers  le  bas  et  ayant  son  sommet  en  M  (Monius). 

10.  Positions  d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  assujetti  aux  conditions 
aux  limites  indiquées  par  l'un  des  énoncés  suivants,  dans  lesquels  la  jonipiour  dn 
fil  est  supposée  donnée  : 

!•  L'une  des  extrémités  est  attachée  en  un   point  fixe  A;  raiitrc  passe  sur  un».*  • 
poulie  infiniment  petite  B,  située  à  la  ui«''ffic  hauteur  que  A,  puis  pend  lihnMiicnt. 

3**  Le  fil  passe  sur  deux  poulies  infiniment  petites,  plarécs  à  la  nirnic  liautiMir* 
et  les  deux  extrémités  pendent  librement.  (/^c/>.  ;  I-.es  deux  parties  prndanirs  tint 
même  longueur  et  se  terminent  sur  la  base  de  la  chaînette;  il  y  a  deux  positions 
d'équilibre,  une  stable,  l'autre  instable.) 
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3*>  Les  exlrémilés  du  fil  glissent  sans  frottement  sur  deux  circonférences  égales» 
tangentes  extérieurement  et  ayant  leurs  centres  à  la  même  hauteur. 

4**  Le  fil  est  fermé  et  passe  sur  deux  poulies  infiniment  petites  A  et  B.  [JRép.  : 
Deux  clialnettcs  ASB,  AS'B  de  même  base;  si,  par  la  poulie  la  plus  basse  A,  on 
mène  une  horizontale  AU'U  coupant  les  deux  courbes  en  U'  et  U,  les  longueurs 
des  deux  chaînettes  ASB  et  AS'B  sont  inversement  proportionnelles  aux  arcs  UB 
et  UB'  (M«)Bius).] 

5<*  Les  deux  extrémités  sont  attachées  en  deux  points  fixes  places  à  la  même 
hauteur;  le  long  du  fil  peut  glisser  sans  frottement  un  anneau  infiniment  petit  M 
auquel  est  suspendu  un  poids  P.  {Bép.  :  L'anneau  va  se  placer  au  milieu  du  61  : 
les  deux  parties  MA  et  MB  sont  deux  chaînettes  de  même  base;  en  M  il  y  a  un 
point  anguleux;  les  tensions  des  arcs  MA  et  MB  font  équilibre  au  poids  P.) 

11.  Trouver  la  figure  d'équilibre  que  prend,  sous  Faction  du  vent»  une  voile 
rectangulaire  ABCL)  fixée  par  deux  bonis  opposés  à  deux  vergues  verticales  AB 
et  CD.  (On  néglige  l'action  de  la  pesanteur;  on  suppose  que  le  vent  s<»uff1e  hori- 
zontalement et  que  la  pression  du  vent  sur  un  élément  de  voile  lui  est  normale, 
proportionnelle  à  sa  surface  et  au  carré  de  la  composante  normale  de  la  vitesse 
du  vent.  On  peut  regarder  comme  évident  que  la  voile  prend  la  forme  d'un 
cylindre  à  génératrices  verticales  et  que  la  iiulure  de  la  section  droite  est  indé- 
pendante de  la  hauteur.  Il  suffit  donc  d'exprimer  qu'une  bande  comprise  entre 
deux  plans  de  section  droite  infiniment  \oisins  est  en  équilibre.  Cette  bande  est 
assimilable  à  un  lil  flexible  et  inextensible  :  en  appliquant  les  équations  intrin- 
sèques, on  trouve  qu'elle  prend  la  forme  d'une  chaînette  et  que  la  tension  est 
constante.) 

12.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  est  sollicité  par  une  force 
verticale  proporLionnelle  à  la  projection  horizontale  de  l'élément.  (Parabole.  — 
Cas  liniile  du  polygone  funiculaire  des  ponts  suspendus.) 

Déterminer  les  constantes,  sachant  que  le  fil  a  une  longueur  donnée  et  est 
attaché  en  deux  points  donnés. 

13.  Figure  d'équilibre  d'un  lil  pesant  dans  lequel  la  densité  varie  proportion- 
nellement à  Parc  s  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas. 

/«■ 

14.  Même  question  en  supposant  la  densité  égale  à  • — ■* —  (cercle). 

cos-  - 
a 

15.  Calculer  la  loi  que  doit  suivre  la  densité  d'un  fil  pesant  en  fonction  de  «, 
pour  qu'il  se  dispose  sous  l'aclion  de  la  pesanteur  suivant  une  courbe  donnée 
(parabole  d'axe  vertical,  circonférence,  etc.).  On  aura  la  solution  de  cette 
question  en  partant  de  l'équation  intrinsèque  du  n**  138. 

1().  Chatnette  d'égale  résistance.  —  On  appelle  ainsi  une  chaîne  d'épaisseur 
variable  telle  que,  dans  la  figure  d'équilibre,  l'épaisseur  soit  en  chaque  point 
proportionnelle  à  la  tension  en  ce  point  :  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  plus  de  chance 
de  rupture  en  un  point  qu'en  un  autre  (CuiuoLis).  On  demande  l'équation  de 
cette  courbe  et  la  loi  de  l'épaisseur. 

Jiéponse.  —  Soient  j  la  section  droite  de  la  chaîne,  varial)le  avec  5,  p  le  poids 
de  l'unité  de  volume,  le  poids  de  l'élément  ds  est  pz  ds.  La  courbe  a  pour  équa- 


CHAPITRE    VII.    —    SYSTEMES    DE PORM ABLKS  .  'i%0 

lion,  en  prenant  comme  origine  le  point  le  plus  bas, 


y 

e'  cos  -    =  I, 
a 


T 
et  la  loi  de  l'épaisseur  a  est  a  —  —  " 


rtCOS  — 

a 


17.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  ds  est  sollicité  par  une  force 
F  ds  normale  à  un  axe  fixe  qu'elle  rencontre,  F  étant  fonction  de  la  distance  /*  de 
l'élément  à  Taxe. 

Réponse.  —  Prenant  l'axe  pour  axe  Oz  et  appelant  r  et  8  les  coordonnées 
polaires  dans  le  plan  xOy,  on  a  les  trois  équations 

T  -.  -  A  dr,  T  "î^  =  C,         T/-  '^  ----  K. 

^f  ds  ds 

Quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  on  a  une  équation  différentielle  de  la  forme 

dz  =  ^/^c/Q, 
qui  montre  que  les  tangentes  à  la  courbe  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

18.  Cas  particulier  du  problème  précédent,  où  F  =  |xr  ({jl  constante),  les  con- 
ditions aux  limites  étant  quelconques.  Ce  problème  est  traité  par  Clebsch,  par 
une  méthode  spéciale  qui  sera  exposée  en  Mécanique  analytique  {Journal  de 
d'elle,  t.  57,  p.  ()3). 

Nous  avons  donné  dans  le  texte  (n"  142)  le  cas  où  les  deux  extrémités  du  fil 
sont  attachées  en  des  points  de  l'axe. 

19.  Trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  dans  un  plan,  sachant  que  chaque 
élément  est  sollicité  par  une  force  proportionnelle  à  cet  élément  et  faisant  avec 
lui  un  angle  constant.  [On  emploie  les  équations  intrinsèques  :  la  courbe  est  une 
spirale  logarithmique.  (O.  Bonnet.)] 

20.  Trouver  la  loi  de  la  force  verticale  sous  l'action  de  laquelle  un  fil  se 
dispose  suivant  une  courbe  plane  donnée. 

[Le  problème  n'est  pas  entièrement  déterminé,  si  Ton  n'ajoute  rien  à  l'énoncé 
relativement  à  la  nature  de  la  force.  Pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il 
faut  donner  la  variable  en  fonction  de  laquelle  la  force  doit  être  exprimée.  Le 
fil  étant  dans  le  plan  xOy  et  la  force  \  ds  parallèle  à  O^,  Y  peut  être  exprimé 
eu  fonction  de  l'une  des  quantités  suivantes  Xy  y,  s,  oc,  a  étant  l'angle  de  la  tan- 
gente avec  Ox,  ou  de  plusieurs  de  ces  quantités  à  la  fois.  Par  exemple,  si  la 
courbe  donnée  est  le  cercle  x^-i- y^—  a^=  Of  l'équation  intrinsèque  (n»  138) 
donne 

(.)  Y=— ^, 

a  cos- a 

A.,  1.  i5 
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X 
puis,  comme  tanga  = cl  «  =  aa, 

(3)  ï-^"-.. 


^1-  —  X' 


Cl) 


a  cos^  - 
a 


Voilà  donc  autant  de  lois  de  forces  différentes  conduisant  au  cercle  donné.]  Réci- 
proquement, trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  une  force  verticale 
dont  la  loi  est  exprimée  par  l'une  des  formules  précédentes  (i),  (2),  (3),  (4)- 
On  trouvera  des  courbes  entièrement  différentes  suivant  celle  des  lois  choisies  : 
toutes,  par  la  pariicularisation  des  constantes,  devront  donner  le  cercle 
x"^  -^  y^  —  a'^=  o. 

21.  Trouver  la  loi  d'une  force  centrale  sous  l'action  de  laquelle  un  fil  se 
dispose  suivant  une  courbe  plane  donnée. 

[On  peut  répéter  ici  les  mêmes  remarques  que  sur  l'exercice  20.  En  appelant 
;*  et  6  les  coordonnées  polaires,  lo  centre  des  forces  étant  à  l'origine,  on  trouve 


d  [  ds   \ 


OÙ  F  est  regardé  comme  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  force  est  répulsive  ou 
attrartivc.]  Kxemple  : 


aC 


cercle,  r  —  2(i  cnsO,        ds  —.  >.a  </0,         K  —  -  t-  • 


/•^ 


22.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  est  attiré  ou  repoussé  par 
un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  [On  trouve  une  équa- 
tion de  la  forme    -  =  a  -h  b  cosmO   ou     -  =  a  -h  b  cos  hyp.  mO,  ou,  comme  cas 

r  r  .ri» 

« 

intermédiaire,       =  a  -f-  66^) 

23.  Si  une  mùme  courbe  est  la  position  d'équilibre  d'un  fil  sous  l'action  d'une 
force  F,,  la  tension  étant  T,,  puis,  sous  l'action  d'une  force  F^,  la  tension 
étant  T3,  elle  est  aussi  la  figure  d'équilibre  du  fil  sous  l'action  d'une  fo]*ce 
(F)  =  (Â-,F,)  +  (ArjF2),  la  tension  étant  (T)  =  (A',T,) -f- (A^Tj);  A",  et  A-,  dési- 
gnant des  constuntes  et  ces  équations  étant  prises  dans  un  sens  géométrique 
(Bonnet).  On  emploie  les  éifuations  intrinsèques. 

2i.  Un  fil  libre,  sous  l'action  d'une  force  donnée  F,  se  dispose  suivant  une 
courbe  C  :  on  réalise  celle  courbe  matériellement,  puis,  soumettant  le  fil  à  la 
même  force  F,  on  le  tend  sur  la  courbe  C;  démontrer  que,  dans  cette  seconde 
expérience,  hi  réaction  normale  de  la  courbe  C  sur  l'élément  ds  est  dans  le  plan 

osculateur  et  a  pour  valeur    >   A'  constante,  p  rayon  de  courbure. 
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25.  Soit  M  un  poinl  quelconque  d'un  fii  en  équilibre.  Démonlrer  que  le  moment 
résultant,  par  rapport  à  M,  de  toutes  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  fil 
depuis  une  extrémité  M^  jusqu'au  point  M  est  nul  (Mobius).  (Ce  résultat  se 
déduit  du  principe  de  solidification  appliqué  à  Tare  M^M.  —  On  trouvera  sous 
une  autre  forme  des  résultats  indiqués  dans  le  texte,  en  appliquant  cette  condi- 
tion à  la  portion  d'une  chaînette  en  équilibre  comprise  entre  le  sommet  M^et  un 
point  M,  et  introduisant  la  tension  T^  en  M,  comme  inconnue  auxiliaire.) 

26.  Dans  une  chaînette  pesante,  de  densité  variable,  en  équilibre  sur  une 
sphère,  Thypcrboloïde  ayant  pour  génératrices  d'un  même  système  les  tensions 
en  deux  points  A  et  B  et  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AR  passe  par 
le  centre  de  la  sphère.  (On  le  démontre  en  supposant  l'arc  AB  solidifié,  et  remar- 
quant que  les  forces  appliquées  à  cet  arc,  tensions  en  A  et  B,  poids  et  résultante 
des  réactions  de  la  sphère  doivent  se  faire  équilibre.) 

27.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible  non  pesant,  traversé  par 
un  courant  et  soumis  à  l'influence  du  pùle  d'un  aimant  O. 

[Ligne  géodésique  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  O  (Darboux).] 
Rappelons  que  l'action  du  pôle  O  sur  l'élément  é/j,  situé  à  une  distance  r  de  O, 

rit  ^^^"^N». 

est  normale  au  plan  Ods  el  b  pour  intensité  — ^-sinr,  ds. 

28.  On  considère  sur  une  surface  fixe  S  les  courbes  G  qui,  parmi  toutes  les 
courbes  tracées  sur  cette  sur/ace  entre  deux  points,  rendent  minimum  l'inté- 
grale I  —  I  9cls,  courbes  qui  ont  été  déterminées  dans  le  n*>  149.  Démontrer  que, 

quand  on  passe  d'une  de  ces  courbes  AB  à  une  courbe  infiniment  voisine  A,Bj  sur 
la  surface,  la  variation  de  l'intégrale  est  encore  donnée  par  la   formule  de  Tait 
ot  Thomson.  En  déduire  les  mêmes  conséquences  que  pour  les  courbes  C  dans 
l'espace  (n-  147). 

29.  On  considère  dans  un  plan  zOx  des  chaînettes  ayant  Ox  pour  base  et 
coupant  normalement  une  courbe  fixe  C  :  à  partir  du  point  A,  où  chaque  chaî- 
nette coupe  cette  courbe,  on  prend  sur  celle  chaînette  un  arc  AB  tel  que,  en 
tournant  autour  de  OXy  cet  arc  engendre  une  aire  déterminée  S.  Démontrer  que 
le  lieu  des  points  B  est  une  courbe  C  normale  à  toutes  les  chaînettes.  (Applica- 
tion du  théorème  de  Tait  et  Thomson.) 

• 

30.  Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  et  des  surfaces  fixes  S,,  S,,  ...»  S 
(voir  Jig,  io3,  n"  150),  on  imagine  des  points  mobiles  P,,  P,,  ...,  P  ,  glissant 
sans  frottement  sur  ces  surfaces.  Le  premier  point  P,  est  attiré  par  le  point  A 
avec  une  intensité  constante  net  par  le  point  P,  avec  une  intensité  constante  /},; 
le  deuxième  point  P,  est  attiré  par  P,  avec  une  intensité  constante  /i,  et  par  P, 
avec  une  intensité  constante  n^^  ...,  et  ainsi  de  suite.  Démontrer  que  la  position 
d'éqviiibre  du  système  est  le  trajet  d'un  rayon  lumineux  allant  de  A  en  B,  sui- 
vant les  lois  de  la  réfraction,  tel  qu'il  a  été  indiqué  dans  le  texte. 

91«  Le  Injet  AP|P2...P^B  d*un  rayon  lumineux  de  A  en  B,  suivant  les  lois 

4Mr.1t'té|rtelioo<n*150),  est  la  figure  d'équilibre  d'un  polygone  funiculaire  dont 

A  ^  B  seraient  fixes,  les  sommets  P,,  P,,  . . . ,  P    mobiles  sans  frot- 

||ià|  lli  tnr&ces  S|,  S,,  ...,  S^  et  dans  lequel  la  tension  du  côté  Pi^P^^, 

*^'**-*  'imnc  de  renoncé  précédent.) 
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32.  Si,  le  long  d'une  courbe  C  (n*>  146)  joignant  deux  points  A  et  B,  la  fonction 
^{Xy  y,  z)  devient  positive  et  négative,  Tintégrale 


/       ^{x,yyZ)dSy 


prise  le  long  de  cette  courbe,  ne  peut  être  ni  maximum,  ni  minimum.  (Weier- 
STRASS.  Voir  une  Note  de  M.  Kobb,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse;  1891.) 

33.  Soient  A  et  B  deux  points  placés  l'un  au-dessus,  Tautre  au-dessous  du  plan 
xOy,  si  Ton  cherche  parmi  les  courbes  joignant  ces  deux  points  celle  qui  rend 
maximum  ou  minimum  l'intégrale 

/       s"dz, 

•■   (A) 

OÙ  n  est  un  entier  positif  pair,  on  trouve  que  cette  courbe  est  formée  des  per- 
pendiculaires AA'  et  BB',  abaissées  des  points  A  et  B  sur  le  plan  xOy  et  de  la 
droite  A'B'. 

3f.  Considérons  une  fonction  9(0:,  ^',2),  finie  et  continue  dans  la  région  de 
l'espace  située  d'un  côté  d'une  surface  S  sur  laquelle  cette  fonction  prend  la 
valeur  constante  k;  soit  9,(x,  ^',  ^)  une  deuxième  fonction  finie  et  continue  de 
l'autre  cûtc  de  cette  surface  S  et  prenant  sur  S  une  valeur  constante  A\;  soient 
enfin  A  un  point  placé  dans  la  première  région,  B  un  point  de  la  deuxième. 
Chercher  par  quelle  courbe  il  faut  joindre  les  deux  points  pour  que,  en  appe- 
lant P  le  point  où  elle  coupe  la  surface  S,  on  obtienne  pour  l'intégrale 


I-    /       ^{x,y,z)ds-^  I       'i^ix,y,z) 
•-'(A)  -'tPi 


un  maximum  ou  un  minimum. 

Les  arcs  AP  et  BP  sont  respectivement  des  courbes  rendant  la  première  et  la 


(■ 


deuxième  intégrale  maximum  ou  minimum;  les  tangentes  /  et  f,  à  ces  courbes  au 
point  P  sont  dans  un  même  plan  avec  la  normale  à  S  en  P  et  font  avec  cette 

normale  des  angles  i  et  1,,  tels  que  -: — 7  =  --!..) 

°  I'  T      siniy        k  /• 

35.  Si  l'arc  AP  se  déplace  normalement  à  une  surface  £,  qu'il  rencontre  en  A, 
et  si  l'on  prend,  sur  les  courbes  AP  et  PB  de  l'exercice  précédent,  des  longueurs 
telles  que  l'intégrale  I  ait  une  valeur  constante^  lo  lieu  du  point  B  est  une 
deuxième  surface  £j  normale  aux  arcs  PB. 

(  Cette  propriété  se  démontre  à  l'aide  de  la  relation  de  Tait  et  Thomson,  n*"  147, 
appliquée  successivement  à  la  variation  de  chacune  des  deux  intégrales  qui  com- 
posent I.) 

3G.  Une  tige  élastique  rectiligne  et  verticale  à  l'état  naturel  est  encastrée  k  un 
bout  A  et  soumise  à  l'autre  bout  B  à  une  force  T  verticale.  Quelle  est  la  limite 
de  T  à  partir  de  laquelle  la  tige  fléchit? 
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CHAPITRE  VIII. 


PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


135.  Historique.  —  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  a  été 
employé  par  Galilée  dans  la  théorie  de  quelques  machines  simples, 
puis  par  Wallis  dans  sa  Mécanique;  Descartes  s'est  servi  d'une 
règle,  qui  revient  à  celle  de  Galilée,  pour  réduire  toute  la  Statique 
à  un  principe  unique.  Mais  (citons  textuellement  Lagrange), 
((  Jean  BernouUi  est  le  premier  qui  ait  aperçu  la  grande  généralité 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  et  son  utilité  pour  résoudre  les 
problèmes  de  Statique.  C'est  ce  que  l'on  voit  dans  une  de  ses 
lettres  à  Varignon,  datée  de  1717,  que  ce  dernier  a  placée  à  la 
lête  de  la  Section  neuvième  de  sa  nouvelle  Mécanique,  Section 
employée  tout  entière  à  montrer,  par  différentes  applications,  la 
vérité  et  l'usage  du  principe  dont  il  s'agit.  Ce  même  principe  a 
donné  lieu  ensuite  à  celui  que  Maupertuis  a  proposé  dans  les 
Mémoires  de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'an- 
née 1740,  sous  le  nom  de  Loi  du  repos,  et  qu'Euler  a  déve- 
loppé davantage  et  rendu  plus  général  dans  les  Mémoires  de 
l^ Académie  de  Berlin  pour  l'année  1751.  Enfin  c'est  encore  le 
même  principe  qui  sert  de  base  à  celui  que  Courtivron  a  donné 
dans  les  Mémoires  de  l^ Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1748  et  1749-  Et,  en  général,  je  crois  pouvoir  avancer  que 
lous  les  principes  généraux  que  Ton  pourrait  peut-être  encore 
découvrir  dans  la  Science  de  l'équilibre  ne  seront  que  le  même 
principe  des  vitesses  virtuelles,  envisagé  difléremment,  et  dont 
ils  ne  différeront  que  dans  l'expression.  Mais  ce  principe  est  non 
seulement  en  lui-même  très  simple  et  très  général  :  il  a,  de  plus, 
l'avantage  précieux  et  unique  de  pouvoir  se  traduire  en  une  for- 
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mule  générale  qui  renferme  tous  les  problèmes  que  Ton  peut  pro- 
poser sur  l'équilibre  des  corps.  »  (Lagrange,  Mécanique  analy^ 
tique,  première  Partie,  §  17.) 

Depuis  Lagrange,  on  a  proposé  plusieurs  démonstrations  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  :  une  des  plus  connues  est  celle 
d'Ampère,  que  l'on  trouvera  exposée,  par  exemple,  dans  la  Méca- 
nique de  Despc^rous;  récemment  M.  C.  Neumann  u  j)roposë  une 
antre  démonstration  {Berichte  der  Sdchsischen  Gcsellschaft  der 
Wissenschaften,  mars  1886).  Nous  exposerons  une  démonstra- 
tion classique  qui  repose  sur  l'analyse  des  diverses  sortes  de  liai- 
sons simples. 


L— ÉNONCÉ  ET  DÉMONSTRATION  DU  PRINCIPE  DANS  LE  CAS 
OU  LES  LIAISONS  S'EXPRIMENT  PAR  DES  ÉGALITÉS. 

156.  Déplacement  et  travail  virtuels.  —  Soit  M  un  point  maté- 
riel auquel  est  appliquée  entre  autres  une  force  F  :  imaginons  que 
l'on  imprime  à  ce  point  un  déplacement  infiniment  petit  arbi- 
traire MiM'  :  on  appelle  ce  déplacement  déplacement  virtuel  itn- 
primé  au  point,  pour  le  distinguer  du  déplacement  réel  que  prend 
le  point  sous  l'action  des  forces  qui  agissent  sur  lui.  Le  travail 
élémentaire  de  la  force  F 

,/\ 

(i)  F.MM'.cosFMM' 

est  appelé /ra^aZ/v/r/we/ de  F  correspondant  au  déplacementMM'. 
On  peut  alors  appliquer  à  ce  travail  virtuel  tout  ce  qui  a  été  dit  du 
travail  élémentaire  (Chap.  IV).  Bornons-nous  à  rappeler  les  deux 
propositions  suivantes  : 

Pour  un  même  déplacement  virtuel  MM',  le  travail  virtuel  de  la 
résultante  de  plusieurs  forces  appliquées  au  point  M  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  des  composantes. 

Si  le  déplacement  virtuel  MM'  est  la  somme  géométrique  de 
plusieurs  déplacements,  le  travail  d'une  même  force  correspon- 
dant au  déplacement  MM'  est  égal  à  la  somme  des  Iravanxde  cette 
force  correspondant  aux  déplacements  compo^*'***'**"**^'- 

Si  l'on  désigne  par  3^  l'espace  de  t^  o- 
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dant  lequel  s'efleclue  le  déplacement  virtuel  MM',  le  vecteur  V 

égal  à  -Ts — >  dirigé  dans  le  sens  MM',  est  appelé  vitesse  virtuelle 

imprimée  au  point  M  ;  et  le  travail  virtuel  peut  s'écrire,  en  rempla- 
çant MM'  par  Yof, 

(2)  FVcos(F,  V)or. 

car  l'angle  de  F  avec  V  est  le  même  que  Tangle  de  F  avec  MM'. 

Analj'tiquement,  si  Ton  suppose  les  axes  rectangulaires  et  si 
l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  F,  par  Sjc, 
oy,  S>3  les  projections  du  déplacement  MM',  le  travail  virtuel  est 

X  car  -h  Y  0^  -h  Z  ÙS. 

Nous  prendrons,  habituellement,  le  travail  virtuel  sous  la 
forme  (1)  :  primitivement  on  le  prenait  plutôt  sous  la  forme  (2). 
Lorsque  l'on  emploie  cette  forme  (a)  et  que  l'on  imprime  des 
déplacements  virtuels  à  différents  points,  il  est  convenu  que,  pour 
tous  ces  points,  3/  a  la  même  valeur. 

157.  Énoncé  du  principe.  —  Cela  posé,  imaginons  un  système 
de  points  assujettis  à  des  liaisons  sans  frottement  pouvant  s'ex- 
primer  par  des  égalités.  Divisons  les  forces  appliquées  aux  difTé- 
renls  points  en  deux  classes  :  les  forces  de  liaison  qui  pro- 
viennent des  liaisons  imposées  au  système,  et  les^brc^^  directement 
appliquées  ou  forces  données  que  Ton  fait  agir  sur  le  système; 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'énonce  alors  de  la  façon  sui- 
vante : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l* équilibre  d'un 
système  est  que,  pour  tout  déplacement  virtuel  de  ce  système, 
compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  directement  appliquées  soit  nulle. 

Nous  allons  d'abord  vérifier  ce  principe  dans  un  certain  nombre 
de  cas  simples. 

io8.  Point  libre.  —  Soient  un  point  matériel  entièrement  libre 
et  X,  Y,  Z  la  résultante  des  forces  directement  appliquées  à  ce 
point.  Tout  déplacement  est  ici  possible,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
liaisons;  le  travail  virtuel  correspondant  à  l'un  des  déplacements 

est 

6  =  X  oj^  -I-  Y  8^  4-  Z  05. 
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Si  le  poinL  esl  en  équilibre,  \,  Y,  Z  sont  nuls;  il  en  résulte  que 
Ton  a  bien  6  =  0,  quel  (jue  soit  le  déplacement  Sx,  8y,  Zz.  Réci- 
proquement, si  G  est  nul,  quels  que  soient  Sx,  ùy^  85,  il  faut'que 

Ton  ait 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  —  o, 

et  le  point  est  en  équilibre. 

159.  Point  sur  une  surface.  —  Soit  maintenant  un  point  pou- 
vant se  déplacer  sans  frottement  sur  une  surface  fixe 

sous  Taction  de  la  force  F.  Il  y  a  ici  une  liaison  exprimée  par 
Téquation  précédente  et  les  seuls  déplacements  compatibles  avec 
cette  liaison  sont  ceux  qui  sV'flectnent  sur  la  surface.  Si  le  point 
est  en  équilibre,  c'est  que  la  force  est  normale  à  la  surface  et  par 
conséquent  à  tous  ces  déplacemenls  virtuels;  le  travail  virtuel  est 
constamment  nul.  Inversement,  si  le  travail  (r  est  nul  pour  un 
déplacement  (juclconquc  MM'  situé  sur  la  surface,  on  a,  d'après 
l'égalité 

soit  F  =  (>,  soit  cos(F,  MM')  =  ;).  Doïïc,  ou  bien  la  force  esl 
nulle,  et  il  y  a  é(|uilibre,  ou  bien  la  force  est  normale  à  la  surface 
et  il  y  a  encore  équilibre. 

Nous  allons,  à  litre  d'exercice,  relronver  les  équations  d'équi- 
libre d'un  point  sur  une  surface  en  partant  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles.  Nous  devons  avoir 

C  —  \  or  -t-  I  Or  -4-  A  fjz  =  o. 

sous  la  seule  (u>ndition  que  ox  soit  lié  aux  accroissements  arbi- 
traires 0)',  oz  par  la  relation 

o.r  -f-  .    0)-  *-  -;   05  =  o, 

» 

(|ui  (îxprime  (|u<»  le  déplacement  MM'  est  effectué  sur  la  s%3"*'^<^®" 
Multiplions  cette  dernière  étpiation  parX  et  ajoutons  à  la  prewv^^^^ 
Nous  aurons 


(x.x2)o..,.(v-.xJ/)a^.  ^       '^U. 
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(jiiels  que  soient  X,  oy  et  Ss.  Supposons  X  déterminé  de  façon  à 
annuler  le  premier  coefficient;  8r,  85  étant  arbitraires,  leurs  coef- 
ficients devront  être  idenliquement  nuls;  nous  aurons  donc  simul- 
tanément 

OJC 

OY 

•/ 

dz 

Ce  sont  bien  les  équations  trouvées  antérieurement  (n**  91).  La 
force  produite  par  la  liaison  est  la  réaction  normale  N  de  la  sur- 
face :  les  équations  d'équilibre  que  nous  venons  d'écrire  montrent 
que  le  point  matériel  M,  supposé  entièrement  libre,  serait  en 
équilibre  sous  Taction   simultanée   de  la  force  donnée  et   d'une 

force  ayant  pour  projections   X  ,->  '^^,'  '"1^*   "    ^"  résulte  que 

celte  dernière  n'est  autre  que  la  réaction  normale.  Cette  réaction 
s'appelle ybrce  de  liaison  :  elle  provient  de  la  liaison  imposée  au 
point. 

Si  la  surface  était  donnée  par  des  équations  de  la  forme 

pour  toutes  les  variations  Zqx  et  0^2  de  q^  et  ^2>  '^  déplacement 
(iX^  %y^  %z  donné  par  ces  équations  se  ferait  sur  la  surface;  le  tra- 
vail virtuel 

X  0^  4-  Y  or  -4-  Z  0- 

prendrait,  pour  un  tel  déplacement,  la  forme 

Qi  o^i-T-Qsoy., 

et  les  conditions  d'équilibre  seraient  celles  précédemment  trouvées 

Q,  =  0,        Q*  =  0. 

Remarquons  que,  dans  tous  les  cas,  que  \q  point  soit  en  équilibre 

ou  non,  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  la  liaison, 

^  le  travail  de  la  force  de  liaison,  c'est-à-dire  de  la  réaction  normale, 

^»  nul. 


î  pAaTi> 


i60.  Point  sur  une  courbe-  —  Lorsque  le  point  matériel  est 
aRsujetli  à  rester  sur  une  courbe  Cne 

le  seul  déplacement  compatible  avec  cette  liaison  est  celui  qui  se 
fait  sur  U  courbe.  On  voit  iminédialcment  que,  s'il  y  a  équilibre,  le 
travail  virtuel  de  la  force  donnée  est  nul,  puisqu'elle  est  normale 
à  la  courbe,  et  réciproquement,  si  le  travail  est  nul  pour  ce  dépla- 
cement, la  force  est  ou  nulle  ou  normale,  et  dans  les  deux  cas  il  y 
a  équilibre.  Nous  allons  déduire  de  là  les  équations  d'équilibre, 
telles  qu'elles  ont  été  établies  antérieurement  (n°  93). 
Nous  devons  avoir 

pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons,  c'esl-à- 
dire  pour  toutes  les  valeurs  Zx,  ^y,  Zz  vérifiant  les  deux  équations 


T.-f^ 


'y  ■ 


qui  expriment  que  le  (Jéplacemenl  a  lieu  sur  la  courbe.  Une  seule 
des  quantités  S;e,  hy^  os,  la  dernière,  par  exemple,  reste  donc  ar- 
bîlraire.  Multiplions  alors  les  deux  dernières  équations  par  X  et  X, , 
et  ajoutons-les  à  la  première,  nous  aurons 


quels  que  soient  ).,  î.,  et  3z,  SI  l'on  détermine  î.  et  X,  de  façon  que 
les  deux  premiers  coefficients  soient  nuls,  le  troisième  devra  l'être 
aussi  pour  que  cetteexpression  soit  nulle  quel  que  soil  ôj.  Nous 
aurons  donc  simultanément 

XH-iV  +  x.ii-. 
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équations  qui  expriment  qu'il  y  a  équilibre  entre  la  force  direcle- 
ment  appliquée  et  une  force  ajant  pour  projections 

)'^>'^i   ^/t  >^/^)   ^f'  \^^  ^\  ^■^^' 

dx  âx  oy  ày  oz  ôz 

c^estla  réaction  normale  ou  force  de  liaison. 

Si  les  équations  de  la  courbe  se  présentaient  sous  la  forme 

le  travail  virtuel  serait 

et  la  condition  d'équilibre 

Dans  le  cas  actuel,  comme  dans  le  précédent,  que  le  point  soit 
en  équilibre  ou  non,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons,  le  travail  de  la  réaction  normale  ou  force  de  liaison  est 
nul. 

161.  Corps  solide  entièrement  libre.  —  Soit  un  solide  libre  sol- 
licité par  des  forces  données  F|,  Fa,  ...,  F„.  Ce  solide  est  formé 
d'un  grand  nombre  de  points  matériels  assujettis  à  rester  à  des 
distances  invariables  les  uns  des  autres  :  ce  sont  là  les  liaisons 
imposées  au  système.  Dans  ce  nouveau  cas,  les  seuls  déplacements 
possibles,  compatibles  avec  les  liaisons,  sont  ceux  pour  lesquels  la 
forme  du  solide  reste  invariable.  Soient,  pour  un  de  ces  déplace- 
ments, a,  6,  c  les  projections  de  la  vitesse  de  translation  et/?,  <7,  r 
celles  de  la  rotation  instantanée;  ces  six  quantités  peuvent  être 
choisies  arbitrairement,  car  on  peut  imprimer  au  corps  solide  tel 
déplacement  que  Ton  veut.  La  vitesse  d'un  point  x^  y,  z  sl  pour 
projections 

yj.T^a-hqz  —  ry,        Vv=  ù-h  rx—pz,         \  z^  c -^  py— qx, 
de  sorte  que  le  travail  virtuel 

6v  =  Xv  OiTy  "^~  Yy  0^'v  "+"  Zv  ^-^V 
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de  la  force  Fy  appliquée  au  point  Xy?  >'vj  -v  est 
nous  pouvons  écrire  cette  expression 

Ç,^  —    0/  [  rt  \  V  -^   ^  Vy  -i-    C  Zy  -f-  />  (     >'y  Zy  —    3y  Yy  )  -^   ^  (  5y  \y J"y  Zy  ) 

-h  r(\ryYy  — ^yXy  )]; 

la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  directement 
appliquées  est  donc 

ô  r^-  STy-:  o/[,zVX^/,vY-..clZ--/»ï(>'Z  — 5Y) 

-4-  yï(^\  -.rZ)-r-rïrarY  — rX)]. 

Si  le  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  d(»s  six  arbitraires 
sont  nuls  et  Ton  a  bien 

|)Our  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons;  et  récipro- 
quement, si  G  est  nul,  quels  que  soient  ces  arbitraires,  il  faut  que 
leurs  coefficients  soient  égaux  à  o,  c'est-à-dire  que  les  conditions 
d'équilibre  soient  satisfaites. 

Que  le  corps  soit  en  é(|uilibrc  ou  non,  la  somme  des  travaux 
des  forces  de  liaison,  qui  sont  ici  les  actions  mutuelles  des  points 
du  système,  est  nulle  pour  tout  déplacemeut  compatible  avec  les 
liaisons.  En  effet,  soient  M,  et  M2  deux  points  du  corps  placés  à 
une  dislance  r  l'un  de  Tautrc.  Le  point  M,  exercera  sur  M2  une 
certaine  action  F|  dirigée  suivant  MiM^,  et  M^  exercera  sur  lVf| 
une  action  égale  et  opposée  F2,  d'après  le  |>rincipede  l'égalité  de 
Taction  et  de  la  réaction  (n"  88,y?«^.  C.,4);  ces  deux  forces  sont  les 
forces  de  liaison  provenant  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  M| 
et  M2  qui  sont  liés  de  façon  à  rester  à  une  distance  invariable 
r  un  de  Vautre,  Pour  se  représenter  cette  liaison,  on  peut  ima- 
j^iner  les  deux  points  liés  Tun  à  Tautre  par  une  lige  rigide  et  sans 
masse.  Convenons,  comme  précédemment,  d'appeler  u^to/r  ^/^<?- 
hrique  F  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  la  valeur  absolue 
(le  cette  action  précédée  du  signe  -\-  ou  du  signe  —  suivant  que 
les  points  se  repoussent  ou  s'allirenl.  Pour  des  déplacements  vir- 
tuels quelconques  imprimés  aux  deux  points,  la  somme  des  tra- 
vaux des  deux  forces  est  (n"  88) 


*  0/*. 
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SI  les  déplacemenls  virtuels  imprimés  aux  deux  points  sont 
compatibles  avec  la  liaison  imposée  aux  deux  points  de  rester  a 
une  distance  invariable,  r  reste  constant,  Sr  est  nul  et  la  somme 
des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle.  Le  même  fait  a^'ant 
lieu  pour  toutes  les  actions  mutuelles  des  points  du  corps  solide 
associés  deux  à  deux,  la  proposition  énoncée  se  trouve  établie. 

162.  Lemme.  —  Nous  allons  ériger  cette  remarque,  que  nous 
venons  de  faire  dans  les  trois  exemples  examinés,  en  règle  géné- 
rale et  établir  le  lemme  suivant  : 

QuUin  système  de  points  matériels  soit  en  équilibre  ou  non, 
pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  dues  à  ces  liaisons  est 
nulle,  en  supposant  essentiellement  qu^iln^y  a  pas  de  frotte- 
ment. 

Il  suffît  évidemment  d^établir  ce  lemme  pour  chacune  des  liai- 
sons du  système,  et,  pour  cela,  nous  passerons  en  revue  les  diverses 
sortes  de  liaisons.  Nous  les  diviserons  en  deux  catégories  : 

I®  Liaisons  des  corps  du  système  avec  des  corps  fixes; 

2®  Liaisons  des  corps  du  système  entre  eux. 

Première  catégorie,  —  (a)  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 
un  corps  solide  a  un  point  fixe;  le  seul  déplacement  possible  est 
une  rotation  autour  de  ce  point;  le  travail  de  la  force  de  liaison 
ou  réaction  du  point  fixe  est  nul,  puisque  son  point  d'application 
ne  se  déplace  pas  dans  ce  mouvement.  Le  même  fait  a  lieu  si  le 
corps  a  deux  points  fixes,  c'est-à-dire  tourne  autour  d'un  axe  fixe. 

(6)  Supposons  qu'une  surface  S,  liée  à  un  corps  solide  du  sys- 
tème, soit  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  une  surface 
fixe  S'.  La  force  de  liaison  est  la  réaction  normale  MN  de  celte 
surface  S' sur  S  (y?^.  Ï07);  son  point  d'application  est  le  point  M 
de  S  en  contact  avec  S'.  Comme  le  déplacement  de  ce  point  doit 
être  dans  le  plan  tangent  commun  à  S  et  S',  le  travail  de  la  réac- 
tion normale  est  nul.  L'une  des  deux  surfaces  S  et  S'  peut  être 
réduite  à  une  ligne  ou  à  un  point. 

(c)  Supposons  enfin  qu'une  surface  S,  liée  à  un  corps  solide  du 
système,  soit  assujettie  à  rouler  et  à  pivoter  sans  glissement  sur 
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une  surface  fixe  S'  (n®  57).  La  réaclion  MP  de  S'  sur  S{ftg.  io8) 
est  encore  appliquée  au  point  M  de  S  qui  se  trouve  en  contact,  mais 
celle  réaction  n^eslplus  normale,  caria  liaison  établie  entre  S' et  S 
s^oppose  au  glissement.  Imprimons  au  système  un  déplacement 
compatible  avec  la  liaison  considérée,  c^est-à-dire  faisons  rouler 
et  pivoter  S  sur  S',  et  soit  Vr  la  vitesse  virtuelle  du  point  M  :1e  tra- 
vail virtuel  de  P  est  PVrCos(P,  Vr)  J/;  ce  travail  est  nul,  car  dans 
le  mouvement  de  roulement  et  pivotement  la  vitesse  V,.  du  point  M 
au  contact  est  nulle. 

L'exemple  le  plus  simple  de  ce  genre  de  liaisons  est  le  suivant  : 

Dans  un  plan  fixe,  une  roue  S  est  assujettie  à  rouler  sans  glisser 

sur  une  courbe  fixe  S'  (Jig»  io6).  On  peut  réaliser  cette  liaison  en 

Fig.  io6. 


armant  la  circonférence  de  la  roue  et  la  courbe  de  dents  infini- 
ment petites  qui  engrènent  les  unes  avec  les  autres,  ou  encore  en 
attachant  un  fil  inextensible  sans  masse  en  un  point  A  de  la  cir- 
conférence de  la  roue,  le  tendant  sur  la  roue  jusqu'au  point  de 
contact  M,  puis  sur  la  courbe  S'  jusqu'en  un  point  fixe  B  où  on 
rattache. 

Deuxième  catégorie,  —  (a)  Soient  d'abord  deux  corps  solides, 
mobiles  tous  deux,  articulés  en  un  point  O.  Les  forces  de  liaison 
sont  les  réactions  égales  et  opposées  P,  P'  des  deux  corps;  leurs 
points  d'application  restant  confondus  dans  tous  les  déplacements 
admissibles,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux  forces 
reste  nulle.  Il  en  est  de  même  si  les  corps  doivent  avoir  plus  de 
deux  points  communs;  si,  par  exemple,  ils  sont  articulés  par  une 
charnière. 

(b)  Considérons  maintenant  deux  surfaces  du  système,  mobiles 
toutes  deux,  assujetties  à  glisser  sans  frottement  Pane  sur  Paalre 
{/ig-  107);  les  forces  de  liaison  qui  sont  les  réiusiions  N^  N'  de 
ces  surfaces  sont  égales,  opposées  et  noraalâj.Wi  |4in  langent 
commun  au  point  de  contact.  SoieDt  ^**  iFïîlaiwiiifci  m  m     *^-^ellas. 
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des  points  M  et  M'  de  S  el  S'  qui  sont  actuellement  au  contact. 
Ces  vitesses  ne  sont  pas  les  mêmes,  car  on  peut,  par  exemple, 
obtenir  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons  en  laissant  S 

Fig.  107. 


fixe  et  faisant  glisser  S'  sur  S.  En  désignant  par  V^,  V^.  les  pro- 
jections respectives  des  vitesses  virtuelles  V  et  V  sur  N  el  N', 
nous  aurons  pour  expression  du  travail  virtuel  total 

G'=8/(NV„-f-N'V;,.)  =N8/(V„-+-V;.). 

Le  mouvement  relatif  de  S  par  rapporta  S'  étant  un  glissement, 
la  vitesse  relative  Vr  du  point  M  par  rapport  à  S'  est  dans  le  plan 
tangent  commun,  et  Ton  a,  pour  la  vitesse  absolue  de  M, 

(V)  =  (V,)  +  (V,), 

V<.  désignant  la  vitesse  d'entraînement  de  M.  Cette  vitesse  V<.  est 
par  définition  la  vitesse  du  point  du  système  de  comparaison  S' 
qui  coïncide  avec  M,  c'est-à-dire  la  vitesse  V  du  point  M'.  On  a 

donc 

(V)  =  (V')  +  (V.) 

et,  en  projetant  sur  la  direction  N'N, 

V  —  V 

puisque  V^  étant  dans  le  plan  tangent,  a  une  projection  nulle. 
Mais  V'„  est  égal  à  — VJ,.,  car  ces  deux  quantités  désignent  lespro- 
j  ections  d'un  vecteur  V  sur  deux  directions  N'  et  N  directement 
opposées;  on  a  donc 

et  le  travail  6'  est  nul. 

.  (c)  Supposons  enfin  qu'un  corps  solide  du  système  soit  terminé 
ptr  QUe  furface  S  assujettie  à  rouler  et  pivoter,  sans  glissement,  sur 
•$$i0^..êtufÊi^  S'  faisant  partie  également  d'un  corps  du  système. 
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L^action  mutuelle  des  deux  surfaces  S  et  S',  en  leur  point  de  con- 
tact, n^est  plus  normale  au  plan  tangent  commun  puisqu'elle 
s^oppose  au  glissement.  Soient  MP  l'action  de  S'  sur  S  appliquée 
au  point  M  de  S  qui  se  trouve  au  contact,  M'P  la  réaction  de  S 
sur  S'  appliquée  au  point  de  S'  qui  se  trouve  au  contact;  ces  deux 
forces  sont  égales  et  opposées.  Imprimons  au  système  un  dépla- 
cement compatible  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  un  déplacement 
dans  lequel  S  et  S'  se  déplacent,  S  roulant  sur  S'.  Soient,  comme 
précédemment,  V  et  V  les  vitesses  virtuelles  des  points  M  et  M', 
V^  et  V^,  leurs  projections  respectives  sur  MP  et  M'P'.  La  somme 
des  travaux  virtuels  des  deux  forces  de  liaison  P  et  P'  est 

G'--=a^(Pv,,-hP'v;,)  =  po/(V,,4-v^.). 

Le  mouvement  relatif  de  S  par  rapport  à  S'  étant  un  roulement 
et  un  pivotement,  la  vitesse  relative  Vr  du  point  M  par  rapport  à 


S'  est  nulle;  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M  est,  comme  pré- 
cédemment, la  vitesse  V  du  point  M'  et  la  formule  générale 

donne 

(V)  =  (V'.). 

Les  deux  vitesses  V  et  V  étant  égales,  leurs  projections  V^  et  V' . 
sur  deux  directions  opposées  sont  égales  et  de  signes  contraires  cl 
le  travail  ^'  est  bien  nul. 

163.  Combinaisons  des  liaisons  précédentes.  —  Les  liaisons 
réalisées  dans  les  machines  sont  des  combinaisons  des  précédentes. 
Ainsi  il  est  aisé  de  faire  rentrer  dans  les  liaisons  examinées  ci- 
dessus  les  liaisons  réalisées  à  l'aide  de  fils  ou  de  chaînes. 

Imaginons,  par  exemple,  que  deux  points  M  et  M|  du  sjstèi 
soient  liés  l'un  à  l'autre  par  une  chaîne  C  inextensiblci  tendue .d| 
une  partie  de  sa  longueur  sur  une  surface  S  sur  laqo' 
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glisser  sans  frollement,  cette  surface  S  étant  d^ailleurs  fixe  ou  mo- 
bile. Cette  liaison  est  une  combinaison  des  précédentes;  les  chaî- 
nons sont  des  corps  solides;  chacun  d^eux  est  articulé  au  suivant 
en  un  point  ou  suivant  un  axe;  ceux  qui  sont  en  contact  avec  la 
surface  glissent  sans  frottement  sur  une  surface  S.  L'un  des  deux 
points,  M|  par  exemple,  pourrait,  de  plus,  être  lié  invariablement 
à  la  surface  S  :  ce  serait  encore  une  liaison  précédemment  exa- 
minée. Ce  genre  de  liaisons  comprend  en  particulier  les  liaisons 
effectuées  à  Taide  de  poulies. 

164.  Conception  générale  des  liaisons  sans  frottement.  —  Nous 
venons  de  voir  que,  pour  les  liaisons  les  plus  simples  et  leurs 
combinaisons,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  de  liaison 
est  nulle,  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, du  moment  qu'il  n'v  a  pas  de  frottement.  Pour  des  liaisons 
d'une  nature  plus  compliquée,  par  exemple  des  liaisons  qui  sont 
exprimées  par  des  équations,  on  prend  la  propriété  précédente 
comme  la  définition  même  de  l'absence  de  frottement;  les  liaisons 
sont  sans  frottement  si,  pour  tout  déplacement  compatible  avec 
les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle. 

165.  Démonstration  du  principe.  —  Soit  un  système  de  points 
matériels  M i,  M2,  .  .  . ,  M;,,  assujettis  à  des  liaisons  données  et  sol- 
licités par  des  forces  directement  appliquées.  Appelons  ^v>^vî  ^v 
les  coordonnées  d'un  de  ces  points  My;  Xv,  Yy,  Zy  les  projections 
de  la  résultante  Fy  des  forces  directement  appliquées  à  ce  point. 

Nous  vouions  démontrer  la  proposition  suivante  :  Pour  que  le 
système  soit  en  équilibre  dans  une  certaine  position,  il  faut  et 
il  suffit  que,  si  Von  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux 
virtuels  des  forces  directement  appliquées  soit  nulle, 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  l'équilibre  a  lieu,  chaque 
point  My  est  en  équilibre  sous  l'action  de  toutes  les  forces  qui  lui 
sont  appliquées,  tant  données  que  de  liaison  ;  d'une  façon  plus 
précise,  on  peut  regarder  ce  point  comme  libre,  à  condition  de  lui 
appliquer  certaines  forces  F^,  Fy,  ...  provenant  des  liaisons;  le 
point  est  alors  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  données  de 
résultante  Fy  et  des  forces  de  liaison  F!^,  ¥"^  ....  Pour  un  dépla- 
Â.,  1.  16 
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cernent  virtuel  arbitraire  imprimé  à  ce  point,  la  somme  des  travaux 
de  toutes  ces  forces  est  nul.  Le  même  fait  ayant  lieu  pour  chaque 
point  du  système,  si  l'on  imprime  aux  points  du  système  des  dé- 
placements arbitraires  compatibles  ou  non  avec  les  liaisons,  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  tant  données  que  de  liaison 
est  nulle 

Gd  désignant  la  somme  des  travaux  des  forces  données,  (tl  la  somme 
des  travaux  des  forces  de  liaison.  Mais,  si  les  déplacements  sont 
compatibles  avec  les  liaisons,  d'après  le  lemine  précédent,  Cl  est 
nulle  y  et  donc  aussi 

La  condition  est  suffisante.  Si,  pour  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme  ^d  des  travaux  des  forces 
données  est  nulle,  le  système  est  en  équilibre.  Pour  le  démontrer, 
nous  allons  faire  voir  que,  si  le  système  n'est  pas  en  équilibre,  il 
v  a  au  moins  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons  pour 
lequel  ^jy  n'est  pas  nulle.  En  effet,  si  le  système  n'est  pas  en  équi- 
libre, et  si  on  l'abandonne  à  lui-même,  il  entre  en  mouvement  : 
le  déplacement  que  prennent  alors  les  points  est  compatible  avec 
les  liaisons,  et  chaque  point  My  regardé  comme  libre  se  déplace 
dans  le  sens  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  agissant  sur  lui 
Fv,  1%,  Fv,  ...,  tant  données  que  de  liaisons.  Dans  ce  déplacement 
réel  toutes  les  vitesses  initiales  sont  nulles;  mais  nous  pouvons 
imprimer  au  système  un  déplacement  virtuel  dans  lequel  chaque 
point  se  déplace  suivant  la  même  direction  et  le  même  sens  que 
dans  le  déplacement  réel,  les  vitesses  virtuelles  des  points  My 
n'étant  pas  toutes  nulles.  Alors  la  somme  des  travaux  des  forces 
Fv,  Fv,  F*  .  . . ,  étant  égale  au  travail  de  leur  résultante,  est  posi- 
tive, puisque  le  déplacement  a  la  direction  et  le  sens  de  cette 
résultante  ;  la  même  chose  ayant  lieu  pour  chaque  point,  la  somme 
(dd  -f-  ^L  de*  travaux  des  forces  données  et  des  forces  de  liaison  est 
positive  pour  le  déplacement  considéré  et  non  nulle.  Mais  ce  dépla- 
cement étant  compatible  avec  les  liaisons,  Gl  est  nulle  et  l'on  a 

Gd>  o. 
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Il  en  résulte  que,  si  pour  tous  les  déplacements  possibles,  com- 
patibles avec  les  liaisons,  ^d  est  nulle,  Féquilibre  a  lieu. 

166.  Remarque  sur  le  travail  d'une  force.  —  L'analyse  que 
nous  avons  faite  des  diverses  sortes  de  liaisons  possibles  met  en 
évidence  un  point  sur  lequel  il  n'est  pas  inutile  d'insister.  C'est 
que,  pour  évaluer  le  travail  élémentaire  d'une  force,  soit  virtuel, 
soit  réel,  il  ne  faut  pas  confondre  le  point  matériel  auquel  la  force 
est  appliquée  avec  le  point  géométrique  d'application  de  la  force. 
Dans  l'expression  du  travail  élémentaire 

F.MM'.cosF,  MM',        FVcos(0)o^ 

MM'  et  V  désignent  le  déplacement  infiniment  petit  et  la  vitesse 
du  point  matériel  auquel  est  appliquée  la  force,  et  non  le 
déplacement  et  la  vitesse  du  point  géométrique  d'application 
de  la  force.  Par  exemple,  si  une  roue  R  {Jig-  109)  roule  sur  une 

Fig.  109. 


courbp  fixe  C,  la  réaction  P  de  la  courbe  est  appliquée  au  point 
matériel  de  la  roue  M  qui  se  trouve  au  contact;  après  un  inter- 
valle de  temps  û^,  la  roue  a  pris  une  position  infiniment  voisine, 
un  nouveau  point  M|  de  la  roue  est  au  contact  et  la  réaction  P|  est 
appliquée  en  M«  ;  quant  au  point  matériel  M,  primitivement  au 
contact,    il  est  venu   en   M'.    C'est  le   déplacement   MM'  et  la 

\âtesse  —^  du  point  matériel  M  (vitesse  nulle  à  cause  du  roule- 
ment) qui  figurent  dans  le  travail  de  P,  et  non  pas  le  déplace- 

IM 

Jt 


ment  MM,  et  la  vitesse  —^j^  du  point  géométrique  d'application. 


167.  Sur  les  liaisons  effectuées  à  l'aide  de  corps  sans  masse.  — 
11  arrive  quelquefois  que,  dans  un  système  en  mouvement  ou  en 
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équilibre,  il  se  trouve  des  corps  dont  on  néglige  la  niasse  par  rap- 
port aux  autres  corps  du  système  et  qu*on  regarde  comme  avant 
une  masse  nulle.  On  traduit  cette  hypothèse  en  exprimant  que 
les  forces  appliquées  à  un  corps  sans  masse  se  font  équilibre.  En 
effet,  les  équations  du  mouvement  d*un  point  sont 

d^x  d^y  d^z 

"•^5=^'  '"rf^=^'  '"Â?=^- 

X,  Y,  Z  désignant  les  projections  de  la  résultante  des  forces  appli- 
quées au  point.  Le  point  m  étant  supposé  appartenir  à  un  système 
en  mouvement,  son  accélération  est  finie,  de  sorte  que,  si  m  est 
une  masse  très  petite,  X,  Y,  Z  sont  elles-mêmes  des  quantités  très 
petites.  Si  Ton  suppose  m  =^  o,  X,  Y,  Z  doivent  être  nulles  et 
les  forces  appliquées  au  point  se  font  équilibre.  Si  Ton  imagine 
maintenant  un  système  sans  masse,  chaque  point  du  système  a 
une  masse  nulle  et  toutes  les  forces  appliquées  à  ce  point  se  font 
équilibre  :  Tensemble  de  toutes  les  forces  appliquées  à  ce  système 
est  donc  en  équilibre. 

Par  exemple,  si  deux  points  matériels  M  et  M'  sont  liés  l'un  à 
Tautre  par  une  tige  rigide  et  sans  masse,  les  actions  de  la  tige 
sur  les  deux  points  sont  deux  forces  F  et  F'  égales  et  directement 
opposées.  En  effet,  l'action  de  la  lige  sur  le  point  M  étant  F,  celle 
de  M  sur  la  tige  est  — F;  de  même,  celle  de  M'  sur  la  lige  est 

—  F'.  Les  forces  appliquées  à  la  tige  sont  donc  —  F  et  —  F'  el, 
comme  elles  doivent  se  faire  équilibre,  elles  sont  égales  et  direc- 
tement opposées.  On  retombe  ainsi  sur  une  liaison  qui  a  été 
examinée  précédemment  (n**  161). 

Soient  encore  deux  points  matériels  M  et  M' liés  par  un  fil  inex- 
tensible et  sans  masse  passant  sur  une  surface  S  fixe  ou  mobile 
sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement.  Soient  T  et  T'  les 
actions  exercées  par  le  fil  sur  les  deux  points  M  et  M',  et,  par 
suite,  —  ï  et  —  T'  les  actions  exercées  sur  le  fil  par  les  points. 
Le  fil  est  sollicité  à  ses  deux  extrémités  par  les  forces  —  T  et 

—  T'  et,  dans  la  partie  qui  touche  la  surface  S,  par  des  forces 
normales  provenant  de  la  réaction  de  la  surface.  G>mme  il  doit 
être  en  équilibre,  sa  tension  est  la  même  partout  et  il  est  disposé 
suivant  une  ligne  géodésîque  de  la  surface  jCjÉlAi)  :  en  particu- 
lier T  =  T'.  Ce  genre  de  liaisons  rentre  is  exami- 


1 
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nées  précédemment  (n®  163);  il  conduit  à  quelques  conséquences 
géométriques  que  nous  indiquerons,  comme  exercices,  à  la  fin  du 
Chapitre  (Exercices  1  et  2). 


II.  -  PREinERS  EXEMPLES.  STSTÈIŒS  A  LIAISONS 
COMPLÈTES.  MACHINES  SIMPLES. 

168.  Systèmes  à  liaisons  complètes.  —  On  dit  qu^un  système 
de  points  matériels  est  à  liaisons  complètes  quand  sa  position  ne 
dépend  que  d*un  paramètre.  Dans  un  tel  système,  chaque  point 
décrit  une  courbe  fixe  déterminée,  et  la  position  d'un  point  sur  sa 
trajectoire  suffit  pour  déterminer  la  position  de  tous  les  autres 
points.  Par  exemple,  un  corps  solide,  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  axe  fixe,  est  un  système  à  liaisons  complètes  :  la  position  du 
corps  ne  dépend  que  de  l'angle  dont  le  corps  tourne  à  partir 
d'une  position  initiale;  chaque  point  du  corps  décrit  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est  sur 
l'axe;  la  posilion  d'un  de  ces  points  suffit  pour  déterminer  celle 
de  tous  tes  autres.  Une  vis  mobile  dans  un  écrou  fixe,  une  chaîne 
assujettie  à  glisser  le  long  d'aune  courbe  fixe,  sont  des  systèmes  à 
liaisons  complètes. 

Ces  systèmes  sont  les  plus  simples  de  tous,  car  on  peut  leur 
imprimer  un  seul  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, à  savoir  le  déplacement  obtenu  en  faisant  varier  infiniment 
peu  le  paramètre  unique  dont  dépend  la  position  du  système.  Il  y 
aura  donc  une  seule  condition  d'équilibre. 

169.  Machines  simples.  —  Les  machines  simples  sont  des  sys- 
tèmes à  liaisons  complètes  sur  lesquelles  agissent  deux  forces  : 
l'une  P  est  appelée  la  puissance,  l'autre  R  la  résistance.  Pour 
trouver  la  condition  d'équilibre,  on  imprime  à  la  machine  le 
déplacement  virtuel  unique  compatible  avec  les  liaisons.  Soient, 
dans  ce  déplacement,  8P  la  projection  sur  P  du  déplacement  AA' 
du  point  d'application  A  de  la  puissance,  et  SR  la  projection  sur  R 
du  déplacement  BB'  du  point  d'application  B  de  la  résistance 
{fig»  I  lo).  La  condition  d'équilibre  est 

I 

PôPh-R8R  =  o. 
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En  introduisant  les  vitesses  virtuelles  au  lieu  des  déplacements, 
on  a  la  condition 

P  Vr 

fp 


PUp-+-RVr=o, 


R  ~       Ui  ' 


où  Up  désigne  la  projection  sur  P  de  la  vitesse  virtuelle  U  du 
point  A,  et  Vr  la  projection  sur  R  de  la  vitesse  virtuelle  V  du 


point  B.  Dans  Téquilibre,  la  puissance  et  la  résistance  sont  donc 
entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  vitesses  virtuelles  de  leurs 
points  d'application  estimées  suivant  leurs  directions.  C'est  ce 
que  Galilée  énonçait  sous  la  forme  suivante  :  «  Ce  que  l'on  gagne 
en  force,  on  le  perd  en  vitesse.   » 

1**  Presse  à  coin.  —  Le  coin  est  un  prisme  triangulaire  isoscèle  placé 
entre  deux  madriers,  l'un  fixe,  l'autre  assujetti  à  se  déplacer  horizonta- 
lement. La  puissance  est  une  pression  exercée  verticalement  sur  la  base 
du  coin  supposée  horizontale.  La  résistance  est  la  force  horizontale  R 
qui  s'oppose  au  déplacement  du  madrier  mobile.  Imaginons  un  dépla- 
cement virtuel  amenant  le  coin  ABC  en  A'B'C  {Jlg'  m)  de  façon  qu'il 
descende  de 

BH  =  8P; 

Fig.  III. 


le  déplacement  8R  est  égal  à  IB'  pris  négativement,  c'est-à-dire,  Tangle  G 

étant  2a, 

SR  =  —  2BH  tanga  =  —  aSP  tanga; 
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la  condition  d'équilibre  est  donc 


ou 


P8P  — aRtangaSP  =  o 
P  —  2R  tanga; 


remploi  du  coin  sera  d'autant  plus  avantageux  que  l'angle  sera  plus  petit. 

2»   Vis  de  pression.   —  Nous  supposerons    que    la    puissance   est    une 

force  P  perpendiculaire  à  l'axe  B2  {Jig*  lia)  de  la  vis  et  appliquée  en  A 

à  une  distance  a  de  cet  axe,  normalement  au  plan  A^B,  la  résistance  R 

Fig.  112. 


exerçant  son  action  suivant  cet  axe  même.  Pour  une  rotation  infiniment 
petite  80,  seul  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  la  projection 
sur  P  du  petit  arc  d'hélice  que  décrit  le  point  A  est  un  arc  de  cercle  de 
rayon  a  et  d'ouverture  $0 

8P  =  aS6. 


Quant  à  8R,  il  a  pour  valeur 


8R  =:.  __  J!l  ao, 

2  71 


en  désignant  par  h  le  pas  de  la  vis;  car  le  glissement  de  la  vis  le  long  de 
son  axe  est  proportionnel  à  sa  rotation,  et  le  pas  h  est  la  valeur  du  glisse- 
ment pour  un  tour  entier  de  la  vis.  La  condition  d'équilibre  est  donc 


Pa8e-R  — 86  =  0,        P  = 

ILTZ 


iTza 


R, 


et  il  y  aura  avantage  à  augmenter  la  distance  n  et  à  diminuer  le  pas  de  la 
vis. 

3"  Bascule  ou  balance  de  Quintenz.  --La  bascule  se  compose  d'un 
fléau  ABC  {Jig'  ii3)  mobile  autour  du  point  0,  et  qui  supporte,  à  l'aide 
de  tiges  articulées  BB',  GC,  deux  plateaux  horizontaux  s'appuyant  l'un 
en  I  sur  un  couteau  fixe,  l'autre  en  F  sur  un  couteau  FF'  invariablement 
lié  au  plateau  IC  On  place  le  corps  à  peser  sur  le  plateau  supérieur,  et 
on  lui  fait  équilibre  par  un  poids  P  placé  en  A,  le  fléau  ABC  étant  hori- 
zontal. Pour  une  rotation  80  du  fléau  autour  de  son  axe,  on  a  évidemment 


8P  =  OA  86. 


^48 
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Quant  à  oR,  il  dépendra  de  la  position  du  fardeau  sur  le  tablier  FB',  à 
moins  que  ce  tablier  ne  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  c'est-à-dire 
que  les  points  F  et  B'ne  s*élèvent  d'une  même  quantité.  Pour  exprimer  cette 

Fig.  ii3. 

c     B  0  A 


c- 


K' 


■[; 


j In* 

c 


condition,  nous  observerons  que  B'  s'élève  autant  que  B,  c'est-à-dire  de 
OB  86  ;  le  point  C  s'élevant  d'ailleurs  de  OC  oO,  il  en  sera  de  même  de  C\ 

ÏF' 


et  le  point  F'  qui  entraine  F  s'élèvera  de  OGoO:  la  condition  cher- 

chéc  est  donc 


—       IF' 


nt 


IC 


if;^ 
Te 


OB 

de 


elle  exprime  que  les  droites  01  et  BF'  se  coupent  sur  GC  Dans  cette  hy- 
pothèse, on  aura 

oR  =  OB80; 

la  bascule  sera  en  équilibre  si  l'on  satisfait  à  la  condition 

P         OR 

P.OA.80  -  R.OB.oO  =  0,         ^^  i^y 

K        UA 

et  tout  se  passe  comme  si  le  corps  ù  peser  était  directement  suspendu  au 
point  B. 

^^  Balance  de  RobervaL  —  Un  parallélogramme  articulé  ABGD  {Jig.ii^) 
est  susceptible  de  tourner  autour  des  milieux  00'  de  deux  côtés  opposés, 

ï-'ig.  II.',. 


Ri 


D 


O 


'9 


r- 

\9' 


B 

1' 


1- 
J 


vr 


ces  deux  points  étant  situés  sur  la  même  verticale.  Les  côtés  AD,  BG  res- 
teront évidemment  verticaux,  si  Ton  y  fîxe  deux  plateaux;  leurs  déplace- 
ments virtuels  seront  égaux  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que,  pour  que 


CHAPITRE    VIU.    —    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES.      249 

deux  poids,  P  et  R,  placés  dans  ces  plateaux  se  fassent  équilibre,  il  faut 
qu'ils  soient  égaux.  Comme  pour  la  bascule,  la  condition  d'équilibre  ne 
dépend  pas  delà  position  des  corps  dans  les  plateaux;  de  plus,  Téquilibre 
a  lieu  dans  toutes  les  positions  :  il  est  indifférent. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  eu  à  tenir  compte  du  poids  des 
tiges;  car,  les  poids  des  tiges  verticales  AD  et  BG  étant  égaux,  la  somme 
de  leurs  travaux  virtuels  est  nulle,  et  les  poids  des  tiges  AB  et  CD  étant 
appliqués  en  des  points  fixes  O  et  O',  la  somme  de  leurs  travaux  est  éga- 
lement nulle.  En  réalité,  les  tiges  AB  et  CD  sont  remplacées  par  des  corps 
solides  de  poids /?  et />'  dont  les  centres  de  gravité  sont  en  g  et  g'  quand 
les  lignes  AB  et  CD  sont  horizontales.  Supposons  l'équilibre  établi  dans 
cette  position;  pour  un  déplacement  virtuel  du  système,  les  points  ^  et /?'' 
se  déplacent  normalement  aux  poids  p  et  p\  en  décrivant  des  arcs  de 
cercle  de  centres  respectifs  O  et  0'.  Donc  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  ces  poids  est  encore  nulle,  et  l'on  a  toujours  P  =  R  pour  la  condition 
d'équilibre;  seulement  l'équilibre  n'est  plus  indifférent,  car,  dans  une  autre 
position,  les  travaux  des  poids/?  et/>'  interviendraient. 

5*  Genou.  —  Une  tige  AO  {Jîg.  ii5)  est  articulée  par  ses  deux  extré- 
mités :  en  A  avec  un  axe  fixe,  en  O  avec  une  tige  OB,  de  longueur  b. 


dont  l'extrémité  B  glisse  sans  frottement  sur  la  verticale  du  point  A.  Sur 
la  poignée  F,  invariablement  liée  à  AO,  s'exerce  la  puissance  FP,  que  nous 
pouvons  supposer  transportée  au  point  E  de  sa  direction,  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  A  sur  P;  la  résistance  est  la  force  verticale  BR 
qui  s'oppose  au  mouvement  de  B. 

Le  seul  déplacement  compatible  avec  les  liaisons  est  celui  qu'on  obtient 
en  faisant  tourner  la  tige  AO  d'un  angle  8a;  dans  ce  déplacement,  le  tra- 
vail de  P  est 

P8P  =  -P.ÂË8a. 

Quant  au  travail  de  la  résistance,  c*est  —  R  Zxj  en  désignant  par  x  la 
distance  AB.  Nous  avons  d'ailleurs,  dans  le  triangle  AOB, 

6*  =  ar*-4-€i* —  aaxcosa 
et,  en  diiférentiant, 

o  =s  a?  Sx  —  a  cosa  Ix  H-  ax  sin a  8a, 


25o 
d'où 
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a.rsina     ^ 

oa; 


X  —  a  cosa 


la  condition  d'équilibre  est  alors 


P  = 


R         a^sina 


\ig    X  —  a  cosa 


Menant  OD  et  AG  perpendiculairement  à  AB  et  appelant  G  le  point  de 
rencontre  de  la  dernière  perpendiculaire  avec  BO  prolongé,  on  a 


X 


OD  =  asina,         BD  =  jt  —  a  cosa,  =  -' 

BD 

La  condition  d'équilibre  prend  alors  la  forme  simple 


AG^ 
ÔD 


P 
R 


ar.OD 
AE.BD 


AG^ 
ÂÈ 


G°  Moufles  et  palans.  —  Une  moufle  se  compose  de  deux  systèmes  de 
poulies,  assemblés  chacun  dans  une  même  chape  et  montés  sur  le  même 
axe  ou  sur  des  axes  particuliers;  le  premier  système  est  fixe,  le  second 
mobile  {fig.  ii6).  Supposons  chaque  système  composé  de  trois  poulies  :  le 

Fig.  116. 


premier,  des  poulies  A,  A',  A';  le  deuxième,  des  poulies  A],  A|,  Pl\,  En  un 
point  fixe  B  de  la  chape  du  premier  système  on  fixe  une  corde  qui  passe 
successivement  en  AAi,  A'Aj,  ....  La  puissance  P  est  une  traction  exercée 
sur  l'extrémité  libre  de  la  corde;  la  résistance  R,  un  poids  suspendu  au- 
dessous  du  système  mobile.  Les  six  parties  de  la  corde  comprises  entre 
les  deux  systèmes  de  poulies  peuvent  être  regardées  comme  parallèles  :  la 
longueur  totale  de  la  corde  étant  constante,  si  l'on  exerce  en  P  une  trac- 
tion qui  allonge  la  partie  libre  de  la  corde  de  oP,  chacune  des  six  parties 
de  la  corde  comprises  entre  les  deux  systèmes  de  poulies  se  raccourcit 
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de  78P;  cette  expression  changée  de  signe  est  la  valeur  de  gR,  et  Ton  a, 
pour  réquilibre, 

P  =  |R. 

7"  Chaîne  inextensible  glissant  sans  frottement  sur  une  courbe  fixe, 
—  Soient  A  et  B  les  extrémités  de  la  chaîne,  dont  l'épaisseur  est  supposée 
inflniment  petite,  F  la  force  directement  appliquée  à  un  élément  ds  placé 
en  C,  F^  la  projection  de  F  sur  la  tangente  à  la  courbe  en  G  dans  le 
sens  AB.  Imprimons  au  système  le  seul  déplacement  virtuel  qui  soit  com- 
patible avec  les  liaisons,  déplacement  dans  lequel  la  chaîne  tout  entière 
ety  par  suite,  chaque  élément  glissent  le  long  de  In  courbe  d'une  même 
quantité  CC  égale  à  oj  {fig»  1 17).  Le  travail  virtuel  de  la  force  F  est  F/  oa; 

Fig.  117. 


en  écrivant  que  la  somme  de  ces  travaux  est  nulle  et  remarquant  que  87 
peut  être  mis  en  facteur  dans  la  somme,  on  trouve,  pour  la  condition  de 
réquilibre^ 

^^  F/  =  o. 


2 


Cette  condition  est  suffisante  à  condition  d'admettre  que  la  chaîne  est 
tendue  en  tous  ses  points  et  non  pressée.  Par  exemple,  si  aucune  force  n'est 
directement  appliquée  à  la  chaîne,  sauf  deux  forces  P  et  R  appliquées  aux 
deux  extrémités,  la  condition  d'équilibre  est 

P,-hR^=o. 

8**  Equilibre  d^ un  fluide  incompressible  dans  un  tuyau  très  étroit. 
—  Galilée  s'est  déjà  servi  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  démon- 
trer les  principaux  théorèmes  d'Hydrostatique;  Descartes  et  Pascal  ont 
également  employé  ce  principe  pour  étudier  l'équilibre  des  fluides.  Pour 
qu'on  puisse  appliquer  le  principe  des  vitesses  virtuelles  à  un  fluide,  sans 
tenir  compte  des  travaux  des  forces  intérieures,  il  faut  que  les  travaux  des 
forces  intérieures  du  fluide  ou  forces  de  liaisons  soient  nuls  pour  tout  dé- 
placement virtuel  compatible  a\ec  les  liaisons,  c'est-à-dire  que  les  molé- 
cules voisines  restent  à  une  distance  constante  (fluide  incompressible)  et 
qu'il  n'y  ait  pas  de  frottements  intérieurs  (  fluidité  parfaite).  Nous  emprun- 
tons l'exemple  suivant  à  Lagrange  {Statique,  7*  Section). 

Considérons  un  fluide  incompressible  enfermé  dans  un  tuyau  inflniment 
étroit  dont  la  forme  est  donnée  et  dont  la  section  droite  co  varie  suivant 
une  loi  donnée.  Pour  plus  de  précision,  on  peut  se  représenter  le  tube 
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comme  engendré  par  un  élément  plan  co  d'aire  infiniment  petite  se  dépla- 
çant en  restant  normal  à  une  courbe  donnée  S  {fig.  ii8).  Soient  A  et  B 
les  extrémités  de  la  colonne  fluide  supposées  maintenues  par  deux  pistons 
infiniment  petits,  dm  un  élément  de  la  colonne  fluide  placé  en  un  point  G  où 
la  section  droite  estco;  désignons  par  F  la  force  appliquée  à  l'élément  <//7t 


S^vv.  A 


et  par  F/  sa  projection  sur  la  tangente  à  la  courbe  S  dans  le  sens  AB, 
c'est-à-dire  sur  la  normale  à  o).  Imprimons  à  la  colonne  fluide  le  seul  dé- 
placement virtuel  qui  soit  compatible  avec  les  liaisons,  déplacement  qui 
consiste  à  faire  glisser  la  colonne  tout  entière  d'une  quantité  infîniment 
petite.  Dans  ce  glissement,  l'élément  dm  placé  en  G  parcourt  sur  la 
courbe  S  un  arc  85  :  de  sorte  que  to  05  est  la  quantité  du  fluide  qui  passe  par 
la  section  w  du  canal.  A  cause  de  Tincompressibilité  du  fluide,  il  faut  que 
cette  quantité  soit  la  même  partout;  on  peut  donc  poser  co  05  =  a,  a  étaat 

mm 

le  même  tout  le  long  du  tube.  Le  travail  de  F  est  alors  F/ o*  ou  —F/,  et 

la  somme  des  travaux   virtuels  des  forces  F  directement  appliquées  est 

V  F; 
g  / ^  -  -•  La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  est  donc 


2 


—  ~o, 


en  supposant  que  la  colonne  soit  comprimée  en  tous  ses  points. 

Par  exemple,  si  les  seules  forces  appliquées  à  la  colonne  fluide  sont  deux 
pressions  Pq  et  Pi  appliquées  normalement  sur  les  deux  pistons  A  et  B  do 
sections  Wo  et  wj,  la  condition  d'équilibre  est 


Po_Pi  _^ 


Hemarquc.  -  On  arrive  à  cette  même  équati<m  pour  l'équilibre  d*un 
fluide  dans  les  conditions  suivantes.  Imaginons  un  vase  de  forme  quel- 
conque entièrement  clos  dont  partent  doux  tubes  cxlindriques  A  et  B  de 
sections  too  et  wj.  Supposons  le  vase  rcîmpli  d'un  liquide  sur  lequel  ii*agit 
aucune  force  directement  appliquée  et  les  deux  tubes  bouchés  par  deux 
pistons  A  et  H  sur  lesquels  on  exerce  des  pressions  normales  Pq  et  Pj.  Si 
l'on  enfonce  le  piston  A  d'une  quantité  infiniment  petite  Eq,  le  volume 
intérieur  diminue  de  £oWo  :  «l  faut  donc  que  le  piston  B  s'élève  d'une  quan- 
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tité  Si   telle  que  a^wo-  SiWi.  La   somme  de  travaux  virtuels  de  Pq  et  Pi 
étant  évidemment  PuSq-  -l\^if  on  a,  pour  réquilibrc, 

Po£o       Pi£i=o,         Po<oi — PiOJo  =  <), 
relation  sur  laquelle  est  fondre  la  presse  hydraulique. 


m.  —  CONDITIONS  GENERALES  D'ÉQUILIBRE  DÉDUITES 
DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

170.  Équation  générale  de  la  Statique.  —  Nous  suivrons  la 
méthode  (|ui  a  été  indiquée  par  La^ran|^c.  Soit  donné  un  systèmes 
formé  de  /}  points 

soumis  à  des  liaisons  qui  s'cxpriinenl  par  des  relations  d'égalité, 
comme  C(»lles  que  nous  avons  étudiées  dans  ce  qui  précède. 

Désignons  par  Fv(Xv,  ^^  Zv)  la  résultante  des  forces  données 
qui  agissent  sur  My,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  nous  don- 
nera l'équation 

V  =  /l 

(i)  ^ (  ^v o.rv  —  Yv oyy  --  Zv ô^y  ;  =  o, 

V  =  1 

qui  devra  être  vériliée  pour  ious  les  (lt*placenients  ojTy,  oKy,  o^v 
compatibles  avec  les  liaisons.  On  peut  dire  que  c'est  là  Véfjuation 
générale  de  la  Statique. 

171.  Réduction  des  équations  d'équilibre  au  nombre  minimum. 
—  Dans  chaque  système  particulier,  pour  ohlcnir  le  déplacement 
virtuel  le  plus  général  conq)atiblc  avec  les  liaisons,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  fasse;  suhir  à  k  paramétres  17,,  1/0,  .  .  ..  rjh  des  varia- 
tions arbitraires  ^jq\<,  oy^,  . . .,  oy^.  On  dit  alors  (jue  le  système 
considéré  possède  /»*  degrés  de  liberté. 

Par  exemple,  pour  obtenir  le  déplacement  le  plus  général  d'un 
point  sur  une  surface  (n°  Io9),  il  suffit  de  faire  suhir  à  deux  para- 
mètres des  variations  arbitraires  oq^  et  oq^]  un  point  sur  une 
surface  est  donc  un  sy.'îlème  à  deux  degrés  de  liberté. 

Pour  obtenir  le  déplacenient  le  plus  général  d'un  solide  libre 
il  suffit  de  lui  iin[)rimcr  trois  translations  arbitraires  infiniment 
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petites  parallèles  aux  trois  axes  et  de  le  faire  tourner  de  trois 
angles  infiniment  petits  arbitraires  autour  des  trois  axes;  un 
corps  solide  entièrement  libre  est  donc  un  système  à  six  degrés 
de  liberté. 

Prenons  encore  le  sjslème  formé  par  une  circonférence  maté- 
rielle riijide,  assujettie  à  rouler  sans  glisser  sur  un  plan  fixe  P 
(cerceau)  :  la  liaison  s'exprime  en  écrivant  que  la  vitesse  du  point 
matériel  au  contact  est  nulle;  donc,  pour  imprimer  au  cerceau 
un  déplacement  compatible  avec  la  liaison,  il  faut  et  il  suffit 
qu*on  le  fasse  tourner  d^in  angle  infiniment  petit  aatour  d'un  axe 
arbitrairement  choisi  passant  par  le  point  de  contact  avec  le  plan; 
or,  cette  rotation  élémentaire  peut  toujours  se  décomposer  en 
trois,  Tune  o^i  autour  de  la  normale  au  plan  fixe  menée  par  le 
point  A  de  contact,  l'autre  0^2  autour  de  la  tangente  au  cerceau 
en  A,  la  troisième  oq^  autour  de  la  normale  menée  en  A  au  cer- 
ceau dans  le  plan  fixe.  Le  cerceau  constitue  donc  un  système  à 
trois  degrés  de  liberté. 

Revenons  au  cas  général  d'un  système  à  k  degrés  de  liberté. 
Comme,  par  hypothèse,  le  déplacement  du  système  est  défini  par 
les  variations  arbitraires  3^|,  6q.2t  •  •  •,  o^a,  les  variations  Sxi,  S^|. 
05|,  0x2,  5^2?  S-So,  . . .  des  coordonnées  des  divers  points  du  sys- 
tème sont  déterminées  dès  qu'on  connaît  oçi^ùÇit  •  •  •  ?  ^gr^^.  On 
aura  donc  pour  ces  variations  des  expressions  de  la  forme 

^yi=  àtioçi-^  bxtoqt-^' .  .-h  bik^çk, 
5-1  =  Cil  ^qi-¥  C|j0^j-+-. . .-»-  eu  S^jt, 


(1  ) 


03v  =  Cvi  oqi  -f-  Cvj  o^Tj-}- . .  .-!-  Cyx-  <*qji* 


Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  Téquation  générale  de  la  Statique 

elle  prend  la  forme 

(3  »  Qioçri—  Q,o<7j-h. .  -h  Qao<7a  -  o 
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avec 


v=n 


Q/  ~  ^  (  Xv  CT|v  -' -  Yv  6jv  -^  Zv  C,v  ) . 


v.-l 


L'é(|nalion  (3)  devant  ôlre  satisfaite  quels  que  soient  o^i, 
O//27  •  .  •  <  o^/A)  il  fuut^  que  Ton  ait  simultanément 

On  a  ainsi  /*  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équi- 
libre; le  nombre  de  ces  équations  est  précisément  égal  au  nombre 
des  degrés  de  liberté  du  système. 

172.  Systèmes  holonomes;  coordonnées  d'un  tel  système.  — 
On  dit,  d'après  le  physicien  Hertz  {Œu\-res  complètes,  t.  III), 
qu*un  système  à  k  degrés  de  liberté  est  ho/onome  quand  il  existe 
un  système  de  paramètres  y,,  y^^  •  •  •  ?  7a  *^el  que  les  coordonnées 
jTy,  j^vî  -^v  des  divers  points  du  système  s'expriment  en  fonction  de 
ces  paramètres  sous  forme  Ji nie  : 

,r.  \rv=4'v^yi,7s — '</a). 

(5)  \ 

Les  paramètres  fls^q-i^  ...,q/(  sont  alors  les  coordonnées  du 
système  holonome;  la  connaissance  de  leurs  valeurs  numériques 
détermine  la  position  du  syslème.  Pour  obtenir  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  il  suffit  de  donner  à  «yi. 
g^t  .  •  •  <«  7a  des  accroissements  infiniment  petits  arbitraires  2yi. 
872,  .  -  • ,  S7A.  On  a  ainsi,  d'après  (5), 

0(Ji    '         '>72    "  Oqk    ^ 

,^^  ^  'H'v  >  f) Kv  ^  Oy\  ^ 

(6)  ',  Vv  --  —  oy ,  ^  —  .^, -- . . .  +  -^  07,., 

03v  — '^71-+-    . —  î'7s  -f- . . .  -t-  -;-  -  Of/A. 

Ces  formules  sont  des  cas  particuliers  des  expressions  (s«)  : 
elles  sont  particulières  parce  que,  dans  le  cas  actuel,  les  seconds 
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membres  des  expressions  de  ôjTv,  Sjv,  S^v  sont  des  différentielles 
totales  exactes  de  fonctions  de  ^r,,  y^?  •  •  •  ^  7a,  ce  qui  n'a  pas  lieu 
dans  le  cas  général  (2). 

En  portant  les  expressions  (6)  dans  l'équation  générale  de  la 
Statique  (  i),  on  obtient  les  équations  d'équilibre  sous  la  forme 

(7)  Qi  =  o,        Qj  =  o,        ...,        Q*^-o 

avec 

Vr     1 

La  plupart  des  systèmes  qui  se  présentent  dans  les  applications 
sont  holonomes  :  par  exemple,  un  corps  solide  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  axe  fixe  et  à  glisser  le  long  de  cet  axe  est  un  système 
holononie,  car  sa  position  dépend  de  deux  coordonnées,  Tanglc 
dont  il  a  tourné  à  partir  d'une  certaine  position  et  la  longueur  dont 
il  a  glissé  le  long  de  l'axe  à  partir  de  cette  position. 

Un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  un  système 
bolonome,  car  la  position  du  corps  est  déterminée  par  trois  coor- 
données qui  sont,  par  exemple,  les  angles  d'Euler  que  fait  un  sys- 
tème d'axes  liés  au  corps  avec  des  axes  fixes. 

Par  contre,  une  circonférence  assujettie  à  rouler  sans  glisser 
sur  un  plan  fixe  (cerceau)  ne  constitue  pas  un  système  holonome; 
cela  résulte  de  ce  qu'un  cerceau  est  un  système  à  trois  degrés  de 
liberté  (n**  171),  et  cependant  on  ne  peut  pas  déterminer  par  trois 
coordonnées  sa  position  sur  le  plan  sur  lequel  il  roule. 

173.  Cas  partioulier  où  rexpression  du  travail  virtuel  est  une 
différentielle  exaote.  —  Les  résultats  généraux  qui  précèdent  ont 
une  forme  intéressante  quand  l'expression  du  travail  virtuel 

où  Q|,  Qa,  .  . .  *  Qa  sont  exprimés  en  fonction  des  </,  est  la  diffé- 
ronliello  totale  exacte  d'une  fonction  U  de  r/,,  r/2,  .  .  .,  qi^^  c'est- 
à-iliro  si  Ton  a 
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les  équations  dVquilibre  sont  alors  celles  qu'on  écrirait  si  Ton 
voulait  chercher  les  maxima  et  les  minima  de  la  fonction  U;  nous 
démontrerons  en  Dynamique  que,  si,  pour  un  système  déterminé 
de  valeurs  des  </,  cette  fonction  U  est  réellement  maximum,  la 
position  d'équilibre  correspondante  est  une  position  d'équilibre 
stable  (Lejeune-Dirichlet). 

Le  cas  où  il  y  a  une  fonction  de  forces,  c'est-à-dire  celui  où 

est  la  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  deoTi,  j^i,  5,,  Xj, 
y-ij  -52,  .  .  .,  *^//ï  J'/M  -/j  rentre  dans  celui  que  nous  venons  d'étu- 
dier, car,  si  l'on  remplace  les  coordonnées  et  leurs  différentielles 
par  leurs  valeurs  en  fonction  des  q  et  des  dy,  l'expression  consi- 
dérée reste  une  différentielle  totale  exacte.  Mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie  :  il  peut  se  faire  que  Qi  87,  +  QiOr/^-h.-'-h  QaSz/a 
soit  une  différentielle  exacte,  sans  qu'il  y  ait  une  fonction  des 
forces. 

174.  Application.  Système  pesant.  —  Quand  le  système  dont 
on  cherche  les  positions  d'équilibre  est  sollicité  uniquement  par 
la  pesanteur,  comme  force  directement  appliquée,  il  existe  évi- 
demment une  fonction  des  forces  directement  appliquées.  Eu  effet, 
en  supposant  un  axe  O;:  vertical,  dirigé  vers  le  bas,  le  poids  d'un 
point  nii  du  système  est  niig  et  le  travail  virtuel  de  ce  poids 
migZzi]  la  somme  des  travaux  virtuels  est  donc 

en  appelant  ÎJ  Tordonncc  du  centre  de  gravité.  Les  positions 
d'équilibre  sont  alors  celles  qui  annulent  oÇ;  ce  sont  celles  qu'on 
trouverait  en  cherchant  les  maxima  et  les  minima  de  2^  considéré 
comme  fonction  des  k  paramètres  géométriquement  indépendants 
<l\i  72?  •  •  •)  ?A)  qui  définissent  la  position  du  système. 

Exemples,  —  i"  Cherchons  les  positions  d'équilibre  d'une  barre  homo- 
gène pesante  AB  (fi g,  119)  dont  les  extrémités  glissent  sans  frottement 
sur  une  conique  dont  Taxe  focal  est  vertical  (système  avec  un  degré  de 
liberté).  On  a  d'abord  comme  positions  d'équilibre  évidentes  les  positions 
horizontales,  si  elles  sont  possibles.  Pour  trouver  d'autres  positions  d'équi- 
libre, considérons  une  directrice  DD',  et  soient  AA'  et  BB'  les  distances 
A.,  I.  17 


'v   r-^^-^ï^r^t   V     -^{rp-T^ff  ti'-.r»»   -r   :^    f^  :ViT«*r   •."krresooBdant  i  DD  .  -m 


i')      «'  '?    ir  1- 


^  3. 


/  f. 

^t  '1f't:tn^^  ^^^/  /-«r  f\4ix%f.  m:»timnm  on  minimam  en  même  temps  qae 

\i*  f'if\  ff  /^rr/</l^rnf«^rr.<iomm<*<^4r>videmmentmiaimam  quand  la  droite 
\U  ^,fAff  frîr  1"  f/f/z-r  K.  />of>r,  ^li  U  droite  peut  passer  par  an  foyer,  cka- 
'  ,ttn  t\i-  fi.:  ^ih%iUht%%  fnf  ttiif  potirion  d'équilibre.  Dans  le  cas  de  la  figure, 
\t,tf.i\tii  \i  ihffffn  p.i^^f  p.tr  r,  '•llr'  r«t  f.n  f*quilihre  instable,  car  dans  cette 
p't'ifihtt  Ia  ftttftf  i\f  (<r>fvit/'  r^r  plii^  li»ijt  que  dans  les  positions  voisines; 
/•Me  /'^f  /«rr  ^qifflflrrr*  «fnlrlr  quiind  rllf:  p»%sf!  par  Tautre  foyer  F|,  comme 
/*<!  !/■   //iff  /-rr  pr^nrafrf  l'nufrft  tlirrctncv,  l»|l>', . 

f  f'/f'  /  frifri^M^  p^«lMff^,  liorno^f^nr  ou  non,  dont  les  extrémités  sont 
h*>  hii  n-.mt\h\i]h^  h  \f}\%^i^r  «itri^  fioiinnnnt  sur  des  courbes  ou  des  sur- 
TfM  1  ffMi  d'fflff/'^«,  pMWMl  Hiir  |io«iiinn  d'équilibre  qui  est,  parmi  toutes 
If  ff'f"Mlf>MN  qifc  |ff'iff  |iif>uilin  lu  rlmiurdr,  rrllo  qui  rend  la  hauteur  du 
ithUt  i\n  v\*\s\\(-  ififMittiiMii  OU  tniniuniut.  Pur  exemple,  de  toutes  les 
•  ihhIii-  liMMMi|«i.Mi*t  (li>  Imiiiimimii-  doiHiéi'  /  piiKHiint  par  deux  points  fixes, 
1 1  Ml  iltifii  I»  I  itihf  ih*  1*1  m  ih^  r«t  lo  pluii  bas  ost  lu  cbuinctte  précédem- 
iiii  Hl  ili  hiitiliH  I'  III  I  un  Mil  ou  ronriul  quo  si,  dans  un  plan,  on  prend 
MM  >iM>  llii<  Ml  1*1  ilfu^  |titiiii«  \\\\}%  V,  n.  do  toutes  les  courbes  de  Ion- 
|iiii  Ml  I  hIIih'i'h  il'HH  If  pliiii  ri  |ii(«iiiuU  p;ir  loH  dcu\  points,  celle  qui,  en 
iMiiMitHil  iuiImiii   iti*  Mt,  niui'udio  l'iuiv  uùniiuuiu  ost  une  chaînette;  on 

In  \»'»IU»'  il  !i(»iO^I»«  iIii'imi^iuimIo  tUildiiK  o<ul\nro  on|:ondrt'c  étant /.2?:GG' 

•^\hh\«  '■\^\\  \\\y\\\\\\\\\\\  v\\  \\\\^\\\y}  \\^\\\Y%  quo  i«iî  .  On  peut  laisser  de  côté  la 
n^^^t^Hot^  ^rUh\«*  -A  \^  \\^\\ti\w\\\  ot  (Oitouxor  ;iin>t.  du  moins  on  partie,  un 
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résultat  déjà  obtenu.  Parmi  toutes  les  courbes  situées  dans  le  plan  et  pas- 
sant par  AB,  celle  qui  engendre  l'aire  minimum  est  une  certaine  chaînette; 
en  effet,  soit  C  cette  courbe  :  elle  est,  en  particulier,  parmi  toutes  les 
courbes  de  même  longueur  qu'elle,  celle  qui  engendre  l'aire  minimum; 
c'est  donc  bien  une  chaînette  ayant  sa  base  parallèle  à  Ox.  Il  restera  à 
choisir,  parmi  toutes  ces  chaînettes  en  nombre  infini,  celle  qui  donne 
l'aire  minimum;  c'est,  comme  nous  l'avons  vu  (n"  148,  exemple  1),  celle 
qui  a  Ox  pour  base. 

3'*  Position  d'équilibre  d'un  solide  pesant  limité  par  une  sur/ace 
courbe  et  reposant  sur  un  plan  horizontal  fixe.  —  Cette  question  est 
traitée  en  détail  dans  le  troisième  Volume  (Ghap.  XXXI,  §  IV). 

175.  Principe  de  Torrlcelli.  —  Nous  venons  de  voir,  comme  une  consé- 
quence du  principe  des  vitesses  virtuelles,  que,  pour  obtenir  les  positions 
d'équilibre  d'un  système  pesant,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  variation  de  la 
hauteur  du  centre  de  gravité.  Lagrange  a  fait  la  remarque  importante  que 
si,  avec  Torricelli,  on  admet  comme  un  principe  évident  cette  condition 
d'équilibre  d'un  système  pesant,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  en  ré. 
suite  dans  toute  sa  généralité  {Mécanique  analytique  y  Section  \  et  Sec- 
tioû  III,  §  V).  Soit,  en  eiïet,  un  système  de  points  Mi,  M^,  ...,  M»  assujettis 
à  des  liaisons  données  et  sollicités  par  des  forces  données  Ff,  F^,  ...,  F„ 
{fig»  120).  Considérons  une  position  déterminée  du  système  dans  laquelle 
les  points  occupent  des   positions  mi,  mj,    ...,  mn^  les  forces  ayant  les 

Fi  g.  120. 

0  ». 


N 


i 


valeurs /j,/j,  ...,  fn-  Sur  la  direction  de/v»  imaginons  un  point  fixe  Ov 
à  une  distance  mvOv=rv.  Si  l'on  déplace  infiniment  peu  le  système  à 
partir  de  la  position  déterminée  considérée,  m^  viendra  en  m'^,  et  le  travail 
virtuel  de/v  sera  — /vory,  car  on  a  évidemment  (n"  84,  exemple  3) 


o/*v  —  —  m^ni'^4  cos(/v»  m^ni\,), 
La  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  /v  est  donc 

Il  s'agit  de  prouver  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  position  particulière  considérée  soit  une  position  d'équilibre  est  G  =  o. 

Pour  cela,  remarquons  que  nous  pouvons  remplacer  l'action  de  la 
force  /v  par  la  tension  d'un  fil  inextensible,  attaché  en  /Wv,  passant  sur 


uui*  poulie  iijïiiiiiinriil  jn'liir  *.\  vl  ^u|•^^■.rtaIlt  un  jM.jdr  tensror  py,  t-çu\ 
à  /"v  ^i  liou»?  faisf'iiî'  (fil*  '•p»itJii"D  |«(iur  iliaque  fi-r^f    /".,.  iiriu*-  rempla- 

I  olJ«^  K'  ^\£•tèIllt:  i»ioposf  pbT  uTi  ^]^^u^l(-  pt'sant.  If  r^^U'iuc  yirimîùf  ne 
M'r\aiit  pluf  qu'à  ».tc*iijii  (!♦->  iiii;>"ri-  fiiiit*  l«-r  |»'id*'/.v.  Lf-  rxMriije  pesant 
îji.Ta  en  équilibre  ou  non  dani-  rt-Ut*  nK-uit  jiofitjon.  <Jr,  pour  qutr  Ir  «-vt- 
ti'iiif  pesant  «ooit  en  équilibre-.  îl  faut  t-t  iJ  ^u^^t  que  la  variation  î^  dr 
r«jrduuiiée  du  lentif  de  rra^it».  df«-  p-'iJ*'  /<^  ^••it  DulJe:  celte  variation 
«••it  duuni'e  par 

'-,  -  /    '--    -  /'t  '---  —  ...  —  /•,.  '-r,,. 

lav^f  de»'  r  étant  x*:riii;a!  wvr  it-  ba*.  I'  df^ii:IJanl  Jr  poid**  tc-taJ  et  i,. 
5j i„  Jts  coordouiirei-  dr»-  '.entre*'  d*-  irra^itr  de*  jic»id* /»:. /*• />,. 

II  est  évident  que  t-v  eM  esaJ  a  —  Ir^,.  car  le  fil  m^O^py  a  nne  lon^omr 
coDstaute:  on  a  donc 

puisque  ^v  et-t  èiral  à/v  Pour  que  Je  ••wteiije'  primitif  soil  en  éqnilîbne.  il 
faut  et  il  buftit  que  ^l  =  o.  î  ♦.-t-a-dire  que  (5=0,  pour  tous  Je*  défklac«- 
ment''  coaipaiible*  a^et  le*»  Jiai^^■n*.  ce  qui  est  le  pri ne i(»e  de* ^i testes  tit- 
tuelieî-  dau^  s»a  çeiiéralite- 
hi-mar^tie-   —    ^i   1  '•'&  plaçait  fe  *y*léine  maiêriel  avec  les  fils  et  les 

poid^/'  .>'t.  •    .   /'*  daiit  uLç  j-^HtioD  quelconque  M,,  Mj M.  antiir 

qut   ia    po'^iii-.'i:    j^rivuliere   coosidert-e.  les  force*  donnée*  seraîeni  Fj, 

y\. Y  t.   •-•'    ite   l'ïL'-ivnî-  det   cordons  M,0,,  MjO..  ...  seraient  des 

io!^•.•^  /  ;    /'!■     ■      /r.  eilirreiDeni   diflirrentes  en   çrandear.  direction  ei 

^nt  de  K..  K. f"».  Ce  n  e*-!  que  dan*  la  position  partîcalicre  consi» 

deîét  wt;.  wii.  .  "if.  ':'je  Je^  force*  donnée*  _/">  deviennent  êçnles  a«i 
l•:-llSlO^^.  (i?  borie  ^te.  t:  '.et le  position  e*t  une  position  d'équilibre  dn 
frt9i*;iiie  M*bi-  .'b'.'^t'.'L  cei  i^'j'.»:^  donnée'',  elle  l'est  aussi  sons  rnciion  des 
leu^fi*ll^  M«;:t  «MLiLe  déjà,  dans  la  position  infiniment  voisine  de  ni|. 
i#^.  .  ..  ft-f,,  let  i.'T'.ti  F«  *o&t  diflTérentes  des  tensions,  il  peut  arriver  q«e 
usvjc  p-.<ri'..'.>L  c  -.'SM.^.iTt  ^Al  une  position  d'équilibre  stable  dn  sjsJ 
yviur  .' «i«j-.'.»i   Ctt  -'-".-^^  c.  anée*  F-,,  instable  sous  l'action  des  poids ^^ 

•  i   •_.  ..t«»»i   cii^  .-Tï  fcieficc*  '  n*  <i  •  quelques  propriétés  d'une 
.iv'i   (  •  lit.    '^''.  :  .1  ^>ï*.eme  aiialo;:ue*  â  celle  que  nous  venons  d\ 
•Li  i*»--ii      I  .■■-«uii»'V.  -ie  propriété  due  à  Gacss  et  à  MôBirs  sur  le 
UiUii   ti».   .■  r-.'Uii'.  Crt  riffrî  de*  dislaoces. 


IT        MULTIPLICATEURS  DE  LAGRANGR. 

f  ^.  M^%aaionÂ  et  liaison.  —  Soit  donné  un  sTslèmc  formé  de 
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soumis  à  des  liaisons  qui  s^expriment  par  des  relations  entre  leurs 
coordonnées 

/l(^I,7l,  -Si,    Xi,  J'i.Zi,    ..  .,    JTn,  y„,  Z;t)  —  o. 
/    \  }  Jt\  *^I>  y\  »  '«I 1     •  .  •  1    -^«i  y ni  ^n  )  ~^  O, 

1        ••         y 

y//  X|,  ^j,  Zi,    ,     .  .  . ,   J^/i,  y  m  -3/1  )  :-=  O. 

Le  nombre  h  de  ces  équations  est  nécessairement  inférieur  à  celui 
in  des  coordonnées,  sans  quoi  le  système  serait  entièrement 
déterminé  par  ces  liaisons.  Nous  poserons  donc 

h  ^  in  —  k\ 

dans  le  cas  où  Ton  aurait  A"=i,  le  système  serait  à  liaisons 
complètes,  car  sa  position  ne  dépendrait  que  d'un  paramètre,  de 
Tune  des  coordonnées  convenablement  choisie,  par  exemple.  Un 
tel  système  est  un  système  holonome,  car  on  peut,  à  Taide  de  (i), 
exprimer  toutes  les  coordonnées  en  fonction  de  k  d'entre  elles 
convenablement  choisies.  Le  système  a  donc  k  degrés  de  liberté. 
Désignons  par  Fv(Xv,  Yv,  Zv)  la  résultante  des  forces  données 
qui  agissent  sur  Mv^  le  principe  des  vitesses  virtuelles  nous  don- 
nera Téquation 


V  -  n 


(  2  )  2u^  Xy  OXv  -h  Yv  0  Kv  -4-  Zv  03v  )  =  O, 


v^l 


qui  devra  être  vérifiée  pour  tout  déplacement  SoTy,  oj'v,  ùZy,  com- 
patible avec  les  liaisons. 

177.  Multiplicateurs  de  Lagrange.  —  Entre  les  déplacements 
des  points  M  existent  h  relations  qui  s'obtiennent  par  la  difTéren- 
tiation  des  équations  (i),  savoir 

(Jti  âvi    -^         âzi  âzn 

àfî^  àfi  >  àft  ^  dfi  ^ 

(3)  {    OVi  OVi     -^  '         dZi  âZn 


^^•^1  *^y\  ^-1  àZn 


t 


t  f'f.  h  rr't!irtf»n<  «wiir*'  i^n    > /*     ATx'Atictu^  le-^  •s'iorrioanêes  montrenL 

'|ii''  /■  i\r  tr<     niititftn^  ï»^»i\'rni  ^îîfp  ■:hfiMieî?î  irtiitrairemenl:  nous 

|J»J^^ll^^f^fl•5   r<'<    r.iripf fions    !pn    ''nritilionx    'irhitraîres.    et    les 

iif»rr«    /|iif  ^/>fii  'l'*tpriniri^;/^n  par  1#«  t>qiiationj     »  .  les  variations 

tfri»rnfhtnft'< 

l'oiir   rro»i\#«r  Ip-*  rroortitionn  <i'**qiiilibrf*,   nous   *împloîeroaâ  la 
rri/'t)!'»'!''  'Ifw  iniihiplir«ft>^iir4  ^t»;  f>tirranî^e  :  raiiiitipiioaâ  Ie5  A  équa- 

lionq    '  »,    ri'm»^rllvcm#rnl    par   Ips  co#»ftirienls  a^.   Aj A4    et 

.ijotiiofis  l'*^  ,1  r/v|iiation  '  it  >  :  «^i^temnimias  ensuite  ce:»  muUiplî— 
rrffriir';  A**  fnnu  ^  ;fnniii#^r  Ir-»  ooeffii:ienLs  «les  h  varialioas  ilépen- 
/tiinif'-i  .  il  t\f*}t\rA  A\r>r^  qno  les  coefticienU  <ieâ  A*  variations  arbi- 
ir.iir/'^  <ioir<ni  riiiU  aussi;  en  ri**iiniLive.  il  faudra  pouvoir 
/If'rrrifMiiT  1^4  /  fif.  far  on  â  annuler  touâ  les  coefficients,  et  Ton 
.nir.t  l''4    >//  ^/|iiationH  Himiillanées 

'f»r,  'or,  or,  i 

i  )      Y  ,       / ,   •  / ,  •        •  . .     •   / /,      •  —  o   /  V  n-  I .  i,  i n: 

oy,  Oy,  rty,, 

<  1*4  iw|iiiilt4»ri4,  joinlr^  nnx  //  /:r|iialioiis  de  liaison  (1),  donneroat 
un  ImIm)  ilr  > /i  (  h  rijUiitionH  (pii  délermineroDl  les  3/1  coordon- 
iirr«  l'I  lr«  /f  încoiiiiiir^  aiixiliniros  A. 

'rfllpn  muil  Itm  ri|iiiihonA  ^/ïiirrales  de  Féquilibre. 

I  r<t  ',  une  l'oiM  roiiini!*  drlrrniincronl  les  forces  de  liaison;  00 
\(»tt.  iMi  rlli'l.  (|iir  Ith  ri|Miilic>ii!i  do  réifuilibre  ne  cliangeraienl  pas 
^>  l'oit  <n|i|*iMniiil  In  liaison  /'i  o  ot  si  Ton  ajoutait  aux  forces 
J,mumoh  :tt:i<^iMU  «tir  Ir  poini  iMv  "no  force  ayant  pour  projections 

,   ,  •  »    1/    '  ;   rollo  foiTO  osl  donc  reflet  de  la  liaison  sur 

f    p^*'.»»^  M,     »  ohI  rr  «jiio  nous  axons  uppelo  \'d  force  de  liaison. 

\/.**  ^\,M»*  tunuodutlrmonl  sa  ::randour:  sa  direclion  3^ , -f^» -=^ 

Atv    à>\    à^ 

,  V    -.M -MA*.-  .'t  \.\  ^\\\\m\'  oblrnuo,  on  supposant  que,  dans  iVqua--, 

,v  >N  >  xlooux'  A  l\Mi«ov  lo>  oooi\lonnoe>,  sauf  Xv,ji"v,  ^  les 

\.   ,      V  -xi;.;,'.,^  xpn  ^AMtwisMulcnl   à  b  position  d'équilibre. 
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Exemple,  —  Appliquons  les  considérations  qui  précèdent  à  Téquilibre 
d'un  polygone  funiculaire  de  n  côtés  dont  les  extrémités  sont  attachées  en 
deux  points  donnés;  les  équations  de  liaison  sont  ici  au  nombre  de  n, 
savoir 

(v  =  o,  I,  2,  . . .,  n  — i), 

les  coordonnées  ^o»  ^o»  ^u»  •••^  ^ny  Xm  ^n  étant  données.   Les  équations 
générales  d'équilibre  seront 


Xv 
Yv 


Av-i 


/v-l 


Av-t 
Xv-I 


/v-l 


Av  j 

«V 

Ay  J 

«V 


^v  —  -«v-f-t 


■V    . 


=  o, 


=  o, 


=  o; 


ce  sont  bien  celles  qu'on  écrirait  par  les  méthodes  élémentaires  en  expri- 
mant que  la  force  Fy  fait  équilibre  aux  tensions  des  deux  fils  qui  abou- 
tissent au  point  My.  Les  coefficients  des  X,  dans  ces  équations,  étant  les 
cosinus  directeurs  des  côtés  du  polygone  funiculaire,  ces  X  sont  les  valeurs 
absolues  des  tensions,  celles-ci  étant  d'ailleurs  dirigées  suivant  ces  côtés; 
on  voit  bien  qu'elles  sont  normales  aux  surfaces 


/iTy—  J-v^l   )*-^  (^-V  — ^'V:l:|  )^  "t-  ( -V  "  -V^I  ^  =    A 


OU 


'V-l> 


OÙ  âTy,  j^y,  z^,  sont  seules  variables,  puisque  ce  sont  là  deux  sphères  ayant 
pour  centres  My4-i  et  My_î. 

178.  Cas  d'un  système  non  holonome.  —  La  même  mélliode 
s'appliquerait  à  un  système  de  points  tels  que  les  déplacements 
virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  soient  définis  par  A  relations 
de  la  forme 


(5) 


Aj,  oxi  -+-  B21  ^Vi  -+■  Cj,  05, 


Ajrt  CiXfi 

Aj/t  OXn 


\/,i  oxi  -f-  B/,,  or,  -h  C/,,  05, 


o, 
o, 

' î 

A/mOar^H-  B/,„Ofrt-+-  G/,«05n=  o, 


où  les  coefficients  A,  B,  C  sont  des  fonctions  des  coordonnées  et 
où  les  premiers  membres  ne  sont  pas  des  difl'érentielles  totales 
exactes  comme  dans  le  numéro  précédent.  On  voit  encore  que 


A  =  3/1  — A 


des  variations  oXy^  oj\j  oz^  sont  arbitraires;  puis,  en  faisant  jouer 


I 


:■  1 


.     ^-ii:    ^r  Lin;-      r- 


;! 
1 1 


ilJ 


,1 


:th  ■TT.'.ja.  =: 


:  :-X:lL. 


•    Ir     I* 


î->  \>-  >a?o^- 


.k        -C"-^ 


*^  ,.    JL  •         .         J»        •! 


:   Î-.   l'.ii 
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pour  le  momeat  quelconque  de  Tare  s  et  par  k  une  constante, 

(ds 
X  -h  /•  -jZ 

on  peut  écrirci  comme  la  partie  intégrée  est  nulle  aux  limites, 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  expression  (d  soit 
nulle,  quelles  que  soient  les  fonctions  ex,  ^y  et  X  de  s.  Disposons  de  X 
de  façon  à  annuler  le  coefficient  de  ^z  :  l'expression  restante  devra  être 
nulle  quelles  que  soient  les  fonctions  ox,  8/  dans  l'intervalle  o,  /;  pour 
cela  il  faut  évidemment  que  les  coefficients  de  ùx  et  ^y  soient  nuls  aussi. 
(Ce  raisonnement  est  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  n"  177.)  On  a  donc  les 
conditions  d'équilibre 

qui  sont  identiques  à  celles  qu'on  a  établies  directement. 

Cas  particuliers,  —  Supposons  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles 
par  rapport  à  x,yy  z  d'une  fonction  de  :r,  y,  z  et  .ç,  U(^,^,  -,  5), 

\  =  —  I  1  =  —  >  il.  =  -     • 

Ojt  oy  ôz 

On  a  alors 

^=  f  (Xojr-h  Yo^-HZo5)r/5  ^ù  \     U(-^,  V,  z,s)ds\ 

la  position  d'équilibre  s'obtient  donc  en  cherchant  les  fonctions  a:,  j^,  z 
de  s  rendant  maximum  ou  minimum  l'intégrale 


/ 


Dix,  Yj  z,  s)  ds, 

0 


sous  la  condition  (i).  Par  exemple,  pour  un  fil  hétérogène  pesant,  le  poids 
de  l'élément  ds  est  de  la  forme  S^(s)ds;  alors,  l'axe  des  z  étant  vertical 
vers  le  haut,  on  a 


aflti  l>EL'\lèMB    PARTIE.    —    BTATIQVB. 

ri  lu  |)0!iilion  dVquilibre  rend  maximum  ou  minimum  l'iotégrale 


sj  ^?(J>  A 


c>*l-A-ilire  la  hauteur  du  centre  de  gravite. 

On  a,  rn  pi^n^ra),  pour  di'terminer  la  tension,  l'équalion 

rfT  -t-  X  rfr  +  Y  rf/  -^  Z  rf;  =  o, 

qui  il^vioni,  dan»  l'hypoïKcse  actuelle, 

ifl  -t-  —  (/j  -.-  -r—  rfv  -4-  -7-  a;  =  o 
ifJT  ày    ■'        ai 

or,  quand  *  cmil  At  dt,  on  a 

.rt  -  ^1    djT  —  ^^  dy  -^  ^-  rfs  —  —  rfi, 

l.v>r«quc  l   rsl  iittlèpeittiaitl  <lo  t.  on  ln>uve  donc 

t-i'MMf  n>>aï  l'axons  \u  pr^'^^mn>«ni  n'  I3T.  Dan$  ce  cas  particulier.  V 
«a.Wpï'ntUnt  ilr  i.  I4  thfMrt<  ^ur  nouï  \cnoa$  d«  développer  permet  de  rr- 
ir\^ux<r  1^  n^ult.>i>  ol^ienu»  diiwiemcni  dant  le  §  III  da  Chapitre  Vil; 
^•*ï   nrïu'lal*   so   irtwxeni   ainsi   rattaches   au   principe  d«  TÎiesMs  vir- 


V        TBBOKÛtBS  GENERAUX  DÉDUITS  DU  PBnKIFIK 
DES  VITESSES  VIRT  U  KIXSS. 

ïLïi-  :rj;-v*;o;';  ^V  it^-'^iv^  ^tr  î->iît  '.f  s»*!^;»^  ptr*Ue'«B«Dl  À  od 


EL 
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on  pourra,  en  considérant  ce  déplacement  particulier,  supposer 
ee  qui  donne,  en  mettant  en  facteur  celte  valeur  commune  des  o.rv, 


2 


Xv  —  o. 


Pour  l'équilibre  du  système,  il  faut  donc  alors  que  la  somme 
des  projections,  sur  Taxe  considéré  Oxy  des  forces  directement 
appliquées  soit  nulle. 

181.  Les  liaisons  permettent  une  rotation  d'ensemble  du  sys- 
tème autour  d'un  axe.  —  Supposons  que  les  liaisons  permettent 
une  rotation  d'ensemble  de  tout  le  système  autour  d'un  axe  que 
nous  prendrons  pour  O^.  On  a,  en  appelant  r\  et  %  les  coor- 
données polaires  de  la  projection  du  point  ^vj^^v»  ^v  sur  le  plan 
xOy, 

pour  imprimer  au  système  le  déplacement  considéré,  il  faut  laisser 
i\  et  :;v  constants  et  faire  varier  tous  les  angles  polaires  Ov  d'une 
même  quantité  oO  ;  on  a  ainsi  pour  oxy,  ovv,  o^v,  les  valeurs 

La  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  directement  appliquées 
est,  pour  ce  déplacement  particulier, 

elle  est  donc  égale  au  produit  de  06  par  la  somme  N  des  moments 
des  forces  directement  appliquées  par  iap])ort  a  l'axe  considéré. 
Pour  l'équilibre,  il  faut  que  cette  somme  N  soit  nulle. 

On  voit  que  la  notion  du  moment  par  rapport  à  un  axe  s'intro- 
duit ainsi  de  la  manière  la  plus  naturelle. 

18!2.  Les  liaisons  permettent  un  déplacement  hélicoïdal  de  tout 
le  système.  —  Prenons  pour  axe  0-3  l'axe  du  mouvement  liéli- 
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coïdal  :  soient  80  Tangle  infiniment  petit  dont  le  système  tourne 
autour  de  O  5,  et  Zz  la  quantité  dont  il  glisse  le  long  de  O  5  ;  posons 
oz  =yôO,  /sera  ce  que  nous  avons  appelé  la  flèche  du  mouve- 
ment hélicoïdal  ou  du  mouvement  de  torsion.  Le  déplacement 
infiniment  petit  de  chaque  point  du  système  étant  la  somme  géo- 
métrique du  déplacement  dû  à  la  rotation  et  du  déplacement  dû  au 
glissement,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  directement 
appliquées  est  la  somme  des  travaux  qui  seraient  dus  aux  deux 
déplacements  envisagés  séparément;  on  a  donc,  pour  cette  somme, 

N  désignant  la  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  O5  et  Z  la 
somme  des  projections  sur  0-3.  Pour  l'équilibre,  il  faut  donc 

N-f./Z=o. 

Remarque,  —  On  retrouve,  dans  l'expression  de  G,  le  moment 
relatif  de  deux  systèmes  de  vecteurs,  l'un  formé  par  les  forces 
directement  appliquées,  l'autre  ayant  pour  axe  central  l'axe  O-s 
du  mouvement  hélicoïdal,  pour  résultante  générale  08  et  pour 
moment  minimum  oz  =/o8  (n^*  26). 

183.  Application  aux  conditions  d'équilibre  d'un  solide.  —  Dans 
le  Tableau  qui  suit,  nous  appelons  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  projections 
sur  les  axes  de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant  des 
forces  directement  appliquées  à  un  corps  solide  par  rapport  à 
l'origine  O. 

Nous  indiquons  de  plus  le  nombre  des  degrés  de  liberté  d'un 
corps  solide  assujetti  aux  diverses  liaisons  considérées.  Pour  un 
corps  solide  libre,  ce  nombre  est  six;  car  la  position  d'un  solide 
libre  dépend  des  trois  coordonnées  x^^y^^  z^  d'un  point  O  fixe 
dans  le  corps  et  des  trois  angles  indépendants  (les  angles  d'Euler, 
par  exemple)  qui  déterminent  l'orientaliou  d'un  Irièdre  trirec- 
tangle  Oxyz  lié  au  corps  par  rapporta  un  trièdre  fixe  Oj  j:jj^i>Si. 
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NATURE 

de* 
lleltoot. 

DEGRÉS 

de 
liberté. 

.  .   -   _  . 
3 

I 
a 
5 

DÉPLACEMENTS  POSSIBLES 
parallèles  a           autour  de 

CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE 

en  nombre  cf^al 

aux  degrés  de  liberté. 

Aucune 

Ox,  0^>-,  0; 

1 

\r^  V.rZ=L  =  M  =  Nr^O 

Un  point  fixe  0. 

Oz 
0  X,  0  V 

Ox,  Oy,  Oz 

L  =  M  =  xN  =  0 

Un  axe  fixe  Oz. 

Oz 

Oz 

Ox,  Oy,  Oz 

i\=0 

Le  corps  tourne 
autour  de  0  2 
et  glisse  le  long 
de  cet  axe 

z  =  N  =  0 

Il  repose  sur  le 
plan  xOy  : 

1*  par  un  point 
0 

X=Y=L=M=N=o 
\=Y=L=N=o 

3*  par  plusieurs 
points  sur  Oj7. 

4 

Oj7.  Ov 

1 

Ox,  Oz 

1 

3*  par  des  points 
non    en    ligne 
droite 

.■î 

Ox,  Oy 

Oz 

1 
1 

X  =  Y  =  IN  -  0 

VI.  -  LIAISONS  UNILATÉRALES. 

1^.  Liaisons  définies  par  des  égalités;  déplacements  pompatibles 
oaractérisés  par  des  inégalités.  —  II  peut  arriver  qu'un  système  soit 
assujetti  à  des  liaisons  définies  par  des  égalités^  mais  que  les  déplacements 
irirtuels  compatibles  avec  ces  liaisons  soient  définis  par  des  inégalUés, 
On  dit  alors  que  le  système  est  assujetti  à  des  liaisons  unilatérales. 

Imaginons,  par  exemple,  un  point  matériel  posé  sur  une  table  hori- 
zontale qu'il  peut  quitter  vers  le  haut  :  si  l'on  prend  un  axe  Oz  vertical 
ascendant,  on  a,  en  supposant  la  liaison  réalisée,  2  =  0;  mais  les  dépla- 
cements compatibles  avec  la  liaison  sont  tels  que 


O-S^O. 
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Soient  encore  deux  points  M(Xfy^z)  et  Mi(xi,^i, -»|)  liés  l'un  à  l'autre 
par   un   fil  inextensible  et  sans  masse,  de  longueur  /  :  la  distance  r  des 
deux  points  est  au  plus  égale  à  /,  mais  elle  peut  être  moindre,  car  le  fil 
n*empéche  pas  les  points  de  se  rapprocher.  La  liaison  étant  supposée 
réalisée,  c'est-à-dire  le  fil  étant  tendu,  on  a 

et  les  déplacements  compatibles  avec  la  liaison  sont  ceux  qui  laissent  r 
égal  à  /  ou  le  font  diminuer  : 

or^o. 
Comme  on  a 

ces  déplacements  sont  définis  par 

(X  —  Xi){ùX  —  OXi)-^(jr  -_^,)(0J  -^  r:^,)_H(5  ^  Zi)(0Z  —  $3,)£  G, 

D'une  façon  générale,  on  peut  imaginer  un  système  de  n  points  Xy,  y^, 
Zy  assujettis  à  des  liaisons  telles  que,  les  liaisons  étant  toutes  réalisées,  les 
déplacements  virtuels  compatibles  avec  ces  liaisons  soient  définis  par  cer- 
taines égalités  et  certaines  inégalités  : 

An  8a:|-i-Bii  oj^i-h  Gn  o^i-i-.. . 

-+- A,„oa7rt-t-Bi;,o^rt-+-G|„  o;;„=  o, 

(0  '.  -^  ^tn^^n-^^ln^yn-^CirtOZ„=  o, 


\ 


-i-  \frn  OXn  -h  B^n  ^J^n  ■+-  G^/*  05,,  =  O, 

^«■-Hl,!  0^1 -^  K;?'-H1,I  0/1 -i-  C^-Kl,l  05i-h..  . 

H-  A^-Hi,/i  OXa-i-  ^ff-ht,n  OXrt-+-  G^-»-l,»  05«=  O, 

A^-f-î,i  ^Xi  -f-  B^4-î,i  ^yi  ■+•  G^+î,i  05,  -h. . . 

(  ^)  {  -+-  A^-n,„  ÙXn-^B^^i^n  07«  -h  G^4-t.«  05«1  o, 

Aai       ox,  4-  B/a  o>'i  -h  C/„  05, 4- . . . 

4-  A/„|  ox«-h  B/,„  o^K«H-  C/,rt  85^1  o. 

Nous  avons  ainsi  h  relations  :  ^  d'égalité  et  h  —  g"  d'inégalité.    Nous 
supposons  que  les  premiers  membres  des  relations  d'inégalité  sont  tous 
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négatifs  ou  nuls,  ce  qu*on  peut  toujours  obtenir  en  changeant,  %\\  est 
nécessaire,  les  signes  des  deux  membres. 

Nous  nous  proposons  de  trouver,  pour  un  système  de  ce  genre,  les  po- 
sitions d'équilibre  dans  lesquelles  toutes  les  liaisons  sont  réalisées. 

Il  est  utile  de  classer  en  deux  catégories  les  déplacements  compatibles 
avec  ces  liaisons  :  i"  Us  déplacements  d^égalité;  i*  les  déplacements 
d'inégalité.  Nous  appellerons  déplacement  d'égalité  un  déplacement 
pour  lequel  tous  les  premiers  membres  des  relations  (2)  sont  nuls  comme 
ceux  des  relations  (i) 


il  est  évident  qu'à  un  déplacement  d'égalité  correspond  toujours  un  dépla- 
cement d'égalité  égal  et  opposé  :  car  si  les  premiers  membres  des  rela- 
tions (i)  et  (2)  sont  nuls  pour  un  système  de  valeurs  de  02*v.  oj^vi  ^^v*  ils 
le  sont  encore  quand  on  change  tous  les  02*v,  cl^y,  o^Sy  de  signes. 

Nous  appellerons,  au  contraire,  déplacement  d'inégalité  un  déplace- 
ment pour  lequel  un  au  moins  des  premiers  membres  des  relations  (1) 
n'est  pas  nul;  par  exemple. 

Dans  ce  cas,  le  déplacement  égal  et  opposé  est  incompatible  avec  les 
liaisons,  car,  si  Ton  changeait  OTy,  o^y,  o^y  de  signes,  l'inégalité  no  serait 
plus  vérifiée. 

Le  théorème  du  travail  virtuel,  pour  des  liaisons  de  ce  genre,  est  alors 
le  suivant  : 

Pour  qu^il y  ait  équilibre  dans  une  position  où  foutes  les  liaisons 
sont  réalisées,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  tous  les  déplacements  vir- 
tuels compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des  forces 
données  soit  nulle  ou  négative  :  nulle  pour  les  déplacements  tl' éga- 
lité, nulle  ou  négative  pour  les  déplacements  d'inégalité 

La  condition  est  nécessaire.  —  Pour  démontrer  que  la  condition  est 
nécessaire,  il  suffît  de  vériHcr  que,  dans  le  cas  des  liaisons  unilatérales, 
pour  tout  déplacement  compatible  avce  les  liaisons,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  des  forces  de  liaison  est  nulle  ou  positive  :  nulle  pour  les 
déplacements  d'égalité,  nulle  ou  positive  pour  les  autres. 

En  eiïet,  prenons,  par  exemple,  un  point  posé  sur  une  surface  qu'il 
peut  quitter  d'un  certain  côté.  La  réaction  normale  de  la  surface  est  é\i- 
demment  dirigée  du  coté  où  le  point  peut  quitter  la  surface;  donc,  si  l'on 
imprime  au  point  un  déplacement  qui  lui  fait  quitter  la  surface  (déplace- 
ment d'inégalité),  le  tra\ail  de  la  réaction  est  positif  :  il  serait  nul  seule- 
ment dans  le  cas  où  la  réaction  serait  nulle  aussi.  Si  l'on  imprime  au  point 
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un  déplacement  sur  la  surface  (déplacement  d'égalité),  le  travail  de  la 
réaction  est  nul. 

Prenons  de  même  deux  points  liés  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  : 
le  fil  étant  tendu,  les  forces  de  liaison  sont  les  tensions  T  aux  deux  extré- 
mités, tensions  qui  tendent  à  rapprocher  les  points.  Si  Ton  déplace  les 
deux  points  de  façon  que  la  distance  ne  change  pas  (déplacement  d'éga- 
lité), la  somme  des  travaux  des  tensions  est  nulle  (n"  88);  mais,  si  on  les 
déplace  de  façon  à  les  rapprocher  (déplacement  d'inégalité),  la  somme  des 
travaux  des  tensions  est  évidemment />05^'/^Ve;  elle  serait  nulle  dans  le  cas 
particulier  où  les  tensions  seraient  elles-mêmes  nulles. 

En  résumé,  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  uni- 
latérales, on  a 

^\,  désignant,  comme  plus  haut,  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liai- 
son et  le  signe  =  devant  être  pris  pour  les  déplacements  d'égalité. 

Ceci  posé,  supposons  le  système  en  équilibre  :  chaque  point  est  alors, 
comme  nous  l'avons  expliqué  en  détail  au  n"  165,  en  équilibre  sous  Faction 
de  toutes  les  forces,  tant  données  que  de  liaison,  qui  lui  sont  appliquées  et 
l'on  a,  en  donnant  au  système  un  déplacement  virtuel  quelconque 

Si»  H-  ^L=  o, 

îtd  désignant  la  somme  des  travaux  des  forces  données.  Mais  si  le  déplace- 
ment est  compatible  avec  les  liaisons,  on  a,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

donc,  on  a 

la  condition  énoncée  est  donc  nécessaire,  le  signe  =  correspondant  aux 
déplacements  d'égalité. 

La  condition  est  suffisante,  —  Pour  le  démontrer,  nous  montrerons, 
comme  au  n"  165,  que,  s'il  n'y  a  pas  équilibre,  il  existe  au  moins  un  dé- 
placement compatible  avec  les  liaisons  dans  lequel  la  somme  des  travaux. 
des  forces  données  Csd  est  positive  et  non  nulle.  En  effet,  s'il  n'y  a  pas 
équilibre,  le  système  se  met  en  mouvement  et  prend  un  déplacement  com- 
patible avec  les  liaisons  :  dans  ce  déplacement  réel  chaque  point  suit  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appliquées,  tant  données  que 
de  liaison  ;  le  travail  de  cette  résultante  ou  somme  des  travaux  des  compo- 
santes est  donc  positif  et  l'on  a 

(3)  ^nH-ÇL>o. 

Mais,  dans  le  déplacement  réel,  la  somme  ÎFl  des  travaux  des  forces  de 
liaison  est  nulle.  Gela  est  évident  si  le  déplacement  réel  est  un  déplace- 
ment d'égalité,  car  on  peut  appliquer  alors  tout  ce  que  nous  avons  dit 
pour  le  travail  des  forces  de  liaison  dans  le  cas  de  liaisons  exprimées  par 


CHAPITRE    vue.    —    PRINCIPE    DES    VITEs(SBS    VIRTUELLES.      273 

des  égalités.  Mais  ce  fait  est  encore  vrai  quand  le  déplacement  réel  est  un 
déplacement  à^ inégalité  :  cela  tient  à  ce  que,  si  le  déplacement  réel  est 
un  déplacement  d'inégalité  pour  une  certaine  liaison,  la  force  de  liaison 
correspondante  est  nullej  son  travail  est  donc  nul. 

Par  exemple,  prenons  un  point  posé  sur  une  surface  qu'il  peut  quitter 
d'un  certain  coté  :  la  force  de  liaison  est  la  réaction  normale.  Si  le  point 
se  met  en  mouvement  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  point  glisse  sur  la  surface 
(déplacement  d'égalité),  et  alors  le  travail  de  la  réaction  c<^t  nul;  ou  bien 
il  quitte  la  surface  (déplacement  d'inégalité),  mais  alors  la  réaction  est 
nulle,  car  la  surface  ne  retient  pas  le  point  par  hypothèse;  le  travail  de  la 
réaction  est  donc  encore  nul.  De  même,  prenons  deux  points  liés  par  un 
(il  :  si  les  deux  points  sous  Faction  des  forces  qui  les  sollicitent  se  mettent 
en  mouvement,  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  fil  reste  tendu 
(égalité),  et  la  somme  des  travaux  des  tensions  est  nulle  (n**88);  ou  bien 
les  points  se  rapprochent  (inégalité);  mais  alors  le  (il  n'est  plus  tendu;  les 
tensions  s'annulent  et  leur  travail  est  encore  nul. 

En  résumé,  dans  le  déplucctnent  réel,  la  somme  des  travaux  des  forces 

de  liaison  est  nulle 

(?L=  o; 

on  a  donc,  d'après  (3),  pfiur  le  déplacement  réel 

Gi,  >o, 
ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Ainsi  la  condition  énoncée  est  nécessaire  et  suffisanle. 
On  pourrait  se  contenter  de  dire  :  Il  faut  et  il  sujfflt^  pour  Véquilibre, 
que  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  on  ait 

(4)  Go. 

Il  en   résulterait  forcément  que,  pour  les  déplacements  d'égalité,   on 

doit  avoir 

îTd  =  o. 

En  effet,  si  pour  un  déplacement  d'égalité  on  avait  t^u<o,  comme  le 
déplacement  opposé  est  aussi  compatible  avec  les  liaisons,  on  aurait, 
pour  ce  nouveau  déplacement  Cr„  >  o  et,  par  suite,  la  condition  (4)  ne  se- 
rait pas  remplie  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons. 

185.  Mise  en  équations.  —  Soient  des  points  assujettis  à  des  liaisons 
exprimées  par  des  égalités  et  des  inégalités  telles  que  (i)  et  (?. );  en  a|)|»e- 
lant  Xv,  Yv,  Zv  les  projections  de  la  résultante  des  forces  données  appli- 
quées au  point  (j"v7 /v>  ^y)j  pour  exprimer  qu'il  y  a  équilibre,  il  faut  écrire 
que  Ton  a 

(5)  2(\v  oj?v-i-  Yv87v-hZvûJv)$o 

pour  tous  les  déplacements  vérifiant  les  relations  (i)  et  (2). 

A.,  I.  18 
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On  commencera  par  écrire  que  la  somme  (5)  est  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements d'égalité,  c'est-à-dire  pour  les  déplacements  obtenus  en  éga- 
lant à  zéro  les  premiers  membres  des  relations  (i)  et  (2).  On  trouvera 
ainsi  un  certain  nombre  de  positions  d'équilibre,  par  les  méthodes  des 
n"*  171  et  177. 

Il  restera  ensuite  à  choisir,  parmi  les  positions  trouvées,  celles  qui  sont 
telles  que,  pour  tous  les  déplacements  d'inégalité,  la  somme  des  travaux 
des  forces  données  soit  nulle  ou  négative.  On  aura  ainsi  toutes  les  posi- 
tions d'équilibre  dans  lesquelles  toutes  les  liaisons  sont  réalisées. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  emploie  les  multiplicateurs  de  La- 
grange.  En  écrivant  que,  pour  tous  les  déplacements  d'égalité,  la  somme 
des  travaux  des  forces  appliquées  est  nulle,  on  a,  comme  au  n"  178,  les 
équations  nécessaires  d'équilibre  sous  la  forme 

^li)  <    Yy-h  Xj  Biv -T-.  . --r- X^^_|  B^^i^v-t-' • '-^  ^/i  l^//v  =  <>» 

\     tt^  -h  Aj  Ciy  -i-  .  .  .  -H  A^-f-i  Li^  +-I  ^y  -h  .  .  .  -1-   /./,  vj/zy  =   O, 
OÙ   V  =  I,   2,    .  .  .,    /l. 

Prenons  maintenant  une  position  d'équilibre  définie  par  ces  équations  : 
puurqu*elleconvienne,il  fautetilsuffitque  les  multiplicateurs  X^-^|,X^^i, ..., 
X/4  correspondant  aux  relations  (2)  soient  négatifs.  En  effet,  imprimons 
au  système  un  déplacement  d'inégalité  8.ry,  8^y,  osy  vérifiant  les  rela- 
tions (1)  et  (2);  en  calculant  la  somme  2(Xy82ry-h  Yy8^y-i-  Zy  ô-3y)  à  l'aide 
des  équations  (6)  on  voit  que  les  coefficients  de  Xi,  Xj,  ...,  X^  sont  nuls 
«u  vertu  des  relations  (i),  et  il  reste 

S  (   \y  0.ry  -+-    Yy   OJ'y  "h    Zy   O^y  ) 

=  —  ''A'-Hl(  A^-Hl,l  ^-^1-+-  l^é'-+-M  Vl"^  ^A't-J,!  ^-^1  -+-•••) 

(7)  \  — X^-Ht(  A^^.î.1  o.r|-4- ) 

—  X/,  (Aa,i  OJ71-4- ;. 

Cette  somme  (7)  doit  être  négative  pour  tous  les  déplacements  véri- 
fiant les  inégalités  (2),  c'est-à-dire  rendant  les  coefficients  de  — X^4.i, 
—  X^+2»  •  •  •>  —  ^h  négatifs  ou  nuls;  or,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  évi- 
demment que  X^^_|,  X^H_j,  ...,  "k/i  soient  négatifs. 

18G.  Exemple.  —  Cherchons  les  positions  d'équilibre  d'un  point  pe- 
5ant  m  attaché  à  un  point  fixe  O  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de 
longueur  /  et  posé  sur  la  surface  extérieure  d'un  cylindre  de  révolution 
horizontal  fixe. 

Prenons  comme  origine  le  point  0,  comme  axe  Oz  la  verticale  descen- 
dante (fig.  121),  comme  plan  des  zx  le  plan  de  section  droite  du  cy- 
lindre :  l'axe  dcs^  est  alors  horizontal. 
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La  Irace  du  cylindre  fixe  sur  le  plan  dos  jrz  est  un  cercle  de  rayon  K 
que  nous  supposerons  situé  tout  entier  dans  l'angle  xOz.  Nous  appelle- 
rons a  et  c  les  cuordonnéc:'  «lu  centre  C  de  ce  cercle;  nous  désignerun> 


O^ 


Fi;;,  iji, 


.T 


B 


A  s 


■     'A-  .C 


par  B  le  point  le  plii«  haut  du  cer<  !•■  •*!  nous  «u|»|>n<>crons  la  l<»ngueur/  du 
til  comprise  enlie  OH  et  la  IrmiMifur  de  la  lan^'cnle  menre  de  O  au  cercle  : 
de  celte  façon,  le  lil  ctdhl  it.-ndu.  1<!  |)oiiit  m  peut  reposer  sur  lu  surfint.* 
extérieure  du  c^lindrt.-. 

m 

Les  deux  Iiaison>  rl:«nt  >up|i<>'>«-i.">  irMli**'-!"».  ••n  ,i 


IH) 


I       r  —  fi  ^    -     Z  —  r    :—  U-==.>. 


Les  dépldcenienls  \iitut^U  compîitihles  .'i\t;i.-  In  prrniiiMC  li^iisun  «^oitt 
ceux  qui  laissent  iiivaridhi';  ou  {nul  «liniinucr  Va  di*>lance  <'//).  et  ceux  (jui 
sont  conipatihiea  d\i;«*  l.i  d>:ii\i<'rii«;  ««int  d'ux  rpji  Idi^^rciit  in\ari;ihl<:  it'i 
font  augmenter  I«j  di^taïKe  liii  poii.t  tu  .1  \'it\ti  «iii  cxliiidre 
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ou  en  dêxeloppaiil  et  r  li.iriL''.-'jnt.  I«rs  >i;:fi'--  pour  la  deij\i*:mc  inéjralit/; 
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r    \z     o. 


La  Mrul»:  f'^rC','  doniiri:  ''l'irit  le  |)oid-!  lOf:.  il  f-iul  et  il  «rUilll  jiour  l'éipii- 
libre  que.  le?  rondiii«»nr'    >  .  ».'1:itiI  ir.ili^i'c-.  i.iri  ;iit 
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//i  :;  '.  z 


o 


pour  tuu*  11.'-  «i«'|il  i'.enieiit'î  ^^^i. 

l'iiur  <^iiiiplifj'.i    !•:  calcul,  noii«  emploi'.Ton^  une  rnêtliode  qui  peut  é\i- 
dcuiniciit   «'iri:   ''ttfidiji.-  '.x\\  Cdt  p«:ncial.   ri«-non<)  comme  variables  auii- 
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liaircs  les  premiers  membres  des  relations  d'inégalité  (9)  en  posant 

!x  or  -i- y  oy  -^  z  oz  =  oX, 
—  (jc  —  a)  OX  —  {z  —  c)oz  =  0|jt, 

oX  et  8fx  étant  deux  quantités  infiniment  petites  arbitraires.  En  résolvant 
ces  deux  équations  par  rapport  à  ^x  et  8^,  nous  avons 

^        (c — 3 ^  SX  —  -3  ofjt  —  (c — ^)y^y 

fjX  =  '■ '■ y 

ex  —  az 

(^          (a  —  x)o'k  —  j?  ofx  —  (a  —  x)yoy 
OZ   =  ' ^—  • 
az  —  ex 

Pour  obtenir  le  déplacement  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons, 
on  pourra  prendre  oy,  oX  et  Ofi  arbitrairement  sous  les  conditions 

(i3)  0X^0,        ojjilo, 

qui  sont  les  conditions  (9)  écrites  avec  les  nouvelles  variables.  Pour  qu'il 
y  ait  équilibre,  il  faut,  d'après  Oo)^  que  mgoz  ou  oz  soit  négatif  ou  nul 
pour  tous  ces  déplacements. 

Prenons  d'abord  les  déplacements  d^égalité  8X  =  0,  8{i  =  o;  pour  qu'il 
y  ait  équilibre,  il  faut  que  mgZz^  c'est-à-dire  8^,  soit  nul  pour  tous  ces 
déplacements.  Or,  si  oX  et  Z\l  sont  nuls,  l'expression  (12)  de  Iz  devient 

^(a—x)yoy , 
az  —  ex        ' 

pour  qu'elle  soit  nulle  quel  que  soit  8/,  il  faut  et  il  suffit  que 

(a  — x)7  =  o. 

Cette  condition  nécessaire  de  l'équilibre  se  décompose  en  deux,  suivant 
que  le  facteur  jr  ou  le  facteur  (a  —  x)  est  nul.  Examinons  successivement 
ces  deux  cas. 

Premier  cas  :  y  =  o.  —  En  faisant  y  =  o  dans  les  équations  de  liai- 
son (8),  on  a  deux  relations 

(a:_a)t+(-_c)«=  R«, 

qui  donnent  deux  positions  d'équilibre,  les  points  A  et  A'  intersection  du 
cercle  de  base  du  cylindre  avec  le  cercle,  situé  dans  le  plan  des  xz  et  dé- 
crit de  0  comme  centre  avec  /  comme  rayon.  Appelons  x,  y^  z  les  coor- 
données d'une  de  ces  deux  positions  :  pour  voir  si  elle  convient,  donnons 
au  point  m,  à  partir  de  cette  position,  des  déplacements  d'inégalité,  c'est- 
à-dire  tels  que 

8X  ^  o,         8(jl£o; 

il  faut  que,  pour  tous  ces  déplacements,  le  travail  de  la  force  donnée  nig  oz 
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soil  négatif  ou  nul.  Or,  y  ôtant  nul,  Toxprcssion  (17)  de  03  devient 

.,  { ti  —  ./'  )  oÀ  —  r  o'i 

Ov        :     .        y 

HZ  —  r.r 

et  celle  expression  duil  être  nr^ative  ou  nulle  ipiand  oÀ  et  o{ji  sont  nr^a- 
tîf«i  ou  nuls. 

Or,  pour  la  position  A.  az  —  ex  »'»it  nrj^atif.  a  —  x  est  négatif  et  x  po- 
sitif; donc  03  est  négatif  pour  lus  (iéplut*enienls  d*iiiégalité  et  la  position  A 
convient. 

r*our  la  position  A',  a  z  —  rr,  «  —  x  et  x  sont  positifs  :  0;;  n'est  pas  né- 
gatif pour  toutes  les  valeur^  néfrativcs  ou  nulles  de  oXelo,'!:  par  exemple. 
en  faisant  oX  =  o  et  oti  •::^  o,  on  tniuvt'  oc  positif;  la  position  .-V  ne  er)nvient 
pas.  Ce  fait  est  évident,  car  le  pniiit  m  étant  posé  sur  la  surface  <lii  cy- 
lindre en  A'  tombera  évideninient. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  niainlenant  j*  =  </  :  la  deuxième  des 
équations  de  liaison  (8)  <lonne  alors 

z  -   r  ^-r  U. 

ce  qui  montre  fjuc  les  po>iiions  clierrhées  sont  sur  la  génératrice  la  plus 
haute  z~c  —  H  ou  la  plus  l)as>f  c  —  c -h  H  du  rylimlre.  D'après  la  pre- 
mière équation  (8),  elle^  sont  à  l'intcrsTclicin  de  ces  génératrices  et  de  la 
sphère  décrite  de  O  cniuino  centre  axM*  /  comme  rayon.  Cetlt?  .spliére 
coupe  la  génératriciî  ««iipérieure  \\{z  ~- c  —  [\  )  en  druv  points  symétriques 
par  rapport  au  plan  des  zx^  E  et  1'^;  elle  ne  coupe  pas  la  g^'-nératrice  infé- 
rieure (5  =  c  -T-  K).  Noyons  »îi  l'un»*  de  ce.s  j)ositions  K  ou  K'  convient.  Les 
coordr»nnées  d'une  di*  ees  po^^iiiitu^  «innt 

(||)  X  ^  fi,         y     (►,         z --=  c — H. 

Il  faut,  pour  que  celle  pusilion  rr)n\irMue,  que  I'imi  ait 

/>U'  '^-     o 

pour  tous  les  déplacements  d'inégalité. 

Or.  la  valeur  (  I»)  <le  Zz  e>t  artutdiement,  d'après  les  coordonnées  (i  j) 
de  la  position  considérée, 


r    -     ■    -  '  —  ' 


(tz  —  c.r         II 
Tous  les  déplacements  d'inégalité 

O'X  '    o 


t 


donnent  pour  oz  une  valeur  négalivi;  ou  nulle;  les  <leux  positions  E  et  li' 
conviennent  donc. 


^'y  #'*-''. «î#t?   *..r*  ?     —  *^*'iii'î. 


^^/    iA^Wi9ê^  tFMpfim^m  yMt  44)#  iiKfpidlés  90a»  lonne  fine.  —  I^s^ 

Ui  h*iHti'fft%  y9h^A^*$i\  9^fn%  *»^/<m  ♦^j^j^  le*  (atf^vsr!^  e^^^.'ei  far  d<* 
t  iJtS^ili .  w**#t  ^^/^t  ;i^^//fi^t  »<i^f^/^  Je*  îl>év>»f  r«fait**^<:i  <4*  t<M-  l»eoa  qw-e 

t\'^t^H)\t\tf*  t\HU%  U«/jM^M^«  f//wf>r*  le*  VtsBt\^ftÈS  *ool  réalb^e*. 

O^»  ^Kttttf4il  \tttn*'t  titt  \tfoSt\*-ftt0:  \$\t3%  ^>^néral.  delà  façoo  «aÎTjnte  : 
Uttrtuntnhn  tU-it  ^foittik  i$^tijf,Ut%  k  de*  lfaîv>Dft  dont  les  ânes  5>i(.pnment 

I^M  >y  n\Hiinh%  iV^^itSUM  t'.tt  ifrmr,%  fini* 

(:;•":••• ;-;■•: 

iM  lii«  iitthi>*  |iMi  A       ;^  rrliilinriM  «l'iri/^^ulilé  en  termes  finis 

,/Vi  l^'h  .»  I.  5».    •'•|»/ff5,,    ...,    ^,n   Vn,  ^n)sif>y 


I     I     I     t     I     I     I 


.6i        (    'h  .»'!.   J| ^     r,,^  J^„,  Z„)      O, 

I  I'  jimltlOiMo  ilo  hiMiMM'  loulrn  Ioh  po««itionH  d'équilibre  du  système  sous 
r<^«  Mt«u  (lo  luii'^v  (loiiih^^A  Ao  il(^ooiupo!to  alors  en  plusieurs  autres  de  la 
Hi^hn»*  »lo  oiMis  nMo  miu«  vimum»*  »Ic  naitor. 

Nom*  «hiou*»  pou»'  tiJM't^^f^rt  tpio  la  liaison  Z^+i  est  réalisée  quand  le 
*\»h^H\»^  *»*»  \\A\\n  un<^  po«i)ioii  où  la  fond  ion 

^^%»  Hh)/»*x  U  l<i*^i*ou/^»  I  n\^»ï  p**  i^mi««^e  quAnd  le  système  est  dans  une 
psNM^\^N^  \Ni\  o^Mh^  l'o^^oHoM  x^^nlio  riw<c»»/<V  de  liaison  i^iG^ 


f 


,  \  •      o. 


CHAPITRE    VIII.    —    PRINCIPE    DES    VITESRKS    VIRTUELLES.      -779 

D«  même  pour  les  antres  liai^^ons 

J  fT  i  t,       •  .  •  »     y/|. 

Les  diverses  positions  d'ôquilibre  «lu  système  se  classenlf€lors  comme  il 
suit  : 

I*  Il  pourra  d'abord  exister  des  positions  d^'^quilibre  dans  lesqu«'lle» 
toutes  les  liaisonsy^r».j,y^,t.j,  ...//,  sont  n'aliséi^s,  les  drplîicomonls  eom- 
patibles  avec  les  liaisons  lai'^sant  les  fonctions  /i,.A,  "-^fg  nulles  et  les 
fonctions y^^-if/^t s*  .•.»//!  nulles  nu  ncffadves.  Dans  ces  conditions,  un 
déplacement  compatible'  avec  les  liaison^  vcriHe  les  y^  é«:alitcs 

cl  \es  h  —  j^  iné<|:alités 

Les  positions  d'équilibre  de  cette  nature  sont  précisément  celles  que 
fournit  la  méthode  du  n"  18i. 

a*  Il  pourra  ensuite  exister  des  po«iti()n<i  d*équilil)re  dans  lesquelles  une 
des  liaisons  (iG)  n'est  pas  réali^^ée,  le^  antres  Tétant.  Var  exemple  on 
pourra  chercher  des  po>iiii)ns  iUiwi  lesquelles 

avec 

(17)  /^'i—  '^  /a"1~<' /// ~  •>• 

On  aura  encore  un  problème  comme  celui  du  n"  18 i,  dans  lequel  K's 
liaisons  réalisées  sont  les  liaisons  (i5)  et  les  liaisons  (17),  les  déplac':- 
menls  compatibles  vérifiant  les  égalités 

o/"i  —  o.         o/'î  -  o,         ....         o/^jr  —  o 

et  les  inégalités 

Seulement,  parmi  les  po^^itions  d'équilibre  de  ce  système,  il  faudra 
prendre  seulement  celles  qui  vérifient  la  condition 

/*..  (  1   ^  o. 

3*  Il  pourra  de  même  exister  des  po>iliuns  d'équilibre  dans  lesquelb^ 
2,  3  ou,  en  général,  p  des  liaisons  (iG)  ne  sont  pas  réalisées,  par  cxemjde, 

les  autres  étant  réalisées 


a80  DEUXIÈME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

Les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  vérifient  les  éga- 
lités (i5)  et  les  inégalités 

On  trouvera  les  positions  par  la  méthode. du  n"  18i,  sans  se  préoccuper 
d'abord  des  conditions  (i8).  Parmi  les  positions  trouvées,  il  ne  faudra 
conserver  que  celles  qui  vérifient  les  inégalités  (i 8). 

4°  Enfin,  il  pourra  exister  des  positions  d'équilibre  dans  lesquelles 
aucune  des  liaisons y^^-i,  fg-^i,  ...,//,  n'est  réalisée.  On  les  trouvera  en 
cherchant  les  positions  d'équilibre  du  système  assujetti  aux  seules  liai- 
sons (l5).  Mais  il  ne  faudra  conserver,  parmi  les  positions  trouvées,  que 
celles  qui  vérifient  les  inégalités 

fg^x  <  o»        //r+î  <  »»         •  •  •  T        //*  <  o. 

Exemple,  —  Ainsi,  dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  nous  avons 
trouvé  les  positions  d'équilibre  du  point  m,  en  supposant  le  fil  tendu  et  le 
point  m  sur  la  surface  extérieure  du  cylindre,  c'est-à-dire  en  supposant 
réalisées  les  deux  liaisons 

x^ -^ y^ -\-  z"^  —  /*=  o, 
{x  -  a)ï-f-(5-  c)«— R»=o. 

On  pourrait  chercher  plus  généralement  les  positions  pour  lesquelles 

Alors,  on  aurait  d'abord  à  prendre  les  deux  signes  =,  ce  qui  donne  les 
positions  déjà  trouvées. 

Puis  on  aurait  à  chercher  les  positions  dans  lesquelles 

x^  -+-  r*  -h  -«'—/*<  o, 

(a:  — a)«-+-(5  — c)*— U2=o, 

r'est-à-dire   dans   lesquelles   le    fil  n'est  pas  tendu,   mais  le  point  sur  le 
cylindre;  on  trouverait,  comme  positions  possibles,  tous  les  points  de  la 
génératrice  B  situés  entre  les  positions  trouvées  plus  haut  E  et  E'. 
On  aurait  de  même  à  chercher  les  positions  dans  lesquelles 

or*  -+-  ^*  -+-  -s*  —  /*  =  o, 

le  fil  est  alors  tendu,  mais  le  point  hors  du  cylindre.  On  trouverait  évi- 
demment la  position  d'équilibre  du  fil  à  plomb. 
Enfin,  il  resterait  à  chercher  les  positions  pour  lesquelles 

x't  H-  ^.1  -h  >5'  -  /*  <  o, 
(.r  —  a)2-h  (;5  —  c)î—  R'>  o; 
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le  fi]  n'est  pas  tendu  et  le  point  est  hors  du  r>lindre;  il  n'existe  pa«  de 
telles  positions. 

EXERCICES. 

I.  Vérifier  que,  si  deux  ptHiils  M(j^,_v,  s)  ri  .M'(  x',  v',  j')  d'un  système  sont 
reliés  par  un  fd  inrxtrnsililc  et  sans  iiia^iM!  piis<.«iiii  sur  uno  cmirlic  C,  la  soniinr 
des  travaux  des  forces  de  liiii<on>  (  iciisinii*i  ihi  lit  aux  points  M  el  M')  e-^l  nullr 
pour  un  déplacement  comftiitihio  d\rr  K-s  liiiiMins. 

{  iiéponte,  —  Appolanl  \{ayh,  c)  \v  [Mijni  où  \c  iil  s'appuie  sur  la  courbe,  cl 
T  la  valeur  de  la  tension.  (|ui  est  la  iiM^iiir  luiit  \v  Ion};  du  Iil,  on  a,  aprrs  n^duc- 
lîon,  pour  la  soninic  des  travaux  des  tension^  a^'issunt  sur  1rs  points  M  el  M\ 

^Li"AM     ^-\M      '""*'      \M     ■         \M      '''''■■(     VM  \^^)'■^^\■ 

cV#l-à-dire  zrro,  rjir  rrîûiH-nl  ds  du  lil  ''an>  iiia^^r  qui  se  IrouNr  rn  A  rtant 
en  cquilibrr  mius  l'aiiimi  i\r>  <ii-u\  liii>iiiii**  aux  i-xtrrinih:»  d<'  l'Ct  rléuirnt  vi 
de  la  réaition  uoriiiule  dr  la  cimiiIic.  wli*'  ri-a<'li«>n  est  l>i>sr(iii<-i>  de  l'an^^lf 
M.VM.) 

2-  Vérifier  le  nn>ine  fait   >i    le»  «Inix  |M.ifii«»  M  ri  M'  nont  rcli'''»»  par  un  fd  san«« 
niasse  glîs»i>nt  >ans  fii»l(rrio'nt  >ur  iiih-  suit'.Kc  li\r  S. 

[  Le  fil  se  di<pos<>  suivant  uni-  pjihi-  rriiili;:iir   M  \.  pui<  <>nr  l.i  «-iirrarr  S  sui- 
vant   une   lignr  {:i-o(U*>iiiiuf    \  \'   ri   cnlin    oiii^ant   une  p.irlii;  rertili;;nr  A'.M';  la 
tension   du   lil   a   tout  li-   jon^  «lu   lil    un^'  iiiOiik-  \ulrnr  T  :  rr>  prop:  ii-i<''s  tien- 
nent  à  ce  qur,  le  iil  t'ianl  ^an-  niao<>c,  lc«>  fiin-rs  qui  lui  '•^••nl  .ippliipi('i-<  s<^  tout 
équilibre.   Aj-pf'lanl   (^/,/'.  •■;   ri    \a\li\c')   !«■>  ri.i.rdiiiiin;i-«.  <li.'>  puiiu?  A  ri  A. 

on  a 

M  \    .   i.r<   V  V       \   M        1  '»ri-l. 

Si  l'on  imprime  au  s\*<trrii(.'  un  ih'-placi'iiicut  virtuel  coinpalilile  avcr  li-<  Ii.ii>iin^. 
on  amène  l'arc  A  \'  en  .\,  A'|,  rt.  on  r'*'<a\anl  de  vérilii-r  que  la  somme  do  liavtiux 
des  tensions  en  M  et  M'  ol  nulle,  mi  arrive  à  la  relation  ^l'uniéiriiiue 


C.iieA\'  W     ..-\     \\      :      \     \      i.-\:    \     \     -  ■■, 

I  I  - 

exprimant  une  propiiétr  di.*>  li;:ne'>  ^l'iKli^iquc»  d'une  suif.ice.  ^  ICxen  ire  à  la  lin 
du  Chapitre  prcecdenl.  dans  le  •m>  f      1.  j 

3.  Un  disque,  liniittr  par  une  enuilie  <..  m-  nM-ut  dans  un  pian  :  un  fil  >an«> 
nasse  attache  en  un  fioini  M  du  rontoiir  <!  du  di>i|ue  i>t  enrouli*  sur  le  disque. 
puis  tendu  jusqu'en  un  point  M'  du  <>\xti'-nir  (»ii  il  i--t  atlaelie.  Xêrilîerque.  pour 
vn  déplacement  conipatibk*  avec  lette  li.ii«<.>n.  la  ï<>inme  des  travaux  des  forcit 
de  liaison  est  nulle. 

(11  suffît  de  rcmar-iuer  i]ue  la  liai*«in  rentre  dans  une  dr<.  liai^^'inv  i'\,irniio'-0'> 
dans  le  texte,  car  le  piunl  M'  e^t  a-^oup-lti  .i  l'Iis^.-r  ^.ms  frotlerneni  sur  une  di-s 
développante»  de  la  i  oui  lie  C;  on  prui  au-^^i  r'-pi'h-r  le  lais'Hinemenl  de  la 
page  iîo.) 


■    f  T"'-'^": -i"  '■"■  t-'»^-'       in*-a.w    '-.r^rs:    t'ii    3>^-t.in    û  non  a    laf 

•  ^n     -r    -A>i-VF    «nr   4na    i^î    il    9bti^    t.is.?    iii»!»iT-:.,t    i^   l.wjiwir*:   .:< 
>.aifwt    •n^-nr    j-,-^    ub-    M.T»   nj«(B  .>s    ■  -       ,-,---    n"*,  Manjji  .„ 

1-..    jftTV    «iVî  y^iu:.   «'«wMlc  M  ir*»  ■isiriir»  *st  l«t  .!«»   ci^isdrrs.    U 

'.  f'rinrip*  (/«  OTf/irinifAi  rf^/a  vimme  des  carrét  dei  dUtajK<ri  ■  M.isirï  -1 
''*'-.*».  Journai  dt  Cr^iU.  [.(,._  Sm,  q,  ,,.teine  de  p>iDf.  MM  M 

.'-M^.M  ^«  ^,  (-,,e«  P^.  K.  . . . .  p..  U  .j„eo.e  êUM  e- é^,.lib«;  d»«"le,  po^i! 

•  >*(n*  ^  m_,  .„,  nt^im  let  f»tv^*  visl  p.,  p. p^.  prcoost.  i  p«rlir<lD  poial  m,, 

•nt  U  4,t>.^U',H  4t  t»  fc^ee  />,.  odc  Inagntot  ^707  ê2*Ie  i  Ç  .  ^  partir  de  m.  fur 
r-  ^.r«-li/.r,  de  y.,  ane  l'.n(neor  m.n.  rgalc  à  ^=,  ...,  i  J^j^ojat  „n,  contante 

diff'ffnte  dr  i^fi,,  0>ntJdi^raDl  eaauiic  bbc  position  quelconque  M„  M ,  M   du 

«y«t*wie.  (^.w,n.  .g.f  «of  te*  poipl»  M,.  M,.  .■..  M.  de» forces  Pj.  P.. ...,  p;  dirigée* 
.'.r^'l..^m«Bl.oir,nllMdroiM^S77ï;.S;ô:,....M7ô.eté.>l«i*iŒ 
XM,0,.S-,.„  I  ..„..^  ^r  .„  n.,.>velle*  f«ree*,  ]e  sysléme  e,t  encore  eo  équilibn: 

,,!"',.     '"""'.'•""*"'"  '""  "•= *"..  "'  dan»  celle  position  spéciale  tes  force, 

l'„  I',,  . .  -,  P„  r-,rftfiidenl  a.ec  /»„  y)„  . . .,  p,.  Comme  le  nouveau  sjstéme  de 
'"'"'  '"i-  •').  ■■■<  Va  dérive  de  lï  fonction  de»  forces 

I.  ■-^''ïï^'   5rï7/--...-M;;7r'). 

'in  toil  i[uf:  la  position  d'éifui libre  Eiinsidvrce  rend  celle  fonction  maximum  ou 
niiniiiiMm  en  (■'néral.  e|  qoe,  dan.  tous  f«  cas, la  variation  de  la  fooction  U  s'an- 
nule pour  reltir  po«ilion  dVquilihrc. 

fCn  appliquant  ce  tlti-itri^riie  au  cas  le  plus  simple,  on  voit  que,  si  un  point  m 
"i  r;,  .'quiliiire  »ou.  l'action  de  trois  forces  ^.  ^.  1^,  celle  position 
■l'quillliri:  e,i  la  poniiion  dti  point  M  pour  laquelle  la  somme 


irUnHlc  (),( 


c  propriété  bien  connue  du  centre  de  gravité  du 


T.  Kn  Ki'n'lral,  con*iil.tri>ns  un  sysl«me  de  points  matériels  M,(jr„^„«  ) 
".''lJ-..  «,).  ■■.,  M.{x.,^.,..)  a«ujetlis  i,  des  liaisons  données  indépen- 
.fnr.I«  d„   le,,,,,,  et  -olliriié,  par  dr,  force,  directement  appliquée.,  le  point  M, 


»iiiuppn9ons,pour9implirier,réduiie!àunefurce  P,(X,,Y  7.) 
le  po  ni  M,  par  .me  force  P,(X„  ï,.?.,)  ....  Soit,  pour  ce  système,  une  position 
iNluillhro  d,«ler,,.in.<e  ,lun.  laquelle  le,  point.  M,.  M, m.  occupent  des  po- 
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silions  déterminées  m,,  m,,  ...^  m„  de  coordonnées  (flp^pC,),  («3.62,02),  ..., 
(^ii«  *iif  ^«)f  *cs  forces  correspondantes  étant  des  forces  déterminées/?,,  /?,,  ...,/>„ 
de  projections  respectives  (AplJpC,),  (A,,  Bj,  Cj),  ...,  (  A„,  B„,  C„  ). 

Formons  une  fonction  U  de  Xp  ^'^  5,;  aTj*  ^'2»  ^2»  •  •  •»  ^«1  .>'«'  ■'n  ^""^  **^*  ^^'~ 

rivées  partielles  -r — »  -— >  -r—  prennent  les  valeurs  ^V-,  B,,    C,  (1  =  1,2,  ...,/0 

Ox-    0}\    oz- 

quand  le  système  est  dans  la  position  d'é(|uilibre  considérée,  c'est-à-dire  quand 
les  coordonnées  x,,  y^,  z^  ;  x.^  y^^  z^;  . . .;  x^^y^y  z^  prennent  les  valeurs  «,.  /;,, 
Ci'y  ^2»  *3»  <^:î  •••*•  ^«'  ^ni  ^n'  ^^  luéme  systcmc,  sollicité  |)ar  des  forces  PJ,  1*',,  ..., 
Vn  dérivant  de  la  fonction  des  forces  U,  sera  encore  en  équilibre  dans  la  même 
position  /iip  m^y  ...,  m^,  car,  ilans  cette  position,  les  forces  I*',,  P,»  •••'  ^«  coïn- 
cident avec /;p  z?,,  •  •'iPn-  I^onc  la  fonction  U  est  en  général  maximum  ou  mi- 
nimum pour  cette  position  d'équilibre  et«  dans  tous  les  cas,  sa  variation  s'annule 
pour  cette  position. 

8.  Un  double  cône  pesant  formé  par  la  réunion  de  deux  concs  égaux  accolés  par 
la  base  est  posé  sur  deux  droites  qui  se  rencontrent  et  sont  également  inclinées 
sur  rhorizon,  de  façon  que  le  centre  de  gravité  du  cùne  se  trouve  dans  le  plan 
vertical  de  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  droites.  Condition  d'équilibre  (sys- 
tème pesant,  û^  r=  o). 

Géométriquement,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité et  les  deux  points  de  contact  du  cône  avec  les  droites  soit  vertical,  ou  enctuc 
que  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  cônes,  aux  points  de  contact,  soit 
horizontale. 

Analytiquement,  m  désignant  le  demi-angle  aux  sommets  des  cônes,  a  l'incli- 
naison du  plan  des  deux  droites  sur  l'horizon  et  ^  la  moitié  de  l'angle  des  plans 
verticaux  menés  par  ces  deux  droites,  on  a  la  condition  langx  —  tang/ii  tang  ?. 

(II.  Fleitry,  Annales  de  Mathématiques,  i85'|.) 

9.  Comme  application  de  ce  fait,  que  l'on  obtient  l'équilibre  d'un  système  pe- 
sant, en  écrivant  que  lu  variation  de  la  hauteur  G  du  centre  de  gravité  est  nulle, 
démontrer  que  la  surface  libre  d'un  liquide  pesant  en  équilibre  doit  être  horizon- 
tale. (  Voyez  t.  III,  Hydrostatique.  ) 

10.  Si  les  trois  points  mp  m,,  m^  sont  liés  de  telle  façon  que  l'aire  du  triangle 
mp  m,,  m^  soit  constante  et  si  trois  forces  P,,  Pj,  Pj  agissent  sur  ces  points,  il 
faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre  que  ces  forces  soient  perpendiculaires  et  propor- 
tionnelles aux  côtés  opposés  du  triangle. 

Si  quatre  points  sont  liés  de  telle  façon  que  le  volume  du  tétraèdre  dont  ils 
sont  les  sommets  reste  constant,  et  si  quatre  forces  agissent  sur  ces  points,  il  faut 
et  il  suffit  pour  Téquilibi-c  qu'elles  soient  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux 
faces  opposées  du  tétraèdre.  (C.  Neuman.n.) 

11.  Dans  un  plan  vertical,  une  barre  homogène  pesante  ()A  est  mobile  autour 
d'une  extrémité  O  qui  est  fixe  :  un  lil  est  attaché  en  A,  passe  sur  une  poulie  inli- 
niment  petite  B  située  sur  la  verticale  de  O  et  porte  à  son  extrémité  un  contre- 
poids Q  glissant  sans  frottement  sur  une  courbe  C  dans  le  même  plan  vertical. 

Que  doit  être  cette  courbe  pour  que  le  système  soit  en  équilibre  indilTérent  ? 
(Pont-levis  de  Bélidor.  ) 

[Il  faut  que  le  centre  de  gravité  du  système  se  déplace  horizontalement  : 
prenant  B  pour  origine,  on  trouve  une  équation  en  coordonnées   polaires  de  la 
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forme  r'— r(a -h  ô  cos6)  +  c  =  o.   Ovale  de    Descartes;  dans  un  cas   particu- 
lier, c  =  Oy  limaçon  de  Pascal.] 

12.  Même  question  en  supposant  que  la  courbe  C  passe  par  B  et  que  le  fil,  au 
lieu  d'être  tendu  en  ligne  droite,  soit  tendu  sur  la  courbe  (cycloïde). 

13.  Position  d'équilibre  d'une  barre  homogène  pesante  de  longueur  2a  siluéo 
dans  un  plan  vertical,  s'appuyant  d'une  part  sur  un  point  fixe  O  le  long  duquel 
elle  peut  glisser  et,  d'autre  part,  par  une  extrémité  A  contre  un  mur  vertical. 

(ûÇ  =  o.  Le  point  O  étant  à  une  distance  b  du  mur,  on  trouve  pour  réquilibic 

OA  =  \^ab'^j  quantité  qui  doit  être  inférieure  à  a.) 


14.  Une  tige  homogène  pesante  AP  de  longueur  a  a  repose,  d'une  pari,  sur  lo 
bord  d'une  demi-circonférence  de  diamètre  s  H  horizontal  et,  d'autre  part,  sur  le 

fond  delà  demi-circonférence  par  une  extrémité.  Équilibre.  (L'inclinaison  idela 

barre    est  donnée  p.ir  4^^  cos^' -- ûe  cosi  —  2  R  =  o  ;  pour  la  possibilité   il   faut 


«>f> 


15.  Dans  un  plan  vertical  on  trace  deux  courbes  fixes  C  et  C  :  deux  points 
matériels  pesants  de  masses  m  et  m'  glissent  sans  frottement  sur  ces  courbes  et 
sont  rattachés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  passant  sur  une 
poulie  infiniment  petite  O.  L'une  de  ces  courbes  étant  donnée,  que  doit  être  l'autre 
pour  que  l'équilibre  soit  indiirércnt?  Prenant  un  axe  polaire  horizontal,  il  faut  et 
il  suffit  que 

m  Om  sin6  -+-  m'O/n'  sin6'=  consl. 

16.  On  considère  deux  tiges  pesantes  homogènes  égales  AB  et  AC  articulées  en 
A  et  on  les  place  tangentiellemcnt  à  un  cercle  dans  un  plan  vertical,  de  telle 
façon  que  le  point  A  se  trouve  sur  la  verticale  du  centre.   Positions  d'équilibre. 

(2/  étant  la  longueur  des  barres,  a  leur  inclinaison  sur  l'horizon,  R  le  rayon 
du  cercle,  on  a  tang*'a  +  tanga—  —  =  o;  une  position;  est-elle  stable?] 

17.  Un  triangle  isoscèle  homogène  pesant,  dont  les  côtés  égaux  ont  une  longueur 
a  et  la  hauteur  la  valeur  A,  est  placé  dans  une  sphère  de  façon  que  ses  trois  som- 
mets reposent  sur  la  surface  sphérique.  Positions  d'équilibre  (Wrighley). 

18.  Un  triangle  équilatéral  homogène  pesant  ABC  se  trouve  dans  un  plan  ver- 
tital  :  un  de  ses  sommets  A  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  droite 
verticale  Ox,  et  le  milieu  M  du  côté  AB  est  attaché  à  un  point  (ïxc  O  de  celte 
droite  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse. 

Positions  d'équilibre.  Stabilité.  Kn  appelant  a  l'angle  de  OM  avec  Oxy  on  est 
ramené  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  sinfa-h  J  )   • 

19.  Un  disque  elliptique  homogène  pesant,  situé  dans  un  plan  vertical,  est  tan- 
gent à  un  axe  horizontal  sur  lequel  il  peut  glisser  sans  frottement  :  sur  le  con- 
tour du  disque  est  enroulé  un  fil  portant  à  son  extrémité  un  poids  donné.  Posi- 
tions d'équilibre  du  système.  (On  peut  ramener  le  problème  à  celui-ci  :  mener  à 
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ane  ellipse  une  tangrntc  cl  une  norinulc  puralldcs  telles  que  le  rapport  de  leurs 
diitances  au  ccnlre  soil  donuc.  ) 

20.  Une  plaque  honio^«':nc  pcsuiito,  siluéc  dans  un  plan  verlical  VUCDE,  a  la 
forme  suiTanie  :  AR  est  une  droite  horizontale  de  longueur  j:*,  UC  une  vcriit^aii*. 
de  longueur  b,  CD  une  horizontale  de  longui'ur  r,  moindre  <|ue  x,  {}E  un  arc 
d'une  courbe  iodéfinie  inconnue  r  partant  du  point  I)  et  s'«':lcvant  au-dessus 
de  CD,  du  cùlé  du  point  A,  eiilin  \\\.  rst  une  droite  verticale.  La  plaque  peut 
tourner  librement  autour  du  point  B  supposé  fixe  :  elle  est  soumise  à  son  poids 
et  A  une  force  horizontale  donnée  F  appliquée  en  K.  Quelle  doit  être  la  forme  de 
la  courbe  V  pour  que  l'étjuiliUrt^  ail  lieu,  i|u«*lle  que  soit  la  position  de  l'ordonnéi^ 
limite  EA,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  valeur  de  jr,  b  et  c  étant  ro^ardés  ctminie 
constants?  (  Ki;iiiimann.) 

En  prenant  des  axes  coordonnés  d'origine   I>,   Tun  horizontal,  l'autre  vertical, 


—   ♦-  r  j- 


on  trouve  ^ -h  ^  =  be^  pour  équation  de  la  couihe. 

21.  Trouver  les  courbes  telles  (|u'unc  chaîne  honio^cne  pesante  de  loiif;ueur  / 
glissant  sur  une  de  ces  courbes  soit  en  étfuilibre  dans  toutes  les  positions. 

Béponse,  —  Si  l'on  prend  un  axe  verlical  Oc  et  si  Ton  désigne  par/(i)  une 
fonction  périodique  de  période  /,  il  faut  et  il  suflit  que  la  relation  entre  le  z  d'un 
point  de  la  courbe  et  l'are  s  soit  z  --■  /' {s),  f  étant  la  dérivée  de  /.  Ainsi,  on 

pourra  prendre  s  =a  sin  -  - .'—  «  <>u  A  est  un  entier. 

22.  On  donne  une  droite  verticale  Oit,  diri;;éc  vers  le  haut,  et  deux  (ifjçes  non 
pesantes  BD  et  OC  articulées  en  un  point  C  siiué  entre  H  et  f )  ;  la  tige  OC  tournu 
autour  du  point  O  et  Textrémiié  B  de  (tl>  Klis.te  sans  frottement  sur  la  droite 
fixe  OB  Au  point  D  est  su'^|)endii  un  poid<;  trouver  les  ptisition;»  d'é(|uilibre.  Dans 
quel  cas  l'équilibre  e>t-il  iii>lil1érent  ? 

23.  Six  tiges  égales  honio;;énes  pesantes,  de  poids  />,  sont  arlirulées  à  leurs 
extrémités,  de  fiiçon  à  former  un  hexagone  situé  ilans  un  plan  veitiral  ayant  S'ui 
côté  supérieur  AB  horizontal  et  fi.re,  et  les  autres  côiés  symétriquement  placés 
par  rapport  à  la  vtTticale  du  milieu  de  AB. 

Quelle  force  verticale  V  faut-il  appliipier  au  Diili<>u  du  côté  horizontal,  opposé 
à  AB,  pour  maintenir  le  système  en  étiuilibrc?  (F  -:  3/>.) 

2i.  Corps  solide  avec  5  t/r<^rcs  île  lil/ertc.  —  La  position  il'un  corps  solide  libie 
dans  l'espace  dépend  de  six  f)a ra mètres  (n"*  l8-^»)>  Si  l'on  établit  une  relation  entre 
ces  six  paramètres,  le  <*orp>  n'a  plus  que  cinq  degrés  de  liberté  et  sa  position  dépend 
de  cinq  paramètres  //,,  y^,  ■..,  7^.  Le  t^orps  étant  alors  placé  dans  une  positioii 
déterminée,  diMnontrer  ({iie  tous  les  déplaeemenls  virtuels  compatibles  avec  la 
liaison  imposée  au  corps  sont  assujettis  à  reni|)lir  la  condition  géométrique  siii 
vante:  il  existe  une  droite  fixe  D  telle  que  la  projeiiion  >ur  celte  droite  de  la 
vitesse  de  translation  im|)riméc  à  un  point  déterminé  du  cor[)s  soit  dans  un  rap- 
port constant  avec  la  projection  sur  le  même  axe  de  la  rotation  instantanée 
imprimée  au  corps.  (On  remar<|ue  que  les  coordonnées 0:0,^,,  c^d'un  point  déter- 
miné O  du  corps  et  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  les  arùlcs  Oj7,  O^r»  Oc 
d'un  triédre  trirectangle  lié  au  corps  avec  des  axes  fixes  0,a:,,^,,z,  (n*>5l) 
sont  des  fonctions  des  cinq  paramètres  q^.  Supposant  qu'on  fasse  subir  à  ces 


'?.S6  DEUXIÈME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

paramètres  des  variatioas  arbitraires  ùq^^  Iq^,  ...,  Iq^  pendant  le  temps  5/,  les 

projections  V^,  Vj,  V^  de  la  vitesse  virtuelle  du  point  O  sur  les  axes  Ox,y^  z 
et  les  composantes  p,  q^  r  de  la  rotation  inslantunéc  virtuelle  suivant  les  mêmes 

axes  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  -/^» -/-»  •••»  -^»    L'élimi- 

nation  de  ces  cinq  quantités  arbitraires  fournira  entre  les  six  quantités  V^^ 
V?>  ^zj  P'  7>  f  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  fonctions  de  q^, 
Hii  •••»  ^i-  L'interprétation  de  cette  relation  donne  le  théorème  énoncé.  On  trouve 
dans  le  Treatise  of  natural  Philosophyf  de  T.\it  et  Thomson,  n«'201,  la  descrip- 
tion d'un  mécanisme  permettant  de  réaliser  ce  genre  de  liaison.) 
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NOTIOiNS  SUR  LE  FROTTEMENT. 


188.  Généralités.  —  Jusqirà  présent,  nous  avons  considéré  les 
corps  solides  comme  parfaitement  rigides  et  parfaitement  polis, 
et  nous  avons  admis  que,  si  deux  corps  en  repos  ou  en  mouvement 
sont  en  contact  par  un  point  et  peuvent  glisser  Tun  sur  Tautre, 
leur  action  mutuelle  est  normale  au  plan  tangent  commun  en  ce 
point. 

Cetle  hypothèse  est  contraire  à  Texpérience  :  les  solides  natu- 
rels ne  sont  ni  parfaitement  rigides  ni  parfaitement  polis.  Quand 
deux  solides  naturels  sont  en  contact,  le  contact  n'a  jamais  lieu 
en  un  point  unique;  les  deux  corps  subissent  des  déformations, 
gt'néralement  très  petites,  qui  les  mettent  en  contact  suivant  une 
petite  portion  de  surface  :  ces  déformations,  permanentes  si  les 
corps  sont  en  équilibre,  sont  variables  quand  les  corps  glissent 
Tun  sur  Tautrc;  il  se  produit  alors  des  vibrations  moléculaires  et 
il  se  développe  également  de  la  chaleur  ou  de  Télectricité,  dont  la 
production  absorbe  une  partie  du  travail  des  forces  motrices. 

On  peut  introduire  ces  phénomènes  compliqués  dans  le  calcul, 
en  supposant  qu'à  la  réaction  normale  se  joignent  une  force  tan- 
gentielle  et  des  couples  définis  comme  il  suit. 

Imaginons  deux,  corps  solides  mobiles  {^fig*  122)  A  et  Ben  con- 
tact :  soit  m  un  point  du  corps  A  en  contact  avec  le  corps  B.  Comme 
nous  Pavons  vu  dans  le  n°  57,  les  vitesses  relatives  des  différents 
points  du  corps  A  par  rapport  au  corps  B,  regardé  comme  immo- 
bile, sont  les  mêmes  que  si  le  corps  A  était  animé  :  i*'  d'une  vitesse 
de  translation  identique  à  la  vitesse  relative  V^  du  point  //t,  vitesse 
située  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  des  corps 
en  m  et  appelée  glissement;  2°  d'une  rotation  instantanée  w  autour 
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d'un  axe  passant  par  m  ;  la  composante  (O/,  de  cette  rotation  autour 
de  la  normale  en  m  aux  deux  surfaces  s'appelle />/^o/eme/i^  et  la 
composante  cj^  situi'e  dans  le  plan  tangent  s^appelle  roulement. 
Quant  la  rotation  instantanée  to  est  nulle,  on  dît  que  le  mou- 
vement relatif  de  A  par  rapport  à  B  est  un  glissement  proprement 


Kig.    122. 


dit;  qi^and  la  vitesse  relative  du  point  m  est  nulle,  il  n'y  a  pas  de 
glissement,  le  mouvement  de  A  par  rapport  à  6  est  un  roulement 
et  un  pivotement.  En  général,  il  y  a  donc  à  la  fois  glissement, 
roulement  et  pivotement . 

Au  point  de  vue  dynamique,  quand  deux  solides  mobiles  A  et  B 
sont  en  contact  avec  pression,  les  deux  corps  se  déforment  et  le 
contact  n'a  plus  lieu  en  un  point  unique  (/fg-  122).  Les  deux  corps 
se  touchent  suivant  une  certaine  aire,  très  petite,  en  chacun  des 
points  de  laquelle  ils  agissent  Vun  sur  Tautre.  D'après  les  théo- 
rèmes sur  la  réduction  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un 
solide,  l'ensemble  des  actions  ainsi  exercées  sur  l'un  des  corps 
peut  se  réduire  à  une  force  appliquée  en  un  point  pris  à  volonté 
et  à  un  couple.  Comme  les  corps  se  touchent  par  une  aire  très 
petite,  on  peut,  au  point  de  vue  géométrique,  les  regarder  comme 
se  touchant  en  un  seul  point  m  que  nous  appellerons  le  point 
géométrique  de  contact.  Les  actions  exercées  par  le  corps  B  sur 
le  corps  A  peuvent  alors  être  réduites  aux  éléments  suivants  : 

i"  Une  force  N  appliquée  au  corps  A  au  point  de  contact  géo- 
métrique m  et  dirigée  normalement  aux  surfaces  en  contact  :  cette 
force  est  la  réaction  normale  s'opposant  à  la  pénétration  réci- 
proque des  corps  ; 

2^  Une  force  F  appliquée  au  même  point  m  et  située  dans  le 
plan  tangent  en  ce  point  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est 
le  frottement  de  glissement  s'opposant  au  glissement; 
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3"  Un  couple  G  dont  l'axe  est  normal  aux  surfaces  en  conlacl  : 
ce  couple  esl  le  couple  à\x  frottement  de  pivotement  s'opposant 
au  pivolement; 

4"  Un  couple  H  dont  l'axe,  situé  dans  le  plan  tangent  commun 
aux  surfaces  en  contact,  est  dirigé  suivant  la  composante  tangen- 
lielle  iùi  de  la  rotation  instantanée  :  ce  couple  est  le  couple  du 
frottement  de  roulement  s'opposantau  roulement. 

Les  actions  du  corps  A  sur  B  sont  des  forces  et  des  couples 
respectivement  égaux  et  opposés  aux  précédents.  En  général,  les 
deux  couples  G  et  H  sont  très  petits  par  rapport  aux  forces  N  el  F. 
Nous  commencerons  par  traiter  des  questions  dans  lesquelles  ces 
couples  sont  négligeables,  en  réservant  pour  les  numéros  suivants 
Tétude  spéciale  du  frottement  de  roulement  et  de  pivotement. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  corps  A  et  B  sont  en  contact 
par  une  aire  très  petite  qu'on  peut  regarder  comme  un  point. 
Dans  certaines  questions  les  deux  corps  peuvent  avoir  une  infinité 
de  points  géométriques  de  contact;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  un  cube  posé  sur  un  plan;  il  faut  alors  appliquer  à  chaque 
point  géométrique  de  contact  les  considérations  précédentes. 

189.  Frottement  de  glissement.  —  Les  premières  expériences 
sur  le  frottement  de  glissement,  faites  en  1-81  par  Coulomb, 
furent  reprises  par  le  général  Morin  ;  mais  cette  question  deman- 
derait à  êlre  étudiée  à  nouveau.  Il  importe  de  distinguer  deux  cas 
dans  le  frottement  de  glissement  :  r*  le  frottement  à  l'étal  de  repos 
et,  en  particulier,  le  frottement  au  départ;  2*  le  frotlemenl  à  l'état 
de  mouvement. 

190.  Loi  du  frottement  de  glissement  à  l'état  de  repos.  —  Sup- 
posons un  bloc  pesant  placé  sur  une  table  horizontale  :  le  système 
est  en  équilibre  et,  par  suite,  les  actions  de  la  table  sur  le  bloc 
ont  actuellement  une  résultante  N  normale  à  la  table,  égale  et 
opposée  au  poids  P  du  corps  {fig»  i23).  Appliquons  maintenant 
au  corps,  dans  un  plan  vertical  du  centre  de  gravité,  aussi  près  que 
possible  de  la  table,  une  force  horizontale  Q  dont  nous  ferons 
croître  graduellement  l'intensité  à  partir  de  zéro.  Quand  cette 
force  Q  est  très  petite,  le  corps  ne  glisse  pas  :  il  reste  en  équi- 
libre. Il  faut  donc  que  la  réaction  II  de  la  table  sur  le  corps  soit 

A.,  I.  19 
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égale  et  opposée  à  la  rësullante  du  poids  P  et  de  la  force  Q;  celle 
réaction  peut  se  décomposer  en  deux,  Tune  normale  N,  égale  et 


Fig.  la.'K 


il        :i 

m: 


F 


i 


J 


HP 


directement  opposée  à  P,  l'autre  tangenlielle  F,  égale  et  opposée 
à  Q  :  cetle  composante  tangentielle  est  la  force  de  frottement. 
L'angle  (3  de  R  avec  la  normale  N  est 

F       D 

Si  l'on  fait  croître  graduellement  Q,  il  arrive  un  moment  où, 
cette  force  ayant  acquis  une  intensité  ^,  le  corps  se  met  en  mou- 
vement. La  valeur  correspondante  de  F,  F  =  ^,  s'appelle  ïe/rot- 
tentent  au  départ;  la  valeur  correspondante  ^  de  l'angle  jî, 

s'appelle  anp^le  de  frottement. 

On  peut  dire  aussi  que  le  glissement  ne  se  produit  qu'à  partir 
du  moment  où  la  résultante  des  forces  P  et  Q,  qu'on  fait  agir  sur 
le  corps,  fait  avec  la  normale  un  angle  plus  grand  que  ^. 

Coulomb  a  mesuré  ^  et  o  à  l'aide  d'une  disposition  expérimen- 
tale (chariot  tiré  par  des  poids  croissants)  permettant  de  réaliser 
les  conditions  précédentes;  il  a  trouvé  les  trois  lois  suivantes  : 

I®  Le  frottement  au  départ  est  indépendant  de  l'étendue  des 
surfaces  en  contact; 

2**  Il  dépend  de  leur  nature; 

3°  11  est  proportionnel  à  la  composante  normale  de  la  réaction 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  composante  normale  de  la  pres- 
sion. 

Le  rapport  constant  /du  frottement  au  départ  ^  avec  la  réac- 
tion normale  N  ou  la  pression  normale  P  s'appelle  coefficient  de 
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frottement 

L'angle  de  frottement  '^  est  alors  donné  par 

l'angle  3,  tant  que  réqnilibre  subsiste,  est  moindre  que  '^. 
Par  exemple,  si  le  corps  et  la  table  sont  en  mêlai  sec,  on  a 

Hemarque.  —  Nous  avons  dit  plus  haut  (pril  faut  appliquor 
la  force  Q  aussi  près  que  possible  du  plan.  Voici  la  raison  de 
cette  restriction  :  si  la  force  Q  était  placée  trop  haut,  avant  qu'idUî 
atteigne  la  valeur  limite  <&  produisant  le  glissement,  la  résultante 
de  Q  et  P  pourrait  tomber  en  dehors  de  la  base  du  corps;  elle  ne 
serait  plus  détruite  et  le  corps  basculerait. 

191.  Équilibre  des  solides  naturels  avec  frottement.  —  1^  Un 
point  de  contact,  —  (considérons  un  corps  S  reposant  sur  un 
autre  S'  qu'il  touche  par  une  portion  de  surface  très  petite  que 
nous  supposerons  réduite  à  un  point  A.  La  réaction  H  de  S'  sur  S 
se  compose  (Jiî^-  i^l)  d'une  réaction  normale  Net  d'une  réaction 


'{:'•    «     I 


n 


tangentielle  F,  dont  la  direction  est  inconnue  et  dont  le  maximum 
est/N;  Tangle  ^  de  R  avec  N  est  donc  moindre  que  Tangle  diî 
frottement  ^,  Pour  que  le  corps  S  soit  en  équilibre,  il  faut  qu'il 
y  ait  équilibre  entre  les  forces  directement  ap|)liqu('es  au  corps  S 
et  la  réaction  R,  ou  encore  que  les  forces  appliquées  au  corps 
aient  une  résultante  unique  égale  et  directement  opposée  à  R, 
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c*est-à-dire  :  (ci)  passant  par  le  point  A;  (b)  dirigée  de  façon  à 
aj»pujer  S  sur  S';  (c)  fuisant,  avec  la  normale  AN,  un  angle 
moindre  que  l'angle  de  frottement. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes,  car,  si  elles  sont 
r.  mplies,  on  peut  supposer  la  résultante  des  forces  directement 
aj)piiquées  transportée  au  point  A,  et  la  décomposer  en  deux 
forces,  Tune  normale  P  et  l'autre  tangentielle  Q,  sous  l'action  des- 
(|uelles  le  glissement  ne  se  produira  pas,  car,  l'angle  de  la  résul- 
lante  avec  la  normale  étant  moindre  que  cp,  on  a  (Jig»  I23) 

p  </:      Q  <  »V; 

cl  la  composante  tangentielle  est  plus  petite  que  le  frottement  au 
départ. 

Si  l'on  considère  le  cône  de  révolution  C  d'axe  AN  engendré 
par  une  droite  AD  faisant  avec  AN  l'angle  cp,  il  faut  et  il  suffit 
pour  l'équilibre  que  les  forces  admettent  une  résultante  passant 
pur  A  et  située  dans  le  cône  C. 

On  peut  conclure  aussi  du  raisonnement  précédent  que  toute 
force  appliquée  au  corps  S  qui  passe  par  le  point  A  et  dont  la 
direction  fait  avec  la  normale  un  angle  moindre  que  C5,  c'est-à-dire 
est  dans  l'intérieur  du  cône  C,  est  détruite  par  la  réaction  de  S', 
car  on  peut  décomposer  celle  force  comme  on  vient  de  l'expliquer. 

2**  Plusieurs  points  de  contact,  —  Imaginons  un  solide  S 
reposant  sur  plusieurs  solides  S,,  S^,  .  . .,  S^  par  des  points  A,, 
Ao,  ...,  A^,  les  coefficients  de  frottement  sur  S,,  S2,  ...,  Sp 
étant/,, /a,  ...,  fpQl  les  angles  de  frottement  ?i ,  'f  2,  . . . ,  'f^,;  le 
solide  S  étant  sollicité  par  des  forces  données  F,,  F2,  ...,  F„, 
clicrclions  les  conditions  d'équilibre.  La  réaction  de  Sv  sur  S  est 
une  force  Rv  appliquée  au  point  Av  et  faisant  avec  la  normale  Ny 
\\n  angle  moindre  (|ue  l'angle  de  frottement  '^v?  c'est-à-dire  située 
ilans  le  cône  Cv  de  sommet  Av,  d'axe  Nv  et  d'angle  cp^.  Pour  qu'il 
>  ait  équilibre  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  des  forces  données 
V\ ,  Fa,  .  .  . ,  F„  soit  tenu  en  équilibre  par  un  système  de  réactions 
llj,  Ra,  ...,  R;,  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  c'est- 
j-dire  que  le  système  des  forces  données  soit  équivalent  à  un 
système  de  forces  — R,,  —  Ra,  ...,  —  R/>  passant  respective- 
iiiLul  par  les  points  A,,  Aj,  ...,  A^  et  situées  dans  les  cônes  C,, 
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C2,  ...5  Cp.  Ces  dernières  forces  seront  toutes  détruites  par  Irs 
réactions  des  surfaces  S| ,  S2,  ....  S^,. 

3°  Infinité  de  points  de  contact,  —  Si  le  corps  S  louche  cer- 
tains des  corps  fixes  suivant  des  aires  d'étendue  finie,  il  faut  et  ii 
suffit  que  le  système  des  forces  F|,  F2,  . . . ,  F^  soit  équivalent  à 
un  système  de  forces  en  nombre  quelconque  rencontrant  les  aires 
de  contact  et  faisant ,  avec  les  normales  aux  points  de  renconlre, 
des  angles  moindres  (|ue  les  angles  de  frottement  correspondants. 

Remarque.  —  Ces  conditions  s'expriment  analyliquemenl  par 
des  inégalités  :  il  y  a,  en  général,  une  infinité  de  positions  d'équi- 
libre formant  des  ensembles  continus. 


192.  Corps  pesant  reposant  sur  un  plan  par  plusieurs  points  et  solli- 
cité par  une  force  unique  F.  —  Four  que  le  corps  soil  en  équilibre  ii 
faut  et  il  suffit  : 

!*•  Que  la  force  F  soil  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  contre  le 
plan , 

i"  Qu'elle  fasse  avec  la  normale  au  plan  un  angle  moindre  que  l'angle 
de  frull<-*mcnt  '.a  ; 

3**  Qu'elle  perce  le  plan  ù  l'inlérieur  du  polygone  de  sustentation  défini 
comme  au  n^  112. 

Ces  conditions  sont  néccs^^aires  :  en  effet,  soient,  comme  au  n°  llîî, 
Al,  A5,  ...,  Xf,  les  points  de  contact  du  corps  avec  le  plan,  et  soient 
Ri,  K2.  ••.,  R/;  l^s  réactions  du  plan  en  ces  divers  points.  Si  l'on  imagine 
un  axe  0-  normal  au  plan  du  coté  où  se  trouve  le  corps,  toutes  ces  réac- 
tion** sont  situées  de  ce  cùté  du  plan  et  font  avec  Oz  des  angles  moindres 
que  '^.  L'ensemble  des  forces  K|,  Rj,  ...,  Wp  et  F  étant  en  équilibre,  l«  s 
réactions  Rj,  ...,  R,,  ont  une  résultante  unique  égale  et  direclenicnt 
opposée  à  F.  Or  la  résultante  générale  des  réactions  est  évidemmeiil 
dirigée  par  rapport  au  plan  du  côté  de  O3  et  fait  avec  0-3  un  ang!e 
moindre  que  '^  ;  la  force  F  e^t  donc  dirigée  en  sens  contraire  et  fait  avic 
0-3  un  angle  moindre  que  cp.  Pour  voir  que  la  troisième  condition  est 
nécessaire,  prenons  un  côté  quelconque  A/A^du  polygone  de  sustentation; 
la  somme  des  moments  des  forces  Ri,  ...,  Wp  et  F  par  rapport  à  ce  côlé 
doit  être  nulle;  les  forces  Ri,  ...,  R^,  ont  toutes  des  moments  de  mémc^ 
signes  par  rapport  à  ce  côté;  la  force  F  devant  avoir  un  moment  de  signe 
contraire  doit  percer  le  plan  en  un  point  A  qui  est,  par  rapport  au  côt*' 
A/A;t,  du  même  côté  que  les  autres  points  d'appui  :  ce  fait  ayant  lieu  pour 
chaque  côté  du  polygone  de  sustentation,  A  est  dans  ce  polygone. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes;  en  effet,  si  elles  sont  rem- 
plies, on  peut  toujours  décomposer  F  en  forces  parallèles  et  de  même  scits 
appliquées  aux  points  d'appui  Ai,  ...,  A^;  ces  composantes  sont  toute.* 
détruites  par  la  résistance  du  plan. 


v/i 
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\*i-i  tU'hnWn  —  ^<'îl  (iii<-  ('<')h'11«.'  \\i  appuyée  sur  un  sol  horizonttil  et 
l'iiiiir  Mil  iiiiii  vi'iiîi'iii;  su|i)M)ooii*>  lit  li<;ne  médiane  de  l'échelle  siluée 
duMR  Mil  |diiu  |ifi|M*iidii  uliiin'  au  hol  el  au  mur  (Jig*  i'^^)t  plan  que  bous 
pniHinH  piiur  plmi  fit*  la  fi(;uic. 

Appi'liiiife  (•  je  rriitri*  di'  ^r.ixité   de  l'éclicllc  el  d'une  personne  placée 


li;:.  i'''i. 


0 


»Mi  I  II  Itrllo  iImii^  uiio  position  \aii«ildool  cherchons  les  cunditions>  dVqui- 
IiImt,  oi\  «uppo^«uil  que  les  coofticionts  de  frottement  en  Ael  B  sont  égaux 
A  Mdo  m«^iuo  qiMi\tito  ;  ot«  pur  suite,  les  an*:les  de  frottement  égaux  à  un 
m<'«ui'  auKh'  V 

liMil  dal^oid,  ^t  ri'rholle  ùit  a\eo  le  mur  un  angle  3  moindre  que 
I  ,iMsK'  d«'  l.ottiMuoiit  ^,  Tcquilibre  subsiste,  quelle  que  soit  la  position 
d,  <i  \  w  *'tKt»  ou  p»*ut  touj»-urs,  J|»rè<  axoîr  transporté  le  poids  total  P 
,«|*}  Uipu'  l'U  li  l'w  MU  point  d.'  ->«*  dnoiiion,  le  décomjHiser  en  deux  forces, 
1  I  itv  «(Mi^\^'  »uu4nt  hl^  iioiiiulonu'ut  ju  mur,  1  autre  suivant  D.\  faisant, 
a\««  la  iioimaU^  \\  au  ^^ol.  un  aiu'o  PVN  nicindrx*  que  z  et.  par  suite, 
ut^MuOiv  «)uo  1  auj^lc  do  iiott.'iucnt  ;  oo>  diuv  i:v^ni|w^sanies  sont  détruites. 
>i^pp.^xoi)^  maïutouaitt  ^)-.ie  raiui->*  d;*  *'(  .-hirl'e  a^e\*  le  mvr  soit  supé- 
«■.II  \  )  a)^«;!«^  d.-  i..'U,^uiv'r.t  c  i\-»'..v:  !<*  y  ds  ci  lo  deux  réactions  du 
\»  1.1  «i  «iu  '***î  %i,'i\oi'.;  V,  ta'..v  »■>;.  ...i  ■  s".  ■v>::\  is  tv rr<s  sont  concourantes 
««  »x  i.o«\»M'i  ^  ;.*.'*  .'ji/N  *,'  i*...»  »*,•  i  T,:..-:,  Verxasea  A  et  6  les  nor- 
I»  lî,  »  \\  xi  lî\  •;:  r.','.  ,;  jt..  >,'*    ;».  .*  .:.  ^\  .' :v  :*>  AKM  el  AL^*  faisant 

^\,.    \\  ;  ;t'v  ,*  ,    ,s  ,-,»\  ..  V  .,->  l^v    ■  ^*   -'^-^Tt  **or  B\  Tan^e  s.  Ces 
x'      1  1   ,:  .'N.^    ,'.;>,'';    , -^  •.       .>    -»«      .'  .   *t   ':  a  i^xre.  «i^  cCne^  con- 
,  .  s  »  .      -  '.,  ,  i>x  ^ .  > . .  i       .    .-.■.-':  1  r  : .  i  .*••■. i  : ,  :\  V^LX.  Le*  nractions 

«-•«■.        .  ,'     *,'      t  V  <  ' .   '  V .       .  N  r      /  î  .•>.■.■*  j  r^-.r>  3i::T-îr*f*  -qne  9.  leur 

*  ,  .  . .      i'.r-^  V'^^Ji;  1<  |n>hI5  P, 
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Prenons  OA  et  OB  pour  axes  Ox  et  O^,  en  appelant  a  et  6  les  distances 
OA  et  OB.  Le  point  M  le  plus  près  du  mur  étant  à  riniersection  des 
deux  droites 

BM y-ù  =  x/, 

X  —  a 


''' ^—    j 


a  pour  abscisse 


a-bf 
X  = ~  , 


1-^/ 


t 


quantité  positive,  car  -.-  est  supposé  supérieur  à  f^  Tangle  fi  étant  supé- 
rieur à  cp.  Pour  qu*il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'abscisse  \  du 
centre  de  gravité  G  soit  supérieure  à  x.  Soient  m  la  masse  de  l'échelle  el 
m\  la  masse  de  la  personne  placée  sur  Téchellc  à  une  distance  Xy  du  mur; 
on  a,  en  écrivant  que  \  est  supérieur  à  x, 

a 

ce  qui  peut  donner  une  limite  supérieure  pour  2^1.  Pour  que  la  stabilité 
soit  assurée,  quelle  que  soit  la  position  de  la  personne,  il  faut  et  il  suffit 

qu'on  ait 

a 
m-  . 

•1      ^  ^  -  '^/ 


d 
formule  déterminant  la  valeur  limite  de  l'angle  p,  dont  la  tangente  est   -• 

194.  Corde  enroulée  sur  la  section  droite  d'un  cylindre.  —  Suppo- 
sons une  corde  enroulée  sur  la  seclion  droite  d'un  cylindre  convexe  sur 
lequel  elle  glisse  avec  frottement,  le  coefficient  de  frottement  étant/.  Le 
contact  a  lieu  suivant  l'arc  AB  (Jtg,  126);  la  corde  est  tirée  à  ses  deux 
extrémités  Mo  et  M,  par  des  tensions  T©  et  T|,  T,>To;  cherchons  la 
condition  d'équilibre,  en  supposant  que  la  corde  soit  sur  le  point  de  glisser 
dans  le  sens  AB;  nous  trouverons  ainsi  la  limite  supérieure  que  ne  doit  pas 
dépasser  T|  pour  que  l'équilibre  subsiste.  Soient  s  l'arc  AM;  ds  un  élément 
placé  en  M;  Ne/5  la  valeur  absolue  de  la  réaction  normale  du  cylindre  qui 
est  dirigée  vers  l'exlérieur; /Nrf*  la  valeur  absolue  de  la  réaction  tangen- 
lielle  qui  est  dirigée  dans  le  sens  MA.  On  a,  d'après  les  équations  intrin- 
sèques de  l'équilibre  d'un  fil, 

,    —/^  ^o, N  =0; 

ds       -^  '  p 

car  la   valeur    de   la   réaction  estimée  suivant  la   normale  principale  est 


'i\,6 
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—  N  </5  et,   suivant  la   tangente   M/,   dans  le   sens  des  arcs  croissants, 

—  /*N  ds.  L'élimination  de  N  donne 


c/T  _f(ls  _ 


T 


-/t/a, 


a  di'*ign:nU  l'angle  de  la  tangente  M/  avec  la  tangente  fixe  ToMo,  car  p  a 

pour   valeur   --•    Donc,  en  intégrant  depuis  le  poinl  M©  jusqu'en  Mi,  et 
0.% 

Fi  g.    \ii\. 


•fo^ 


T** 


-.M, 


^T. 


appelant  0  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  ou  son  égal  l'angle  AOH 
des  normales  extrêmes, 

LngT,-LogT„:.r/0,         T,=  TocA 

Telle  est  la  condition  d'équilibre.  Si  la  c»»rde  est  enroulée  plusieurs  fois 
sur  le  cylindre,  0  peut  être  supérieur  à  a-.  Celle  formule  montre  qu'avec, 
une  tension  petite  Ty  on  peut  faire  é<|uilil)re  à  une  tension  considé- 
rable Ti,  en  supposant  0  suffisamment  grand.  (  Poii^soN,  Traité  de  Méca- 
nii/ue,  §  303.) 

On  trou\era  d'intéressants  exercices  dans  un  C)uvrage  anglais  de  Jcllclt 
dont  il  a  paru  une  édition  allemande  intitulée  :  Die  Théorie  der  lie ibunf^, 
von  Jellett,  «leutsclibearbeitet  von  Luroth  und  Scbepp  (Leipzig,  Teubner, 
1890). 


lUo.  Frottement  de  glissement  pendant  le  mouvement.  —  Dans 
le  cas  du  moiivemcnl,  le  frollemenl  est  parfaitement  déterminé. 
Supposons  qu'un  solide  en  mouvement  lerminé  par  une  surface  S 
soit  en  contact  avec  un  solide  S'  par  un  point  A  ;  s'il  y  a  frotte- 
ment, la  réaclion  de  S'  sur  S  se  déconi|)Ose  en  deux  forces  :  Tu  ne 
normale  iN,  qui  se  nomme  réaction  normalr,  et  l'autre  tangcn- 
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tielle  F,  qui  est  la  force  de  frotlemenr,  assujettie  aux  trois  lois 
suivantes  : 

1°  La  force  de  frollemrnt  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  vitesse  relative  du  point  matériel  A  par  rapport  a  S'; 

2°  Elle  est  indépendante  de  la  grandeur  de  cette  vitesse; 

3**  Elle  est  proportionnelle  à  la  réaction  normale  :  F  =/N.  (^c 
coefficient  y*  est  le  coefficient  de  frottement  de  S  sur  S';  il  est  un 
peu  plus  petit  que  le  coefficient  de  frottement  au  départ. 

D'après  des  expériences  de  Ilirn,  ces  lois  sont  applicables,  sur- 
tout dans  le  cas  des  frottements  immédiats  (ceux  où  les  surfaces 
frottantes  sont  sèches).  Elles  doivent  être  modifiées  si  1rs  surfaces 

sont  séparées  par  une  matière  onctueuse;  le  rapport  ^  dépend 

alors  de  la  vitesse  et  de  N.  (Voir  Comptes  rendus,  t.  XCIX, 
p.  953.) 

19G.  Frottement  de  roulement  au  départ  et  pendant  le  mou- 
vement. —  Nous  avons  défini  plus  haut  (n®  188),  d'une  maniènî 
générale,  les  couples  qui  représentent  la  résistance  au  roulement 
et  au  pivotement.  I^'cnons  le  cas  simple  (Fun  cylindre.  Lorsqu'un 
cylindre  peut  rouler  et  glisser  sur  un  plan,  on  lient  compte,  dans 
le  calcul,  de  la  déformation  des  solides  et  des  vibrations  des  molé- 
cules de  la  façon  suivante.  Négligeons  Tétendue  de  la  déformation 
et  exprimons-nous  comme  si  le  cylindre  était  en  contact  avec  le 
plan  suivant  une  génératrice  A.  Supposons,  en  outie,  qu'on  fasse 
agir  sur  le  cylindre  des  forces  silures  dans  le  plan  de  la  section 
droite  prise  pour  plan  de  la  ligure.  Faisons  la  réduction  de  ces 
forces  au  point  A  :  nous  obtiendrons  une  résultante  unique  AU 


o  V.,  ^  . 


/\  : 


V 


-V 


\ 


0 


appliquée  au  point  du  cylindre  qui  est  en  A,  et  un  couple  résul- 
tant G  dont  Taxe  AG  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 
Décomposons  AR  (Jiff-  i?-;)  en  deux  forces  :  Tune,  AP,  normale 
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au  plan;  rautre,  AQ,  parallèle  au  plan.  La  force  Q  tend  à  faire 
glisser  le  cylindre^  le  couple  G  tend  à  le  faire  tourner  autour  de 
la  génératrice  de  conlact,  c'est-à-dire  à  le  faire  rouler  sur  le  plan; 
car,  dans  le  roulement,  cette  génératrice  est  axe  instantané  de 
rotation. 

Imaginons  d'abord  le  couple  G  nul;  alors  il  pourra  se  produire 
uniquement  un  glissement;  pour  que  ce  glissement  n'ait  pas  lieu, 
il  faut  et  il  suffit  que 

(0  Q<»^/, 

f  étant  le  coefficient  du  frottement  de  glissement.  Supposons 
celte  condition  remplie,  puis  ajoutons  un  couple  AG  dont  Taxe 
est  normal  au  plan  de  la  figure.  S'il  n'y  avait  aucune  résistance 
au  roulement,  ce  couple,  si  petit  qu'il  soit,  ferait  rouler  le  corps  ; 
l'expérience  montre  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  et  que  le  roulement 
ne  se  produit  pas  tant  que  le  moment  G  du  couple  est  inférieur  à 
une  certaine  limite 

{■j.)  G<pa, 

dans  laquelle  P  désigne,  comme  plus  haut,  la  composante  normale 
de  la  force  R  et  8  un  certain  coejficient  linéaire  qui  se  nomme 
coefficient  du  frottement  de  roulement.  D'après  Coulomb  et 
Morin,  ce  coefficient  8  est  indépendant  de  la  force  R  et  de  la 
section  droite  du  cylindre  roulant,  du  moins  dans  de  certaines 
limites. 

Ce  coefficient  8  étant  connU;  on  voil  que  les  conditions  d'équi- 
libre du  cylindre  sur  le  plan  sont  données  par  les  deux  équa- 
tions (i)  et  (2),  exprimant,  l'une  qu'il  n'y  a  pas  de  glissement, 
l'autre  qu'il  n'y  a  pas  de  roulement  :  le  plan  développe  alors  une 
réaction  composée  d'une  force  unique  IV  égale  et  opposée  à  R  et 
d'un  couple  G'  égal  et  opposé  à  G.  Cela  s'explique  par  ce  que  le 
contact  se  faisant  en  réalité  sur  une  étendue  finie  autour  du 
point  A,  en  réduisant  les  réactions  du  plan  en  A,  on  aura  une 
force  et  un  couple.  Ce  couple  G'  est  le  couple  du  frottement  de 
roulement. 

On  peut  encore  présenter  ce  résultat  comme  il  suit  :  pour 
exprimer  qu'il  y  a  équilibre  il  faut  exprimer  que  les  forces,  direc- 
tement apj>liquces  au   cylindre  (supposées  situées  dans  un  plan 
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de  section  droile),  sont  tenues  en  équilibre  par  une  force  nor- 
male N  (égale  et  opposée  à  P),  une  force  tangentielle  F  (^égale  el 
opposée  à  Q),  appliquées  en  A,  et  un  couple  de  moment  G'  et 
d'axe  parallèle  aux  génératrices,  avec  les  conditions  d'inégalité 

F<N/,        G'<NS. 

Il  peut  se  faire  que  Tune  des  conditions  (i)  ou  (2)  soit  remplie 
et  pas  l'autre  :  alors,  au  premier  instant,  le  cylindre  roule  sans 
glisser  ou  glisse  sans  rouler.  Si  aucune  des  deux  conditions  n'est 
remplie,  il  y  a,  à  la  fois,  roulement  et  glissemeat,  en  ce  sens  que 
le  déplacement  élémentaire  du  c}lindre  est  le  déplacement  résul- 
tant d'un  glissement  et  d'une  rotation  autour  de  la  génératrice  de 
contact. 

Une  fois  le  cylindre  en  mouvement,  on  admet  que,  s'il  y  a  rou- 
lement, la  réaction  du  plan  s'opposant  au  roulement  atteint  con- 
stamment son  maximum,  de  sorte  que,  pendant  le  roulement,  le 
coujïle  représentant  le  frottement  de  roulement  est  égal  constam- 
ment à  Nô,  N  désignant  la  composante  normale  de  la  réaction  du 
|»lan,  de  même  que,  s'il  y  a  glissement,  la  composante  tangen- 
tielle F  de  la  réaction  est  constamment  égale  à  N/(n"  195).  S'il 
y  a,  à  la  fois,  roulement  et  glissement,  il  faut  introduire  simulta- 
nément les  deux  frottements.  Dans  ce  cas,  on  néglige  habituel- 
lement le  frottement  de  roulement. 

197.  Frottement  de  pivotement.  —  Nous  renverrons,  pour  une 
étude  détaillée  du  frottement  de  pivotement,  à  la  Thèse  de  Doc- 
torat de  M.  Léauté  (Paris,  1876).  On  peut  admettre,  dans  les  cas 
les  plus  simples,  que,  dans  Téquilibre,  le  moment  du  couple  du 
frottement  de  pivotement  est  moindre  que  eN;  £  étant  un  coeffi- 
cient linéaire  analogue  à  0. 


EXERCICES. 

1.  Un  corps  pcsunt  étanl  pose  sur  un  plan  incliné  dont  on  fuit  varier  Tincli- 
naison,  prouver  que  le  glissenienl  se  produit  quand  l'inclinaison  du  plan  devient 
égale  ou  supérieure  à  Tangle  de  frottement. 

2.  Équilibre  de  la  presse  à  coin  quand  on  ticnl  compte  du  frottement  des  deux 
faces  du  coin  sur  les  madriers  (n**  IQ'Jy /îg»  m).  En  appelant/  le  cocfiicient  de 
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frotlcmcnt  des  deux  faces  sur  les  deux  madiiers,  on   trouve  que,  dans  le  cas 
limile  où  le  coin  commence  à  glisser,  on  a 

rosa  — /sin  a 

3.  Positions  d'é']uilibre  dune  barre  homogène  pesante  .\B  dont  les  extrémités 
glissent  avec  frottement  sur  deux  plans,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical.  (Il  faut 
que  la  verticale  du  centre  de  gravité  passe  dans  la  partie  commune  aux  deux 
cônes  de  révolution  de  sommets  A  et  B  ayant  pour  axes  les  normales  aux  deux 
plans,  et  pour  demi-angles  au  sommet  les  angles  de  frottement.) 

4.  Dans  le  problème  précédent,  on  suppose  le  point  B  par  lequel  la  barre  s'ap- 
puie sur  le  plan  vertical  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  verticale  du  plan;  déter- 
miner :  i"  les  points  limites  entre  lesquels  B  doit  se  déplacer  sur  cette  verticale; 
•2"  la  courbe  à  l'intérieur  de  laquelle  doit  se  trouver  le  point  A  pour  que  l'équi- 
libre ail  lieu. 

5.  Un  cylindre  de  révolution  homogène  pesant  est  posé  sur  un  plan  incliné  de 
façon  que  ses  génératrices  soient  horizontales.  On  connaît  le  coefficient  6  du  frot- 
tement de  roulement  :  quelle  valeur  minimum  faut-il  donner  à  l'inclinaison  du 
plan  pour  que  le  roulement  se  produise?  (On  admet  dans  cet  exercice  que  le 
roulement  se  produit  pour  une  inclinaison  moindre  que  le  glissement.) 

G.  Une  chaîne  homogène  pesante  est  posée  sur  la  section  droite  d'un  cylindre 
de  révolution  d'axe  horizontal,  de  façon  que  les  bouts  pendent  des  deux  côlés. 
Quelles  sont  les  positions  d'équilibre  en  supposant  qu'il  y  ait  frottement? 
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CHAPITRE  X. 

GÉNÉRALITÉS.  MOUVEMENT  RECTILIGNE. 
MOUVEMENT  DES  PROJECTILES. 


I.  —  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

198.  Équations  du  mouvement.  Intégrales.  —  Nous  avons  vu 
dans  le  Chapitre  111  que,  si  un  mobile  M  est  en  mouvement  sous 
l'aclion  de  certaines  forces  dont  la  résultante  est  F,  raccclcra- 
lîoD  J  du  mobile  et  la  force  F  ont  même  direction  et  même  sens, 
et  que  leurs  grandeurs  sont  lices  par  la  relation 

m  désignant  la  masse  du  mobile.  C'est  en  traduisant  algébrique- 
ment ce  fait  que  nous  avons  obtenu  les  équations  différentielles 
du  mouvement. 

Soient  ^,  J',  z  les  coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  trois 
axes  quelconques;  X,  Y,  Z  les  composantes  de  F  suivant  ces  trois 
axes;  les  projections  de  F  sont  égales  à  celles  de  J  multipliées 
pur  m  :  on  a  ainsi  les  trois  équations  du  mouvement 

d-.v       _  d-y        ^  d-z        - 

Quand  on  suppose  le  point  mobile  entièrement  libre,  les  forces 
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qui  agissent  sur  lui  sont,  dans  le  cas  le  plus  général,  des  fondions 
de  sa  position,  de  sa  vitesse  et  du  temps  :  les  projections  X,  Y,  Z 

de  la  résultante  sont  donc  des  fonctions  données  de  x^  y^  z^  -,  » 


di 
*   ,  ~  et  /,  c'est-à-dire  de  x^  j',  r,  x',y,  z'  et  l,  en  employar.t 

la  notation  de  Lagrange  pour  désigner  les  dérivées  :  -^  r=  x\  .  . .. 

Les  équations  (i)  forment  alors  un  systrme  de  trois  équations 
(liflerentielles  simultanées  du  second  ordre,  définissant  x^y^  z  en 
fonction  de  l.  Les  intégrales  générales  de  ces  équations  contien- 
dront six  constantes  arbitraires  :  elles  seront  de  la  forme 

I     X=    9(/,    C,,    Cî,   C3.    C^,   C5,    C;\ 

(2)  •    X  =  •î'd  ^1»  ^"i»  ^3i  Gv,  C-.,  Co  ). 

I  -3  =  rij(/,  Ci,  c*,  C3,  C^,  C5,  Cj  I  ; 

on  en  déduit 

/  x--^'{t,C-, ,C,  s 

(3)  '  r'-'i'^^<^,   ..,c,n 

cî',  'V,  tu'  désignant  les  dérivées  de  C5,  i,  tît  par  rapport  à  t. 

Dans  chaque  problème  particulier^  les  constantes  aibîtraircs 
doivent  être  déterminées  à  Taide  des  conditions  initiales.  On  se 
donne  la  position  du  mobile  à  Tinstant  /  =  /<,  et  sa  vitesse  :  il  faut 
alors  déterminer  C|,  Co,  . . .,  Cq  de  telle  façon  que,  pour /  =  /|,, 
Xjy^  z  prennent  des  valeurs  données  d'avance  jro,yo»  ^o  et  x\  y\  z' 
des  valeurs  données  ^o'^o»  ^'o'  1^0»*^  ^"C  celte  détermination  soit 
possible,  quelles  que  soient  les  valeurs  initiales  données  pour 
X,  y,  3,  x'^y',  z'j  il  faut  que  Ton  puisse  résoudre,  au  moins  théo- 
riquement, le  système  des  six  équations  (2)  et  (3)  par  rapport  à 
C|,  C2,  ...,  Ce,  c'est-à-dire  que  ces  équations  (2)  et  (3),  dans 
lesquelles  G|,  Co,  •••,  Ce  sont  regardées  comme  des  inconnues, 
ne  soient  ni  incompatibles,  ni  indéterminées.  On  en  tirera  alor.t, 
pour  ces  six  constantes,  des  valeurs  de  la  forme 

(1)  Ck  =  fk{t,x,y,z,x\y\z')        (  A- =  !,>.,  ...,6), 

qui  donneront  immédiatement  les  valeurs  numériques  des  con- 
stantes quand  on  donnera  les  valeurs  initiales  de  x^  y^  3,  x\  y' ^  z' . 
On  admet  que  :  à  des  concluions  initiales  données  correspond 
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un  seul  mouvemeni.  Ce  fair,  que  nous  vérifierons  sur  lous  los 
exemples  qui  seront  Irai  les,  résulle  du  théon-me  de  Cauchv,  tiiiil 
que  X,  Y,  Z  sonl  des  fonctions  régulières  de  x,  |-,  :;.  jr\y\  z\  /: 
si  les  six  constantes  arbitraires  sont  Jr^.  v^^  z^.  •''••  J  •'  ^ê^*  ^^  peut 
résoudre  les  intégrales  par  rapport  à  ces  constantes.  J^ar  con>é- 
quenl,  si  Ton  trouve  par  des  considérations  quelconques  un  cor- 
tain  mouvement  possible,  c^est-à-dîre  salisfaisant  aux  équations 

^u  mouvement  et  aux  conditions  initiales,  ce  mou\cment  e>t  celui 

"que  prendra  réellement  le  mubile. 

199.  Intégrales  premières.  —  On  appelle  intégrale  /'rentière 
des  é*/uations  du  mouvement  une  équation  entre  /,  x,  »',  r,  x\ 
y\  z'  et  une  constante  arbitraire  qui  se  trouve  satisfaite  en  vertu 
des  équations  du  mouvement,  quelles  que  soient  les  conditions 
initiale^, 

*l»i  /,  X,  r,  j,  T\y\  z\  0)  =  o. 

On  peut  toujours  imaginer  cette  équation  résolue  par  rapport  à  i\ 
et  l'écrire 

^\  —  /*!  /.  T.  r.  j,  x\  y',  z  ). 

Voici  comment  on  vérifiera  immédiatement  qu'une  relation  do 
cette  forme  est  une  intégrale  première  :  en  difTéren liant  par  raj)- 
port  à  /,  on  aura 

Of        'if     .       '>/*    ,,       *>/"..        '>/■   '(-r    _  àf_   fi^jr         or  d*'j 

ot  "  ôx^  "  ôy-^     ""  oz  "    ""  Or'  ~dt^    "  Or'    iIF  "*"  Oz'    (tl*     '  **' 

OU,  en  remplaçant  les  dérivées  secondes  de  x,  y  y  z  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  du  mouvement, 


Of      ùf    ,      of    ,      of 

01        ôx  Oy  ^         0 


Z  m  ^^Ox  Oj  Oz      I 


Celte  dernière  relation  ne  contient  plus  que  les  quantités  /,  r, 
y,  5,  x' ^ y' ,  5',  et,  comme  elle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales,  <'/est-à-dirc  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  à  toutes  ces  quantités,  elle  devra  être  identiquement 
vérifiée. 
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Plusieurs  intégrales  premières 

(5)  { 

\  C''—/y((,-r.y,  z,x\y\z'), 

sont  distinctes  quand  on  ne  peul  pas  éliminer  enlre  elles  toutes 
les  quantités  .r,^,  5,  x' ^  y\  z'  :  si  cette  élimination  était  possible, 
elle  conduirait  à  une  relation  entre  les  constantes  C,  C,  . . . ,  C^^^ 
relation  qui  évidemment  ne  pourrait  pas  contenir  la  variable  indé- 
pendante t  qui  est  arbitraire.  Il  résulte  de  là  que  le  nombre  des 
intégrales  premières  distinctes  qu'on  peut  trouver  est  égal  à  six; 
car,  V  étant  supérieur  à  six,  on  pourra  toujours  éliminer  les  six 
quantités  x^y^  z^  x\  y,  z', 

Var  exemple,  les  six  équations  (f),  obtenues  en  résolvant  les 
intégrales  générales  des  équations  du  mouvement  par  rapport  aux 
constantes  arbitraires,  forment  six  intégrales  premières  distinctes. 

Réciproquement,  si  Ton  possède  six  intégrales  premières  dis- 
tinctes telles  que  (5),  Tentier  v  étant  égal  à  6,  ces  équations  ré- 
solues par  rapport  à  x,  y,  z,  x',y',  s'  fourniront  les  intégrales 
générales  des  équations  du  mouvement. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  au  mouvement  d'un 
point  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  :  elles  se  présenteront 
plus  loin. 

Nous  renverrons,  pour  la  question  d'Analj'se  qui  se  présente 
ici,  à  notre  Cours  d'Analyse  à  l'Ecole  Centrale,  Chapitre  XXII 
((^arré  et  Naud,  éditeurs). 

200.  Équations  intrinsèques  (Euler).  —  Prenons  sur  la  trajec- 
toire une  origine  O  des  arcs;  le  mouvement  sera  défini  sur  celle 
<:ourbe  si  l'arc  OM  =  .ç  est  connu  en  fonction  de  /.  Menons  la 
tangente  MT  (Jig.  128)  du  coté  des  arcs  positifs.  Nous  convien- 
drons de  compter  la  vitesse  positivement  si  le  mouvement  se  fait 
dans  le  sens  MT,  et  négativement  dans  le  cas  contraire  ;  la  vitesse 

sera  en  grandeur  et  si^^ne 

ds 

dl 

Soit  J  l'accélération  du  mobile;  on  sait  que  les  projections  de 
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celle  accélération   sur  la  tangente  et  la  normale  principale  sonl 
respectivement  (n®  41  ) 

^'=di  =  ~dïi'        J«=7' 
et  que  sa  projection  sur  la  binormale  est  nulle.  Comme  le  segmenl 


représentatif  de  la  force  esl  égal  au  segment  représentatif  de  l'ac- 
ciîlération  multiplié  par  la  masse,  on  a,  en  appelant  F^,  F„,  F^  les 
projections  de  F  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  bi- 
normale 


^^=-"'dF 


m 


du 


F„  = 


mv^ 


F^,=  o. 


(jCs  trois  équations  forment  un  système  équivalent  aux  trois  équa- 
tions du  mouvement.  Comme  F^  esl  toujours  positif  et  F^  nul, 
on  voit  que  la  force  est  toujours  située  dans  le  plan  osculatetir  de 
la  trajectoire  du  côté  de  la  concavité. 

Si  la  force  est  constamment  normale  à  la  trajectoire,  Fr=  o,  la 
vitesse  est  constante  et  la  force  varie  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

Si  la  force  est  constamment  tangente  à  la  trajectoire,  on  a 

F»  =  —  =  o» 

P 

cl,  comme  v  n'est  pas  nul,  p  reste  infini,  c'est-à-dire  que  la  tra- 
jcctpire  esl  recliligne. 

On  peut  faire  d'intéressants  rapprochements,  déjà  signalés  par 
Mac-Laurin,  entre  ces  équations  et  celles  de  l'équilibre  des  fils. 
M(*)biiis  en  a  indiqué  un  grand  nombre  dans  sa  Statique,  ainsi 
(|ue  Ossian  Bonnet,  dans  le  Tome  IX  du  Journal  de  Mathéma- 

A.,  1.  20 


i 
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tiques,  et  M.  Paul  Serret  dans  sa  Théorie  nouvelle  des  lignes  à 
double  cof/rftwre  (Mallet-Bachelier,  1860V  (  Fo/r  les  Exercices.) 
Nous  allons  établir  maintenant  des  théorèmes  qui,  dans  beau- 
coup de  cas,  permettent  de  trouver  des  intégrales  premières. 

201.  Quantité  de  mouvement.  —  On  appelle  quantité  de  mou- 
vement d"*  un  point  M  un  vecteur  MQ,  qui  a  même  direction  et 
même  sens  que  la  vitesse  et  dont  la  longueur  est  égale  au  produit 
de  la  vitesse  par  la  masse  :  m\  {fig-  '^g).  Les  projections  de  la 


vitesse  sur  les  trois  axes  étant  -r  >  -r->  i-y  celles  de  la  quantité  de 

dt     dt     dt  ^ 

mouvement  sont 

,«#^  ^j*  dv  dz 

(MQ)  m^.     m-;-,     m^; 

les  moments  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  aux  trois 
axes  sont  de  même 

(  ut»  )     m  \  y  -7-  —  z  —7-  J  >     m  {  z  —z x  -7-  )>      m  {  x  -7-  —  y  —7-  )  ; 

^         ^  \-^  dt  dt  /  \     dt  dt  J  \    dt       -^  dt  J* 

de  sorte  que  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport 
au  point  O  est  un  vecteur  OG'  (Jig-  129),  ayant  pour  projections 
les  trois  quantités  ci-dessus. 

202.  Théorème  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement. 
—  La  première  des  équations  du  mouvement  peut  s'écrire 


('"ë)  =  ^' 


d  /      dx 
dt 


comme  Taxe  des  a:  est  arbitraire,  cette  équation  exprime  que  : 
La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  projection  de  la 
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quantité  de  mouvement  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des 
projections  sur  le  même  axe  des  forces  appliquées  au  mobile. 

En  parliculier,  si  la  somme  des  projections  des  forces  sur  un 
axe  esL  constamment  nulle,  ce  théorème  fournit  une  intégrale 
première.  En  effet,  en  prenant  cet  axe  pour  axe  Ox^  on  a 


dt\ 


dx  \ 


dr        . 


la  valeur  de  la  constante  A  étant  la  projection  sur  Ox  de  la  quan- 
tité de  mouvement  initiale.  En  intégrant  de  nouveau,  on  a 

mx  —  A/  -T-  A'; 

la  projection  du  mouvement  sur  Ox  est  donc  alors  un  mouvement 
uniforme. 

Exemple.  Forces  parallèles,  —  Supposons  la  force  F  paral- 
lèle à  une  direction  fixe.  La  trajectoire  est  alors  dans  un  plan 
parallèle  à  cette  direction.  En  effet,  prenant  pour  axe  Oz  une  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  résultante  F,  on  a  constamment  X  -—  o, 
Y  =  o.  Donc 


dx       . 


m  — =-    ^r=.   K. 

dt 


kdy  —  Bdx=o,        Ay  —  Ba? -=  C, 

équation  d'un  plan  parallèle  à  Taxe  Oz.  Ce  plan,  dans  lequel  se 
fait  le  mouvement,  est  déterminé  par  les  conditions  initiales  : 
c'est  le  plan  mené  par  la  vitesse  initiale  parallèlement  à  la  direc- 
tion constante  de  la  force. 

203.  Théorème  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement.  Prin- 
cipe des  aires.  —  On  peut  aussi,  des  équations  du  mouvement, 
déduire  un  théorème  analogue  au  précédent  relatif  aux  moments 
des  quantités  de  mouvement.  Les  deux  équations 


d^T      -, 
dt^  ' 


d^y     V 

dt^ 


fournissent  la  combinaison 

d*v  d^.T 

dt*       -^       dt^ 


=  x\  -^\, 
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■  q'u'on  peut  ëcrire 


f   • 


T.l-i't.-^M"^-^'^-     ■ 


c'est-à-dire  : 


La  dérivée  par  rapport  au  temps  du  moment  de  la  quantité 
de  mouvement,  par  rapport  à  un  axe  {l^axe  Oz)^  est  égale  au 
moment  de  la  résultante  des  forces  par  rapport  au  même  axe. 

Ce  théorème  donne  une  intégrale  première  des  équations  du 
mouvement  dans  le  cas  où  a:  Y  — j/'X  est  constamment  nul,  c'est- 
à-dire  quand  la  résultante  des  forces  appliquées  au  point  matériel 
est  constamment  dans  un  même  plan  avec  Taxe  Oz,  Cette  inté- 

'f^ralé  est 

dy  dx      ^ 

I  • 

•  elle  a  une  interprétation  géométrique  très  simple.  Soient,  en  effet 
'  (  Aê'-  '30)/  P  la*  projection  du  mobile  M  sur  le  plan  des  ocy  et  Pq 

Fig.  i3o. 


la  position  initiale  de  cette  projection;  considérons  le  secteur 
limité  par  la  projection  de  la  trajectoire  et  les  deux  rayons  OP©, 
OP;  en  appelant  S  la  surface  de  ce  secteur  compté  positivement 
dans  le  sens  positif  dès  rotations  autour  de  Oz\  on  a 


y,^  jLlx^Jl^:^^^ , 


ç^b^  ^-^--  _  ^ 


yx\ 


dS  =  ^{xdj'  — y  dx)  ; 


l'équation  précédeDle  devient  donc 


rfS.     _ 
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d'où,  en  intégrant, 

"s 

aulremenl  dit  :  Vaire  S  est  proportionnelle  au  temps  employa*  à 
la  décrire.  On  dit  alors  que  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  . 
projection  du  mouvement  sur  le  plan  xOj\ 

La  constante  des  aires,  C,  qui  entre  dans  la  formule  précédente, 
est  le  rapport  du  double  de  Taire  balayée  par  le  vecteur  OP  au 
temps  employé  à  la  décrire;  elle  sera  déterminée  par  les  con- 
ditions initiales  du  mouvement  :   ce  sera  la  valeur  que   prend 

X-' -y-,- au  début  du  mouvement,  c'est-à-dire  le  moment  de 

dt       *^  dt  î  .        ,  ^     . 

la  vitesse  initiale  par  rapport  à  0-3. 

Inversement,  si  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  un  plan  xOy  autour  du  point  O,  la  force  est 

dans  un  même  plan  avec  O:?,  car  l'équation  oc~  — y—r  =:=  C 

donne,  par  différentiation, 

• 

Exemple,  Forces  centrales,  —  Supposons  que  la  résultante  F 
des  forces  appliquées  au  point  soit  centrale,  c'est-à-dire  que  sa 
direction  passe  constamment  par  un  point  fixe  O.  Si  l'on  prend 
ce  point  pour  origine,  le  moment  de  F  par  rapport  à  chacun  des 
trois  axes  coordonnés  est  nul  et  le  théorème  des  aires  s'applique 
à  la  projection  du  mouvement  sur  chacun  des  trois  plans  coor- 
donnés. La  trajectoire  est  dans  un  plan  passant  par  le  centre  dos 
forces.  On  a,  en  effet,  les  trois  équations 

dy     *     dx      ^ 
x-—  —Y—r-  =C, 
dl       -^  dt  ' 

dz  dy       . 

dx    '      dz       -, 

5   -, X-r-    =  B. 

dt  di 

Multipliant  par  2,  Xyy  et  ajoutant,  on  trouve 

Aar-H  B^H- C^  =  o,  V 
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équalioD  d'un  plan  passant  par  le  point  O.  Ce  plan  est  déterminé 
par  la  vitesse  initiale  et  le  point  O. 

204.  Interprétation  géométrique  des  deux  théorèmes  précédents.  — 
Menons  par  l'origine  O  un  vecteur  OB  égal  et  parallèle  à  la  résultante  des 
forct'S  appliquées  au  point  et  un  vecteur  OB'  égal  et  parallèle  à  la  quantité 
«le  mouvement  du  point.  Le  point  B'  a  pour  coordonnées 


dx  o  dy 


_      dz 
dt'  ""     "'  dt'  '-"^  di 


Les  équations  du  mouvement  exprimant  le  théorème  de  la  projection  de 
la  quantité  de  mouvement  sur  chaque  axe  s'écrivent 

di  -^'        di-^'       di-^' 

équations  qui  signifient  que  la  vitesse  \'  du  point  géométrique  B'  est  à 
chaque  instant  égale  et  parallèle  à  B  {\o\t  Jig,  129 "i. 

Soient,  de  même,  OG  le  moment  de  la  résultante  des  forces  appli- 
quées au  point  M  par  rapport  au  point  O  et  OG'  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  par  rapport  au  même  point.  Les  coordonnées  X,  {i,  v  du 
point  G'  s(»nt 

dx  dz 

r 


r.,  y  (     dx  dz\ 


(v    ^m{x^-y^). 


dt      -"  dt 
cl  les  projections  de  OG 
(G)  h^yZ  —  z\,        Mrr^X  — xZ,         N^arY  — vX. 

Nous  venons  d'établir  l'équation  -j-  =  N  ;  on  trouverait  de  même 

dt 

dt  '         dt 

équations  qui  expriment  que  le  point  G'  possède,  à  chaque  instant,  une 
vitesse  V  égale  et  parallèle  à  OG;  ce  qui  confirme  l'analogie  entre  les  deux 
théorèmes  précédents. 

Par  exemple,  si  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  mobile  passe  par 
le  point  fixe  0,  les  quantités  X,  (x,  v  sont  constantes,  le  segment  OG'  est 
fixe  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  avons  vu  que  la  trajec- 


m 
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toire  est  alors  plane;  elle  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ce  segment 
OG'. 

205.  Cas  où  la  force  appartient  à  un  complexe  linéaire.  —  On  obtient 
encore  une  intégrale  première  dans  le  cas  suivant,  qui  comprend  comme 
cas  particuliers  ceu\  que  nous  venons  de  traiter  :  Si  la  résultante  F  des 
forces  af^issant  sur  le  mobile  appartient  à  un  complexe  linéaire,  le 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  ce  complexe  est 
constant.  En  effet;  la  force  F  appartenant  à  un  complexe,  les  six  coor- 
données X,  Y^  Z,  L,  M,  N  du  vecteur  F  vérifient  une  relation  de  la  forme 

p\-\-q\  -\-  rZ  -r-  a{yZ  —  z\)  -T-  bizX  —  xZ)  -\'  c{x\  —  y\)  =z  o, 
p,  q,  /•,  rt,  6,  c  désignant  des  constantes.  Remplaçant  X  par  "7"  ('^"T"  )î 

yZ  —  z\  par-^w(K^  —  "'"/")'  '  '"'  ^^^'  '  ^^  ^  ^^^  équation  dont 
tous  les  termes  sont  des  dérivées  exactes  et  qui  donne  par  l'intégration 

[dx          dy          dz          {     dz  dy\ 

p  -T-  -r-  q  -\-  -\-  r  -r  -r-  a[  y  -z z -^  ) 
^  dt        '  dt           dt           \-^  dt  dt  / 

,  /    dx  dz\  f    dy  dx\'\ 

-*-'' (^  rf7  -  ^  57 j -^  H"" ^  "-^  57  ;J  = '=""'*• 

Cette  intégrale  première  exprime  que  le  moment  relatif  du  vecteur  MQ 
("quantité  de  mouvement)  et  d*un  système  de  vecteurs  dont  les  coordon- 
nées seraient  a,  6,  c,  />,  q^  r  est  constant.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  au  complexe 
considéré  est  constant  (n®  26). 

206.  Théorème  des  forces  vives.  —  Reprenons  les  équations 
(lu  mouvement 

d^x  d*y  d^z 

et  ajoutons-les  membre  à  membre  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  dx^  la  deuxième  par  dy,  la  troisième  par  dz;  il  vient 

en  remarquant  que  le  carré  de  la  vitesse  est 
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on  peut  écrire  cette  équation 

(  I  )  d =  X  dx  -h  y  dj'  -\-  Z  dz. 

On  appelle  force  vive  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de 
la  vitesse  mv^  :  l'équation  ci-dessus  s'énonce  alors  de  la  façon 
suivante  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive,  pendant  Vintervalle 
de  temps  dt,  est  égale  au  travail  élémentaire  de  la  résultante 
des  forces  agissant  sur  le  mobile  pendant  le  même  intervalle. 
Le  second  membre  de  Féquation 

\dx^\dy-^Zdz 

est,  en  effet,  le  travail  élémenlaîre  de  la  force  X,  Y,  Z  correspon- 
dant au  déplacement  réel  rfx,  dy^  dz  que  subit  le  mobile  pendani 
le  temps  dt]  on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  (n**  77),  remplacer 
le  travail  de  la  résullante  X,  Y,  Z  des  forces  appliquées  au  point 
par  la  somme  des  travaux  des  composantes. 

L'équalion  (i)  résulte  aussi  immédiatement  de  la  première  des 
équations  intrinsèques  du  mouvement 

dv 
m  ^  =  F.. 

Multipliant  par  ds  et  remplaçant  --j-  par  v,  on  a 

équation  dont  le  deuxième  membre  est  le  travail  élémentaire  de  F 
correspondant  au  déplacement  ds. 

Si  l'on  intègre  l'équation  (i)  depuis  l'instant  t^  jusqu'à  t^  on  a, 
en  appelant  i^o  la  vitesse  à  l'instant  /q, 

,,)  ^*_ÎÏî:Î=  r'xrfr  +  Yrfj'  +  Zrf.; 

d'où  ce  théorème  : 
La  variation  de  ta  demi-force  v'  é jAyiH^B^^^^^^^Hti>J:- 
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intervalle  de  temps  quelconque,  est  égale  au  travail  total  des 
jorces  appliquées  au  point  pendant  le  même  intervalle. 

Au  point  de  vue  de  Tévaluallon  du  travail  total,  il  faut  distinguer 
trois  cas,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  Chapitre  IV  : 
i^  Dans  le  cas  le  plus  général  oùX,  Y,  Z  dépendent  de  x^y^  z. 

-fi,  _-^,  „^,  /  il  faut,  pour  évaluer  le  travail  total,  connaître  les 
dt     dt    dl      '  * 

expressions  de  x^  r,  z  en  fonction  de  ^,  c'est-à-dire  le  mouve- 
ment; 

2°  Dans  le  cas  où  X,  Y,  Z  dépendent  de  J?,  js  z  seulement,  ii 
suffit,  pour  évaluer  le  travail  total,  de  connaître  la  trajectoire  du 
mobile  entre  la  position  Mo  qu'il  occupe  à  l'instant  /©  et  la  posi- 
tion M  qu'il  occupe  à  l'instant  /; 

3"  Enfin,  si  la  résultante  X,  Y,  Z  ne  dépend  que  de  la  position 
du  mobile  et  dérive  d'une  fonction  de  forces  \}{x^y^z) 

\  dx  -i-  \  dy  -    Zdz  —  dl](x,  y^  o, 

on  peut  évaluer  le  travail  total  en  connaissant  uniquement  les 
deux  positions  M©  et  M.  Dans  ce  cas,  le  théorème  des  forces  vives 
fournit  une  intégrale  première  :  on  a,  en  effet,  en  intégrant  le 
deuxième  membre  de  l'équation  (2), 

0  =  iJ  (t,  y,  z  )  —  V (xo,  yoy  Zo) 

Vt  'À 

OU 

/nt»*  —  'jl[\J{Xj  7,  5)  --  // 1, 

h   désignant   la  constante  arbitraire  — - — U(xo,  j^o?  ^o)î  cette 

constante  se  nomme  constante  des  forces  vives.  D'après  cette 
équation,  la  vitesse  du  mobile  redevient  la  même  chaque  fois  que 
\J  {x^  y^z)  reprend  la  même  valeur.  Si  \]{Xy  y^  z)  est  une  fonc- 
tion uniforme  de  x,  y,  ^,  on  peut  dire  que  la  vitesse  du  mobile 
redevient  la  même,  quand  le  mobile  revient  sur  la  même  surface 
de  niveau  l](x,y,z)  =  const.  Quand  la  fonction  U  est  à  déter- 
minations multiples,  comme,  par  exemple,  U  (| x,  r,  -z )  =  are  tang  ^  » 

la  vitesse  ne  redevient  pas  nécessairement  la  même  quand  le  point 
îk:.  revient  sur  la  même  surface  de  niveau,  car,  sur  une  surface  de 
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niveau  déLermiiiée,  Ul^^ij",  2)  ei,  par  suile,  le  travail  lotal   pren- 
nent des  valeurs  dlHercntes  suivani  le  chemin  suivi  {voir  n"  82 1. 

Ej:emples.  —  i°  Considérons  un  point  pesant  entièrement  libre,  mobile 
dans  le  vide.  ïi  nous  prenons  un  axe  Os  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  la 
seule  force  appliquée  au  point  est  le  poids  dont  les  projections  sont 


le  théorème  des  forces  vives  donne  donc 

d —--  mg  ds. 

équation  dont  le  second  membre  est  une  dilTérenticlle  totale  exacte,  ce  qui 
montre,  comme  nous  l'avons  déjà  plusieurs  fois  remarqué,  que  le  poid'^ 
dérive  d'une  fonction  de -forces.  En  intégrant,  on  a 


Cette  équation  montre  que  la  vitesse  reprend  la  même  valeur  numérique 
cbaque  fois  que  le  mobile  repasse  à  la  même  hauteur,  c'est-à-dire  revient 
sur  la  même  surface  de  niveau;  car  ces  surfaces  sont  actuellement  des 
plans  horizontaux.. 

Plus  généralement,  si  le  mobile  était  sollicité  par  une  force  verticale  fonc- 
tion de  z, 

X  =  o,  V-O,  Z  -<?(.!), 


■^r- 


les  surfaces  de  niveau  seraient  encore  des  plans  horisontaux.  Dans  tous 
ces  mouvements,  la  trajectoire  serait  plane  (n°  203,  e:t.), 

3°  Considérons  un  point  M  attiré  par  un  centre  fixe  0  en  raison  iaverse 
du  carré  de  la  distance.  La  force  attractive  aura  une  expressioa  de  la 

forme  — ^>  \l  étant  une  constante  et  r  la  Hif^iance  OM.   La  valeur  algé- 
brique de  cette  force  estimée  dans  le  sens  de  UIM  e<r et,  d'uprés  c 

que  aous  avons  vu  dans  le  n°  S4,  le  travail  éiénientaire  de  celte  forue  esi 
~dr.  Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc 


d'~  ^. 


.'HIa 


r^^^fi-- 


'   GENERALITES 


'(^-)- 


Les  surfaces  do  niv 


se  reprend  I. 
lifO. 


même  valeur  numérique  à  la  même  dislance  du  centr 

Plus  généralement,  si   le  point  M  est  sollicité  |iar  une  force  ccnirah' 
fonction  de  r,  dont  la  valeur  algébrique  estimée  dans  le  sens  OM  est  f  (ri, 


-f(r)d--. 


-/:-■ 


Les  surfaces  de  niveau  sont  encore  des  sphères  de  centre  0.  Dans  tous  ce' 
mouvements,  la  trajectoire  serait  plane  (n°  203,  ex.). 

3°  Considérons  un  point  pesant  M  attiré  par  un  centre  û\e  A.  en  raison 
inverse  du  carié  de  la  distance  et  repoussé  par  un  centre  fixe  A'  propor- 
tionnellement à  la  distance  (  fiff-   i3i).  Nous  prendrons  encore  un  axe  Oi 

Fig.  .3.. 


vertical   vers  le  haut,  de 
—  mgd»;  si  nous  appeloi 

force  attractive  F,  estimée  positivement  dans  le 


■on  tnviil  ëlémeataire 


;  que  le  travail  élémentaire  du  poids  sera 
la  distance  AM,  la  valeur  algébrique  de  la 


F'  proportionnelle  à  1» 
dr'.  D'après  le  théo- 


égale au  travail  élémen- 
point  M,  c'est-i-dire  à  la 
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Le  second  membre  de  cette  expression  est  une  diffcrentielle  exacte  et  il 
existe  une  fonction  des  forces;  c'est  ce  dont  on  était  certain  à  l'avance, 
d'après  les  théorèmes  établis  dans  le  Chapitre  IV.  On  a  donc  en  intégrant, 
après  avoir  divisé  par  /??, 

ci  =  1  l  —  £^Z  -^  -   H" ■-/(). 

^  '^  /' 

La  fonction  des  forces  est  encore  ici  une  fonction  uniforme  et  la  vitesse 
redevient  la  même  chaque  fois  que  le  mobile  repasse  sur  la  même  surface 
de  niveau 

—  s'z  -r-  --  -H  ■ -  -  const. 

Ces  surfaces  sont  du  sixième  ordre;  elles  se  réduisent  au  second  si  |jl  est 
nul,  c'est-à-dire  si  l'on  supprime  le  centre  attractif  A. 

207.  Remarque  sur  l'intégrale  des  forces  vives.  -    L^ntégralc 

des  forces  vives 

mv-  =  2  f  LW  a:,  jK,  ^  )  -+-  ^  I 

montre  que  le  mobile  ne  peut  pas  sortir  de  la  région  de  l'espace 
dans  laquelle  U(jr,  y,  z)  4-  h  est  positif,  car  le  premier  membre 
est  essentiellement  positif.  Quand  cette  région  ne  comprend  pas 
tout  l'espace,  elle  est,  en  général,  limitée  par  la  surface  de  niveau 

ayant  pour  équation 

\}{x,y,z)-r-h  -  o, 

surface  dont  la  nature  dépend  de  la  constante  des  forces  vives, 
c'est-à-dire  de  la  position  initiale  et  de  la  grandeur,  mais  non  de 
la  direction  de  la  vitesse.  On  cherchera,  à  titre  d'exercice,  ce  que 
sont  ces  surfaces  pour  les  exemples  traites  ci-dessus. 

Celte  remarque  évidente,  dont  on  trouvera  quelques  applica- 
tions dans  un  Mémoire  de  M.  Bohlin  [Acta  mathematica,  t.  X  ), 
donne  immédiatement  le  théorème  de  Lejeune-Dirichlet  sur  la 
stabilité  de  l'équilibre. 

I 

208.  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  point  matériel  Ubre.  Démon- 
stration de  Lejeune-Dirichlet.  —  Soit  un  point  libre  M(^,j^',  ^j 
sollicité  par  des  forces  dont  la  résultante  (X,  Y,  Z)  dérive  d'iine 
fonction  de  forces  U(a:,  y^  z) 

X  =  — ,         Y=^  Z  =  ^. 

dx  dy  àz 
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Les  positions  d^équilibre  du*  point  s^obtiennent  en  égalant  à  zéro 
X,  Y,  Z,  c'est-à'dire  en  cherchant  les  maxima  et  minima  de  U. 
5/  dans  une  position  donnée  O  du  point  la  fonction  U  est  réel- 
lement maximum  y  C équilibre  correspondant  est  stable.  Pre- 
nons cette  position  O  pour  origine  et  supposons  que  la  fonction  U 
s^annuleau  point  O,  ce  qui  est  toujours  permis,  car,  la  fonction  U 
n^étant  déterminée  qu'à  une  constante  additive  près,  on  peut 
disposer  de  cette  constante  de  façon  que  U  s'annule  en  un  poini 
donné.  Pour  préciser  la  notion  du  maximum,  décrivons  autour 
du  point  O  une  surface  convexe  S,  par  exemple  une  sphère  de 
centre  O  ou  un  cube  de  centre  O,  dont  les  dimensions  sont  assez 
petites  pour  que,  dans  la  surface  S  et  sur  la  surface,  la  fonction 
U(^,^,  z)  soit  négative  et  non  nulle,  l'origine  seule  où  la  fonc- 
tion devient  nulle  étant  exceptée. 

La  surface  S  étant  choisie  aussi  petite  qu'on  le  veut,  nous  allons 
montrer  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  e  et  u  possédant  la 
propriété  suivante  :  en  plaçant  le  point  mobile  dans  une  position 
initiale  distante  de  O  de  moins  de  e  et  lui  imprimant  une  vitesse 
initiale  moindre  que  u^  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le 
mobile  reste  à  l^ intérieur  de  la  surface  S.  En  effet,  la  fonc- 
tion Uest,  sur  la  surface  S,  négative  et  différente  de  zéro;  on  peut 
donc  assigner  un  nombre  positif/?  assez  petit  pour  que,  sur  la 
surface  S,  on  ait  constamment' 

—  U>/>,        U-i-/?   :o. 

Donnons  alors  au  point  M  une  position  initiale  Mo(ro,^0)  ^o)  ^ 
l'intérieur  de  la  surface  S  et  imprimons-lui  une  vitesse  initiale  i'o- 
Dans  le  mouvement  qui  prend  naissance,  on  a,  d'après  le  théorème 
des  forces  vives, 

Uo  désignant  la  valeur  de  U  au  point  Mq,  valeur  négative.  Déter- 
minons la  position  et  la  vitesse  initiale  par  la  condition 

'1 
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pour  cela,  il  suffit,  par  exemple,  de  prendre 


<^  -  ,  —  Uo<  -  • 

2  2  2 


La  première  inégalité  donne  pour  ^o  ^i^e  limite  supérieure  u  égale 

à  4  /  ~  ;  puis,  la  fonction  U  étant  continue  et  s'annulant  à  l'ori- 
gine, il  existe  un  nombre  positif  e  assez  petit  pour  que,  la  distance 
OMo  étant  moindre  que  s,   — Uo  soit  moindre  que—»  Alors,  en 

donnant  au  mobile,  dans  l'intérieur  de  S,  une  position  initiale 
distante  de  O  de  moins  de  s  et  une  vitesse  initiale  moindre  que 

—  »  on  satisfait  à  l'inégalité  (2)  et,  par  suite,  d'après  le  théo- 
rème des  forces  vives  (i),  à  l'inégalité 


/i 


ftfv- 


(3,  __<U4-/,, 

qui  montre  que  le  mobile  ne  peut  pas  sortir  de  la  surface  S;  en 
effet,  si  le  mobile  arrivait  sur  la  surface,  IJ -r-p  deviendrait  négatif 
et  la  demi-force  vive,  qui  est  une  quantité  essentiellement  posi- 
tive, deviendrait  moindre  qu'une  quantité  négative;  ce  qui  est 
absurde.  Le  théorème  est  donc  démontré.  Par  exemple,  si  le  point 
est  attiré  par  O  proportionnellement  à  la  distance,  O  est  une? 
position  d'équilibre  stable  (n**  90). 

On  peut,  dans  le  mouvement  obtenu,  assigner  une  limite  supé- 
rieure à  la  vitesse,  car  U  étant  négatif,  d'après  la  formule  (3), 

—  est  intérieur  apeti^a  1/  -^• 

Réciproque,     -  Il  est  probable  que  la  réciproque  de  ce  théo- 
rème est  vraie.  Si,  en  un  point  O,  les  dérivées  partielles  — >  -r— ,  — 

s'annulent  sans  que,  en  ce  point,  la  fonction  U  soit  maximum, 
l'équilibre  correspondant  est  instable.  Cette  proposition  a  été 
démontrée  rigoureusement  dans  des  cas  très  étendus  par  M.  Lia- 
i^ounoS  {Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  5*série,  1. 111, 
p.  81;  1897)  ^^  P^^  ^'  Hadamard  (ibid.j  p.  364). 

Remarque.   —  Lorsqu'un  mobile   sollicité  par  une   force  ne 
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dérivant  pas  d^  une  fonction  de  forces  est  en  équilibre  dans  une 
certaine  position,  on  reconnaît  si  Féquilibre  est  stable  ou  non  en 
étudiant  le  mouvement  que  prend  le  point  quand  on  l'écarté  infi- 
niment peu  de  sa  position  d'équilibre  et  qu'on  lui  donne  une 
vitesse  infiniment  petite. 

II.  -  MOUVEMENT  RECTILIGNE. 

209.  Cas  général  où  la  trajectoire  est  plane.  —  Lorsqu'un  mo- 
bile est  sollicité  par  une  force  constamment  parallèle  à  un  plan 
(ixe  n  et  que  sa  vitesse  initiale  Co  est  parallèle  à  ce  plan,  la  trajec- 
loire  est  située  dans  le  plan  mené  par  v^  parallèlement  à  II. 

On  peut  regarder  ce  théorème  comme  évident,  par  raison  de 
symétrie,  parce  qu'il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  le  mobile 
quitte  ce  plan  d'un  côté  ou  de  l'autre.  On  peut  aussi  le  déduire 
des  équations  du  mouvement  :  supposons  la  force  parallèle  au 
plan  des  xy^  et  le  mobile  placé  en  Mo(j:o,  ^o>  ^o)  et  lancé  paral- 
lèlement au  plan  des  xy.  On  aura  alors  Z  =  o  et  la  troisième 
équation  du  mouvement  donnera 


<i*3  __  dz 

dti  ~~^'         dt 


ff^-zn^  =0,         ^-  -  ^y, 


z'q  désignant  la  projection  de  la  vitesse  initiale  sur  0.3.  Mais,  par 
hypothèse,  cette  projection  est  nulle;  donc 

dz 

Tt  =''^        ^  =  ^«' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

210.  Cas  général  où  le  mouTement  est  rectiligne.  —  Si  la  force 
qui  agit  sur  un  mobile  est  constamment  parallèle  à  un  axe  et  si  la 
vitesse  initiale  est  parallèle  à  cet  axe,  le  mobile  décrit  la  droite  r,, 
parallèle  à  la  même  direction.  Ce  théorème  résulte  du  précédent, 
puisque  la  trajectoire  doit  se  trouver  dans  tout  plan  mené  par  i'o 
parallèlement  à  l'axe.  On  peut  le  démontrer,  comme  le  précédent, 
en  supposant  la  force  parallèle  à  Ox;  on  aura 

r/2  z  d^Y 
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d'où 

ea  appelant  w'q  ^^^o  les  .projections  de  la  vitesse  initiale  sur  Oz 
et  Oy^  projections  qui  sont  nulles  par  hypothèse;  donc,  en  inté- 
grant de  nouveau, 

^  =^  ^o>      y  '-'  y^- 

21 1 .  Équations  du  mouTementrectiligne.  Cas  simples  d  intégra- 
bilité.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  le  mouvemenl 
est  rectiligne  et  prenons  pour  axe  Ox  la  droite  que  décrit  le 
mobile;  l'équation  unique  du  mouvement  s'écrira 

Le  cas  le  plus  général  est  celui  où  X  est  à  la  fois  fonction  de  x^ 
de  i'  et  de  ^;  on  aura,  dans  ce  ea?--, 

d'^T        ^  /      dx 

'"  7/7?  ^  *  ^  ■'•'  77?  •  ',  ' 

dx 

car  la  valeur  algébrique  de  k>  est  —  •   C'est  une  équation  différent 

lielle  du  second  ordre,  qui  permettra  de  calculer  x  en  fonction 
dî  /.  L'intégrale  générale  contiendra  deux  constantes  arbitraires 

X  -'-  f[  /,  c,  c';. 

On  déterminera  les  constantes  par  les  conditions  initiales 

^o"f{^oj  c,  c).         Vo—/l{toy  c,  c'). 

Il  peut  arriver  que  l'expression  analytique  de  la  force  change 
suivant  la  position  du  mobile  ou  le  sens  de  la  vitesse.  Un  exemple 
de  ce  fait  se  rencontre  dans  l'exercice  3"  du  n°  212. 

L'intégration  de  l'équation  difTérenlielIe  (1)  se  ramène  à  des 
quadratures  si  x  contient  seulement  Tune  des  quantités  j:,  r,  /. 

1°  La  force  dépend  uniquement  de  la  position.  —  Soil 
d'abord 


m-jj^   ---:cp(:r), 
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dx 
multiplions  les  deux  membres  par  2  -7-,  il  vient 


en  intégrant  on  a 


d^x  dx  ,    ^dx 


(dx  *       r^ 
_  j  ='^'  j     ^(x)dx  ^  h, 


équation  qui  n'est  autre  que  l'équation  des  forces  vives  appliquée 
au  cas  particulier  actuel  ;  pour  déterminer  la  constante,  faisons 
X  -~^  ûOqj  nous  obtenons  pour  h  la  valeur  mcj.  La  quadrature  ci- 
dessus  étant  effectuée,  on  trouve  une  équation  de  la  forme 

il  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  le  signe  à  prendre,  car  pour  x  -=  jt,, 
on  doit  avoir  (-^)  =  i^o ;  on  doit  donc  partir  avec  le  signe  de  i  0 

devant  le  radical;  si  ^0  était  nul,  le  mouvement  se  ferait  dans  !<; 
sens  de  la  force,  ce  qui  déterminerait  encore  le  signe  du  radical. 
On  écrira  alors 


cette  équation,  résolue  par  rapport  à  ;r,  donnerait  la  loi  des  espaces: 
elle  exprime  directement  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  un 
espace  donné.  Nous  la  discuterons  plus  loin  (n^2l2,  exemple  5'  k 
après  avoir  étudié  quelques  cas  particuliers  simples. 

2°  La  force  dépend  uniquement  de  la  vitesse,  —  Supposons 
maintenant  X  fonction  de  v^  on  écrira 

dv         ,  .        nidv 

dt       ^^   '  ^{^) 

en  intégrant, 

^  nid\' 


et,  comme  dx  =  ^  dt,  on  aura 

mv  dv  r^  mv  dv 


j         nw  dv  C    mv  dv 

dx  =    ; ,  X  =     I         ; H  Xq, 

A.,  I.  21 


1 
>•  Ijh  f<0rKit  déép^md  mMÎjmemÊ^nt  di^  Umnzf-  —  Si  «t  an  X  est 


»•  -r  — 


("*[/*=     *1-»,  f_.-. 


#- 


*^x  r  - 


JT     "=   '  -      *'j    m. 


^ttL  cvMicCaxt  t^  .Ji5lxm--ie5  i  partir  Je  U  |v»>ili<>a  ta:t:j*f    ;i   7Jt   b  .-.  Si  %~, 
-rrw  p>*icr    U  ^it«*<*,  djb-.^rJ  p.^>îli^e.  \a  cv^a>îi3àKi-?.:   --    •   -    -.i:::   ^: 
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s'annule  au  bout  du  temps  —  ;  à  partir  de  cet  instant,  la  vitesse  qui  est 

négative  croit  indéfiniment  en  valeur  absolue.  En  éliminant  t  entre  les 
équations  (2)  et  (3),  on  trouve 

p2  —  ç^  —  •xgx. 

On  arriverait  à  cette  relation  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives, 

(ix 
r'est-à-dire  en  multipliant  les  deu\  membres  de  (i)  par  2  -r-  et  intégrant. 

On  a  donc 

^^  =  :-.>/^—?.gx. 

Dans  rhypothèse  où  nous  nous  plaçons,  t»o>  o,  le  corps  est  d'abord  lancé 
vers  le  haut  et  au  début  du  mouvement  la  vitesse  est  positive;  on  devra 

donc  prendre  le  signe  -4-  devant  le  radical.  Lorsque  x  croît  jusqu'à  — ^  » 

V  diminue  jusqu'à  o;  à  partir  de  ce  moment,  le  corps  retombe  et  l'on 
prendra  le  signe  — .  L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  la  vi- 
tesse montre  que,  lorsque  le  mobile  passe  par  une  position  déterminée,  sa 
vitesse  est  la  môme  en  valeur  absolue,  qu'il  monte  ou  qu'il  descende  :  il 
repasse  alors  par  une  même  surface  de  niveau. 

2°  Mouvement  d^ un  point  matériel  attiré  ou  repoussé  par  un  centre 
fixe  O  proportionnellement  à  la  distance. 

Prenons  pour  origine  le  point  O  {fig*  i32)  et  pour  axe  la  droite  OMo, 

Fig.  i3j. 
...  ..il ^ 

^ '-^ • 7t ^ 

0     .  Mo  .  'B  A      Jv 


qui  sera  la  trajectoire  ;  choisissons  pour  sens  positif  le  sens  OxMq,  Mq  dési- 
gnant la  position  initiale,  et  désignons  par  v^  la  vitesse  initiale. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  l'attraction  :  la  force,  à  un  instant  quelconque, 
sera  —  \lx^  |jl  étant  positif,  et  l'on  aura  pour  équation  du  mouvement,  en 

posant  —  =  X:', 
'  m 

Cette  équation  convient,  que  le  point  mobile  soit  à  droite  ou  à  gauche  du 
rentre  attirant  O.  Le  deuxième  membre  ne  dépendant  que  de  x^  nous  in- 

dx 
tégrerons  en  multipliant  par  2  -j-  >  ce  qui  revient  à  appliquer  le  théorème 
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des  forces  vives;  nous  avons  ainsi 

Pour  X  =  Xq  on  a  V  =  Vqi  donc 

h  est  une  quantité  essentiellement  positive  et  supérieure  à  k^x^  :  nous 
pourrons  donc  poser  h  égal  à  un  carré  A:*a*,  avec  u^Xq.  L'équation  du 
mouvement  devient  alors 

et  le  temps  sera  donné  par  une  quadrature  élémentaire 

dx 


{i)  kt  = 


/      rzyja^-x^ 


Supposons  le  mobile  lancé  avec  une  vitesse  initiale,  i>o,  positive  ;  il  faudra 
prendre  au  début  le  signe  -h  devant  le  radical;  lorsque  x  augmente,  la 
vitesse  diminue  et  s'annulerait  pour  jt  =  a;  nous  allons  établir  que  nous 
pouvons  effectivement  faire  :r  =  a,  c'est-à-dire  que  le  temps  qu'il  faut  au 
mobile  pour  décrire  l'espace  a  —  Xq  est  fini.  Tout  d'abord,  le  mobile 
pourra  s'approcher  autant  qu'on  le  voudra  du  point  A,  c'est-à-dire  qu'il 
arrivera  nécessairement  en  tout  point  B  de  l'intervalle  MqA,  car  l'abscisse 

de  B  étant  6,  la  vitesse  du  mobile  est  constamment  supérieure  à  A* /a*  —  6* 

b  —  Xn 

lorsqu'il  se  trouve  entre  M©  et  B;  donc  au  bout  du  temps ^—  %  il 

aura  décrit  une  longueur  plus  grande  que  b  —  x^ti  aura  dépassé  le  point  B. 
En  outre  le  mobile  arrive  au  point  A  lui-même,  car  l'intégrale  (i)  qui 
donne  le  temps  employé  à  arriver  au  point  d'abscisse  x^  reste  finie  lorsque  x 
tend  vers  a.  Le  mobile  s'éloignera  donc  du  point  O  pendant  le. temps 


'd 


dx 


v/a- 


X 


t 


Au  bout  de  ce  temps,  la  vitesse  s'annulera  et,  la  force  étant  attractive, 
le  mobile  se  rapprochera  du  point  O;  il  faudra  changer  le  signe  de  v  et 
prendre 

dx  .    /— 

le  mobile  se  rapprochera  constamment  du  point  O  avec  une  vitesse  qui 
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croîtra  jusqu'à  la  valeur  ka  cl  y  arrivera  au  bout  du  temps 

dx 


I     r  dx        __    7r 


le  mobile  dépassera  alors  le  point  O  et  cette  nouvelle  phase  du  mouve- 
ment sera  inverse  de  celle  qui  l'a  amené  de  A  en  0;  il  s'éloignera  donc 
jusqu'en  A',  symétrique  de  A,  où  il  s'arrêtera  pour  revenir  vers  0,  et  ainsi 
de  suite.  Le   mobile  sera  donc  animé  d'un  mouvement  d'oscillation,   la 

durée  d'une  oscillation  simple  étant  ^* 

En  supposant  la  vitesse  initiale  nulle,  on  trouvera 

a  =  xo; 

et  le  mobile  étant  placé  en  un  point  quelconque  â:o  de  la  droite  sans  vitesse 
initiale  arrivera  en  O  au  bout  du  temps  —r  indépendant  de  a:©;  on  dit 

2  A 

alors  que  le  mouvement  est  tautochrone. 

Pour  avoir  dans  ce  mouvement  la  relation  qui  existe  entre  x  et  ^,  on 
pourrait  eiïectuer  la  quadrature  que  nous  avons  considérée  plus  haut  et 
qui  donne  un  arc  sinus;  on  y  arrivera  plus  simplement  en  remarquant  que 
l'équation  du  mouvement 

d^x       ., 
dl^ 

est  linéaire  et  du  second  ordre  à  coefficients  constants;  son  intégrale  gé- 
nérale est  donc 

X  ■-  k  cos kt  ~  B  sinX7, 
d'où,  en  difTérentiant, 

V  =    -  AA:sinA7  -f-  Bkco%kt. 

Pour  /  =  o,  on  aura 

XQr=  A,         Vq—  BX:, 
donc 

X  —  Xq  cos kt  -f-  -,*  sin  kt. 

k 

Si  Vo=  o,  l'expression  ci-dessus  se  réduit  à 

X  —  xo  cos  kt  ; 

pour  que  x  soit  nul,  il  faut  que  kt  soit  égal  à  -  ;  donc  le  temps  que  met  le 

mobile  à  arriver  à  l'origine  est  bien  —r,  valeur  indépendante  de  la  posi- 
lion  initiale. 
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Traitons  maintenant  le  cas  où  la  force  est  répulsive;  l'équation  du 
mouvement  est 

dx 
Multiplions  les  deux  membres  par  2-^  et  intégrons;  il  vient  (théorème 

(les  forces  vives) 

avec  A  =  pj  —  k^x\  ;  donc 

dx 
'di 


=  ^-yJk^x^-r-h 


Supposons  d'abord  t'o>o'>  le  mobile  s'éloigne  constamment  du  centre 
répulsif  et  sa  vitesse  croit  indéfiniment  avec  x. 

Supposons  maintenant  v^<io\  au  début,  la  vitesse  sera  négative  :  il  faudra 
donc  prendre  le  signe  —  devant  le  radical.  Supposons  /i  >  o;  à  mesure  que 

le  point  s'approche  de  O,  sa  vitesse  diminue  jusqu'à  yjh\  le  mobile  dépas- 
sera le  point  O  avec  celte  vitesse  et  s'éloignera  avec  une  vitesse  indéfini- 
ment croissante.  Si  h  est  négatif  on  peut  poser  h  égal  à  — k^a^  et  l'on  a 

dx 


=    -  k  \/x-—  a\ 

où  a  est  nécessairement  moindre  que  x^^  car  pour  x  —  Xq\z  vitesse  i'o  est 
réelle;  le  mobile  s'approchera  donc  du  point  A  d'abscisse  a  et  Ton  dé- 
montre facilement  qu'il  atteindra  tout  point  B  situé  entre  la  position  ini- 

Fig.  i33. 

B 


H_ 1  I — • 

0  A  M.     ^ 


tiale  Mo  et  A  ;  d'ailleurs  il  arrivera  en  ce  dernier  point  en  un  temps  fini, 
car  le  temps  qu'il  lui  faut  pour  parcourir  l'espace  Xq  —  x 

k  J^      ^x-^  —  à^ 

tend  vers  une  limite  T  lorsque  x  tend  vers  a.  Au  bout  de  ce  temps  T,  la 
vitesse  changera  de  signe  et  le  point  s'éloignera  indéfiniment  de  a  avec 
une  vitesse  toujours  croissante. 

Il  est  intéressant  d'étudier  le  cas  intermédiaire  h  =  o.  Dans  cette  hypo- 
thèse, on  a 

dx 


__=._/x-.x«=-*T. 
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La  vitesse  diminue  constamment  à  mesure  que  le  point  se  rapproche  de 

l'origine;  on  démontre,  comme  précédemment,  que  le  mobile  s'approchera 

indéfiniment  du  point  O,  mais  il  ne  pourra  Vatteindre  dans  un  temps 

Jini,  car  le  temps  qu'il  lui  faut  pour  arriver  à  une  distance  x  de  Torigine 

est 


I     r"*  —dx        I  ,      To 


et  cette  expression  croît  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  o.  Le  point  O 
se  distingue  par  cette  particularité  que  c'est  une  position  d'équilibre  in- 
stable; le  mobile  placé  en  O  sans  vitesse  initiale  resterait  au  repos;  mais  si 
on  l'en  écartait  un  peu,  la  répulsion  Técarterait  davantage;  le  plus  souvent, 
lorsqu'un  mobile  s'approche  d'une  position  d'équilibre  instable  avec  une 
vitesse  qui  tend  vers  zéro,  il  s'approche  indéfiniment  de  cette  position  sans 
jamais  l'atteindre. 

Si  dans  le  problème  que  nous  venons  de  traiter  on  voulait  avoir  la  rela- 
tion entre  t  et  x,  il  faudrait  effectuer  une  quadrature;  mais  l'équation  du 

mouvement  étant 

d^x 

^'^^"'' 
elle  a  pour  intégrale  générale 

d'où 

i>r=  AAre^'— BA:c-*'; 
pour  /  —  o,  on  a 

Si  l'on  supposait  les  conditions  initiales  telles  que  A  —  o,  c'est-à-dire 
(•„  —  —  Ara^o  et^  par  conséquent,  A  —  o,  le  mouvement  serait  donné  par 

X  =  XqC-^'^j 

et  t  croissant  indéfiniment,  x  tendrait  vers  o;  ce  qui  est  bien  le  résultat 
trouvé  plus  haut. 

3**  Afouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance. 

Lorsque  x  est  positif,  la  force  est 

si  X  était  négatif,  il  faudrait  prendre 

Y       \^ 

A  =   —  • 

a?* 
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Nous  traiterons  le  premier  cas;  alors  l'équation  du  mouvement  sera,  si  l'on 

pose  fi  =  mk^, 

d*x  __  __  A« 

di^   ~       x^  ' 

dx 
Multiplions  par  2-7-  et  intégrons  (théorème  des  forces  \ives) 

I  dx\^       ik^ 

',7?7J=  — -^*' 

2  A:* 
o\ï  h—vl •  Supposons  que  le  mobile  parte  de  M©  avec  une  vitesse 

i'o  négative,  c'est-à-dire  dirigée  vers  le  point  O  ou  avec  une  vitesse  nulle  ; 
il  faudra,  au  début,  prendre 


dx  f\ 


i  k^ 

h 


X 


et  le  mobile  s'approchera  de  O  avec  une  vitesse  croissant  indéfiniment, 
circonstance  qui  ne  peut  évidemment  pas  se  réaliser  physiquement  :  il  y 
aura  choc  avant  que  la  distance  des  deux,  corps  s'annule.  Si  le  mobile  était 
lancé  dans  le  sens  positif,  il  faudrait  prendre  d'abord 


dx  ^  /ik^        . 

-dF=^V—-^^'' 


Si  h  est  >  o,  à  mesure  que  x  croît,  v  décroît  constamment,  mais  reste 

toujours  supérieur  à   \/h;    le  mobile  s'éloignera   donc   indéfiniment;   et 

comme  sa  vitesse  tend  vers  y//*,  on  peut,  après  un  certain  temps,  consi- 
dérer le  mouvement  rectiligne  comme  uniforme. 

Si  h  est  nul,  le  mobile  arrive  nécessairement  en  tout  point  de  la  droite, 
si  éloigné  soit-il,  car,  entre  Mo  et  un  point  quelconque  P  d'abscisse/?, 

sa  vitesse  est  supérieure  à  4  /  — ;  il  s'ensuit  qu'il  s'éloigne  indéfiniment 

avec  une  vitesse  qui  tend  vers  zéro. 

—  ik^ 
Si  h  est  négatif,  on  posera  h  =  et  Téquation  du  mouvement  sera 


dx  __  /ik^        ik^ 

'dt~"^\     X    "    a'' 


d'ailleurs  a  >  J7o  (voir^î^.  i34),  car  le  radical  doit  être  réel  pour  x  —  x^\ 

la  vitesse,  d'abord  dirigée  vers  la  droite,  va  donc  d'abord  en  diminuant  à 

mesure  que  x  croit.  On  verrait,  comme  précédemment,  que  le  mobile  s'ap- 

\  proche  autant  que  Ton  veut  du  point  A  d'abscisse  a  et  y  arrive  en  un 

temps  fini;  au  bout  de  ce  temps,  le  mouvement  change  de  sens,  car  la 
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force  est  attractive  et  elle  ramène  le  mobile  vers  le  point  O,  comme  dans 
le  premier  cas  t^ofo. 

On  pourrait  discuter  autrement  le  problème  en  effectuant  la  quadrature 
qui  donne  t  en  fonction  de  x\  on  a  en  effet 

dx 


'>.    k" 


Si   l'on   pose   alors h  h  —  «*,  on  est  ramené  à  l'intégration  d'une 

fraction  rationnelle. 

^°  Mobile  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  n'*"»^ 
puissance  de  la  distance 

X  =  —  \i.xf*. 

On  trouvera  que,  si  le  mobile  est  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  une 
distance  Xq  de  l'origine,  il  y  arrive  au  bout  du  temps 

T  —  Xq   -     


I  ///î(/i"-i)     r .-*,  V—:   , 


expression  dans  laquelle  l'intégrale  définie  est  l'intégrale  eulérienne 
B  (  —  ->  -  )•  Par  conséquent,  la  seule  valeur  de  n  pour  laquelle  T  est 
indépendant  de  Xq  est  n  =^  i  (exemple  -i"). 

5**  Discussion  du  cas  général. 
I/équation  du  mouvement  étant 

d^x 

une  première  intégration  donne  (théorème  des  forces  vives) 

^\~St)  ^  '^  / ?^^)^^-^~  ^  ^/(^) 

ou 

dx 


Pour  fixer  les  idées,  supposons  f{x)  une  fraction  rationnelle;  le  signe 
du  radical  au  début  du  mouvement  sera  donné  par  le  sens  dans  lequel  le 
mobile  commence  à  se  déplacer. 

Imaginons,  par  exemple,  qu'il  faille  prendre  le  signe  -h;  le  mobile 
s'éloignera  vers  la  droite.  Les  seules  singularités  sont  les  zéros  et  les  infinis 
de/;  supposons  qu'en  faisant  croître  x  on  arrive  d'abord  à  un  infini  de  /: 
dans  ce  cas,  le  mobile  ira  tomber  sur  le   point  A   correspondant  à  cet 
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infini  avec  une  vitesse  croissant  indéfiniment,  et  le  problème  sera  terminé. 
Supposons  maintenant  que  la  première  singularité  soit  un  zéro  simple:  on 
écrira 

W  ne  s'annulant  pas  de  Xq  à  a,  et  l'on  aura 

^^{x)  étant  positif  de  x^  à  a,  pour  que  -y-  soit  réel;  le  mobile  arrive  aussi 

prés  que  Ton  veut  du  point  A  d'abscisse  a,  car  sur  un  segment  MoB 
{ fig.  i34  )  la  vitesse  ne  s'annule  pas  :  elle  reste  donc  supérieure  à  une  cer- 

Fig.  i34. 


■+■ 


M.  B 


'rt 


taine  limite  Vx  et  le  mobile  arrive  nécessairement  en  B;  il  arrive  crailleurs 
en  A  en  un  temps  fini,  car  le  temps 


rv 


dx 
m 


\/a  —  X  /W  {x) 


qu'il  lui  faut  pour  parcourir  l'espace  de  rro  à  ar  reste  fini  quand  x  tend 
vers  a\  il  arrive  en  ce  point  avec  une  vitesse  nulle  et  le  sens  du  mouve- 
ment est  ensuite  déterminé  par  le  sens  de  la  force;  le  mobile  revient  né- 
cessairement sur  ses  pas,  car,  si  x  dépassait  a,  -3-  deviendrait  imaginaire. 

Si  la  singularité  or  =  a  rst  racine  double  ou  multiple,  le  mobile  s'approche 
indéfiniment  du  point  A,  mais  n'y  arrive  pas  en  un  temps  fini,  car  on  a,  en 
supposant  la  racine  double, 

f(x):=(a^-x)*W(x}, 

par  suite 

j_  

dt 

^V{x)  étant  encore  positif  dans  l'intervalle  Xoa\  et  le  temps  qu'il  faut  au 
mobile  pour  parcourir  l'intervalle  XqX 

dx 


\Jm  f 

^'j-^    i  d  —  X 


)\/^'ix) 
croît  indéfiniment  lorsque  a?  tend  vers  a.  On  peut  remarquer  que,  si  x  —  a 
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est  ane  racine  double,  la  position  correspondante  est  une  po>ition  dViiui- 
libre  instable:  en  effet,  on  a 

d'ailleurs 


/{  X)  —  1  j  G  -r  )  dx    -h: 


par  suite,  en  dérivant  les  deu\  membres  par  rapport  à  j\  on  a  pour  lu 
force  X 

•2  ^ 

et  cette  expression  s'annule  bien  pour  x  =  <i.  I^  force  s*anniilaiit  pour 
X  =  a,  \a  position  A  correspondante  est  une  position  d'équilibre.  Elle  est 
instable,  car,  si  Ton  écartait  infiniment  peu  le  mobile  de  cette  position,  en 
donnant  à  x  une  valeur  infiniment  voisine  de  a  plus  petite  que  a,  IVv- 
pression  ci-dessus,  dans  laquelle  M'(j")  est  positif  au  voisinajje  de  x  —  <i, 
montre  que  X  deviendrait  négatif:  le  point  tendrait  donc  à  s'appn^cher 
de  Torigine  et  à  s'écarter  encore  davantage  de  la  position  d'équilibre. 

Un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  est  le  suivant  :  le  mo- 
bile partant  de  la  position  initiale  Xq  avec  une  vitesse  Vu,  les  première-* 
valeurs  remarquables  que  Ton  rencontre  en  faisant  croître  et  décroître  x, 
à  partir  de  Xq,  sont  deux  zéros  simples  dc/(x>.  a  et  r,  a  Xo?^-  r.  On 
peut  alors  écrire 

f{X)-ia  —  x)ix-     c  '  U'(  X  -, 

W(x)  restant  positif  entre  a  cl  c.  On  a,  «lans  ce  cas. 

l  -   \  m   I  T  ■-■-—-  -     .. 

Jj-^   .  .\{a     ■x){^x       c)\'^\x) 

où  le  signe  doit  être  choisi  allcrnativemcnl  positif  et  négatif,  car,  d'après 
ce  qui  précède,  le  mobile  oscille  cuire  les  deux  points  A  et  C  trabsrisso»  a 
et  c  (  \o\v  Jif^.  i3i  •.  La  durée  de  Toscillalion  (aller  et  retour)  est 

•  ,       V  i  ^  -  ~  •'^  "  -^       r  )  y''  1^1  .r  ) 

Si  donc  on  conçoit  x  coniine  fonction  de  /  (inversion  <le  l'intégrale  t. 
X  est  une  fonction  périodique  de  t  avec  la  période  T.  D'après  le  théo- 
rème de  Fouricr,  on  peut  développer  x  en  une  série  trigonométri(|ue  de  la 
f<»rme 

X  —  ao  :- «I  cos  -  -        t/isin-         »   ^'i  cos  -     -    .    6,  sin-„,      «  .... 
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convergente,  quel  que  soit  t,  La  détermination  des  coefficients  a,,  et  f)n 
présente  de  grandes  difficultés,  sauf  dans  le  cas  où  ^'(x)  est  un  polynôme 
(!n  X  de  degré  égal  ou  inférieur  à  2,  cas  dans  lequel  x  est  une  fonction 
circulaire  ou  elliptique  de  t.  Pour  le  calcul  des  coefficients  dans  le  cas 
général,  nous  renverrons  à  un  Mémoire  de  M.  Weierstrass  :  Ueber  einc 
Gattung  reell periodischer  Functionen  ( Monalshericht  der  Akademic 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1866). 

213.  Mouvements  produits  par  une  force  dépendant  de  la  seule 
vitesse.  —  Mouvement  vertical  des  projectiles  dans  un  milieu 
résistant.  —  Nous  avons  jusqu'à  présent  traité  des  exemples  dans 
lesquels  la  force  ne  dépend  que  de  la  position  du  point.  Voici  un 
genre  de  questions  dans  lesquelles  on  a  à  considérer  un  point 
matériel  sollicité  par  une  force  dépendant  de  la  vitesse.  Imaginons 
un  corps  pesant  mobile  dans  un  milieu  résistant  comme  l'air.  Le 
milieu  exerce  sur  chaque  élément  de  surface  du  corps  une  certaine 
action,  et  toutes  ces  actions  se  composent  en  une  force  et  un 
couple  appliqués  au  corps.  Dans  le  cas  particulier  où  le  projectile 
est  de  révolution  et  est  animé  d'un  mouvement  de  translation  pa- 
rallèle à  Taxe  de  révolution,  il  est  évident,  par  raison  de  symétrie, 
que  le  couple  est  nul  et  que  la  résultante  des  actions  du  milieu  sur 
les  éléments  superficiels  du  corps  est  une  force  dirigée  suivant 
l'axe  et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Cette  dernière  circon- 
stance se  présente,  par  exemple,  lorsqu'on  laisse  tomber  dans 
l'air  immobile  une  sphère  ou  un  projectile  cylindro-conique  d'axe 
vertical. 

Plaçons-nous  dans  ce  cas  particulier;  d'après  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité,  que  nous  élablirons  plus  tard, 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  le  même  que  si  toule  la 
masse  du  corps  y  était  condensée,  et  si  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  corps  étaient  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  ce  point.  Le  centre  de  gravité  se  meut  donc  comme  un 
point  pesant,  sollicité  par  une  force  verticale  R  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  vitesse.  On  est  ainsi  conduit  à  étudier  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  sollicité  par  son  poids  et  gêné  dans  son 
mouvement  par  une  résistance  R.  L'expérience  a  montré  que, 
pour  des  vitesses  très  faibles,  la  résistance  est  sensiblement  pro- 
portionnelle à  la  vitesse  v\  si  la  vitesse  est  notable,  mais  encore 
inférieure  à  200*"  par  seconde,  la  résistance  varie  comme  v-\  an 
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delà,  il  faut  introduire  un  terme  en  v^  ou  i^*.  Il  paraît  impossible 
de  représenter  la  loi  de  la  résistance  par  une  formule  simple  : 
M.  Siacci  a  donné  une  formule  dont  l'accord  avec  Texpérience  est 
digne  de  remarque  :  celle  formule  est  discutée  par  M.  Chapel 
dans  la  Revue  d'Artillerie,  t.  XLVlll,  avril-septembre  1896. 
Nous  ECUS  placerons  dans  rhjpotlicse  générale  que  la  résistance 
est  donnée  en  fonction  de  la  vitesse  par  la  formule 

^(t')  étant  une  fonction  positive  et  croissante  de  r.  Comme  le 
corps  tombe  quand  il  est  abandonné  sans  vitesse,  la  résistance* 
pour  V  =zo  est  inférieure  au  poids,  donc  cp(o)  <;  i .  Nous  suppo- 
serons en  outre  que.  pour  chaque  valeur  positive  de  la  va- 
riable, la  fonction  ^(^')  a  une  dérivée  positive  et  différente  de  o. 
Nous  appellerons  X  la  valeur  particulière  de  v  pour  laquelle  la 
résistance  égale  le  poids,  c'est-à-dire  pour  laquelle  ct(A  )  ^^  1 . 

I*  Mouvement  descendant.  — Le  mouvement  étant  descendant 
par  hypothèse,  prenons  pour  origine  la  position  initiale  du  mo- 

Ig.  I.IJ. 
R 


mcj 


bile  et  un  axe  vertical  dirigé  vers  le  bas.   L'équation  du  moiivc 
ment  sera 

fh  r 
m  -^^    :r=  mA'  --  R  -^  mg  —  m^f  (  i  j 

OU 

comme  cp(X)  :=;  1,  ou  peut  écrire  Téqualion 
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on  en  déduit,  par  une  quadrature,  le  temps  en  fonction  de  la  vitesse. 


on  a  d'ailleurs,  en  remplaçant  dans  ^' \)  dt  par  —^ 


l'espace  sera  aussi  déterminé  en  fonction  de  la  vitesse  par  une 


4;uadrature 


/•"         vdv 

n  »  /r^  -  I    -7- 

*'  «»j    •  • 

1^  formule  (  i)  montre  que  jt  a  le  même  signe  que  ç<  a  •  —  3'V  ». 
Supposons  que  la  vitesse  initiale,  qui  est  positive,  soit  infé- 
rieure à  A,    ,■  commence  par  être  positif  et  v  croît  avec  le  temps 

depuis  sa  valeur  initiale  Vo\  la  vitesse  croîtra  tant  que  ©À)  —  ©(i^') 
sera  positif,  c'est-à-dire  tant  que  i'  ne  sera  pas  devenu  égal  à  a. 
Nous  allons  montrer  que  v  ne  peut  devenir  égal  à  A  en  un 
temps  fini.   En  effet,   dans  l'équation  (2),   l'élément  différentiel 

-i~       - —   devient  infini    pour   v--\     et  cela   de   façon    que 

^ ( A  ;  —  oiv)  '  y         T 

_       —  (X    -  i'/  tende  vers  une  limite    ,,.     :  par  conséquent, 

rinlégrale  devient  infinie  pour  ç'^zX;  l'équation  (3)  montre  de 
même  que  x  devient  infini  pour  cette  valeur;  de  là  résulte  que  la 
vitesse  croît  constamment,  mais  tend  vers  la  limite  finie  X. 

Si  la  vitesse  initiale  ^^o  était  plus  grande  que  X,  au  début  -7- 

serait  négatif,  la  vitesse  irait  en  décroissant  et  se  rapprocherait 
(le  A;  on  verrait,  comme  précédemment,  que  t  et  x  croissent  indé- 
finiment lorsque  v  tend  vers  X. 

Va\  résumé,  quelle  que  soit  la  vitesse  initiale,  la  vitesse  tend  vers 
la  même  limite  X,  et,  au  bout  d'un  temps  suffisamment  long,  le 
mouvement  est  sensiblement  uniforme  et  de  vitesse  X.  De  là  résulte 
(|ne,  si  la  vitesse  initiale  est  précisément  X,  le  mouvement  sera 
rigoureusement  uniforme;  d'ailleurs  l'équation  différentielle  (i  ) 
(lu  mouvement  admet  bien  la  solution  c       X. 
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Supposons  qu'on  laisse  tomber  dans  l'air  deux  sphères  homo- 
gènes égales  de  masses  difTérenles;  à  vitesse  égale,  la  résistance 
(le  Tair  sera  la  même  ;  nous  aurons  donc 

(4)  mg^(s^)  ^--  m,^cp,((^). 

Appelons  "k  el  X<  les  vitesses  limites  pour  les  deux  sphères  dé- 
finies par  cp(X)  =  I,  rfi(\i)z^  i .  Il  est  aisé  de  voir  que,  si  /ni>>m, 
on  a  X|  >>  X.  En  effet,  en  faisant  (>  =  X  dans  (4)  on  a 

Donc  ^t  Çk)  est  moindre  que  i ,  et  comme  la  fonction  y,  est  crois- 
sante, on  a  X<  >»  X^  ce  qui  montre  qu'à  la  plus  grande  masse  cor- 
respond la  plus  grande  vitesse  limite,  résultat  d'accord  avec  ce 
l'ait  d'expérience  que  les  corps  les  plus  lourds  tombent  le  plus 
vite  dans  l'air. 

Comme  exercice  on  peut  supposer 

Lorsque  n  est  entier,  les  quadratures  que  nous  avons  à  effectuer  portent 

sur   des  fractions  rationnelles;    si   n  était  rationnel  n  r=z  L,  on  poserait 

i'  —  a^  et  l'on  serait  encore  ramené  à  des  différentielles  rationnelles. 

Faisons,  par  exemple,  n  —  i;  Téquation  (2)  s'intègre  immédiatement  el 
donne 

par  suite,  nous  avons  l'intégrale  première 

X  —  t»  —  (  X  —  To )  «~^'  ; 

nous  retrouvons  bien  ici  les  résultats  généraux  :  X  —  v  a  toujours  le  signe 

(le  X  —  V(i\  el,  lorsque  t  croît  indéfiniment,  l'exponentielle  lend  vers  zéro, 

et  V  lend  vers  X.  Cette  dernière  équation  s'intègre  facilement,  en  y  rem- 

(Ix 
phçant  V  par  -j-  \  on  trouve 

\t^x  —  ^  7  ex  —  Po )«"*'-+-  G. 
a: 

Comme  pour  f  —  o,  on  a  a:  —  o,  il  vient 
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<i  X  en  fonction  du  temps 


en  remplaçant  X  par  sa  valeur  ^■ 

Nous  allons  vérifier  que,  si  l'on  fait  tendre  k  vers  zéro,  l'ùquation  qui 
ilélinit  X  5e  réduit  à  l'équation  x  -=  v^l  -i-  \  gt',  qui  donne  ia  chute  libre 
■lans  le  vide.  Kn  eCTel,  si  dans  la  formule  préci-dente  nous  remplaçons  e-*' 
par  son  développement  en  série,  nous  avons 

<i  nous  faisons  alors  k  ^  o,  il  reste  bien 

^^"o'  +  îé-C- 

a"  Mouvement  ascendant.  —  Nous  prendrons  maintenant 
l'aie  0:c  dirigé  vers  le  haut  {Jig.  i3(i).   Nous  aurons  encore 


U  ^  mg-f{v),  et  l'équation  du  mouvement  sera 

m-^  =  —  nig-mg-^{v). 
c'est-à-dire 

d'oii  l'on  déduit,  comme  précédemment, 

^^_  Ç' _d^ ^_  f"     "dv 
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Dans  ce  cas,  ^  est  toujours  négatif  :  la  vitesse  va  donc  constam- 
ment en  décroissant;  elle  s'annule  au  bout  du  temps  fini 

cl  la  plus  grande  hauteur  à  laquelle  le  mobile  peut  monter  est 


si  cp(i>)  était  nul,  on  aurait  les  formules  du  mouvement  dans  le  vide 

T,  =  ---   Ç  dv,         Il,  =  -i  Ç  vdv. 

Lorsque  <p(i')  n'est  pas  nul,  il  est  positif;  par  suite,  les  éléments 
de  H  soDt  toujours  plus  petits  que  les  éléments  correspondants 
de  H|  ;  donc  H  est  inférieur  à  Hi,  et  le  mobile  monte  moins  haut 
dans  l'air  que  dans  le  vide;  on  voit  de  môme  que  T  est  inférieur 
à  T|,  et  le  mobile  met  moins  de  temps  pour  arriver  à  sa  hauteur 
maxiina  que  si  le  mouvement  avait  lieu  dans  le  vide. 

Au  bout  du  temps  T,  le  mobile  s'arrête,  puis  il  redescend  en 
suivant  les  lois  déjà  vues  du  mouvement  descendant  sans  vitesse 
initiale.  Lorsque  le  mobile  repassera  par  sa  position  initiale,  il 
aura  une  vitesse  moindre  que  Vq]  en  eflet,  il  est  monté  moins  haut 
que  s'il  avait  été  lancé  dans  le  vide  avec  la  même  vitesse  initiale  ; 
et,  de  plus,  il  est  retombé  moins  vite  que  si  sa  chute  avait  eu  lieu 
à  l'abri  de  l'air;  pour  ces  deux  raisons,  la  vitesse  au  retour  sera 
moindre  que  celle  qui  correspondrait  au  mouvement  dans  le  vide, 
c'est-à-dire  que  v^. 

En  supposant  encore  ^cp(p)  =  A-i''»,  nous  pourrons  intégrer  facilement 
dans  le  cas  de  n  =  i;  nous  aurons 

•  0 

passant  des  logarithmes  aux  nombres 

(c)  g -^  kv  —  {g -^  kVfi)  c-*', 

A.,  I.  22 
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le  mobile  arrivera  à  la  hauteur  maxima  au  bout  du  temps 


-  j  '»»  ( 


,+|,-,). 


(fer 
Dans  l'équation  (c),  remplaçons  v  par  —  et  intégrons;  nous  aurons 

I  __  f»-At 

gt  4-  kx  =  (ff-+-  Ai'o)  — -^.    -  ; 

en  faisant  tendre  k  vers  zéro,  on  retrouve  la  formule  du  mouvement  dans 
le  vide 

Supposons  maintenant  n  =  2;  nous  aurons 


d'où,  en  posa 


ntMC^f, 


^  =  tang(?-/v^). 


On  déterminera  la  constante  p  par  la  condition  initiale  Vq  4  /  —  =  langui. 

Le  temps  T  que  met  le  projectile  à  arriver  au  point  le  plus  haut  v  =  o  est 

3  .  dT 

T=  — =r«   Partant  de  l'expression  de  la  vitesse  dans  laauellc  i*  —  — > 

on  a,  par  une  quadrature, 

r  ,      cosi'S  —  m//^  ) 
k     ^  cos  3 

30  Afouçement  rectUigne  d'un  point  matériel  pesant  mobile  avec 
frottement  sur  un  plan  incliné  dans  un  milieu  résistant.  —  Le  point 
étant  lancé  du  point  0  {Jtg.  i37),  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  Ox^  décrira  cette  ligne  dont  nous  appellerons  ^'inclinaison  sur 
l'horizon.  Les  forces  appliquées  au  point  mobile  m  sont  le  poids  mg^  la 
résistance  du  milieu,  que  nous  supposerons  proportionnelle  à  v^,  R  =  /nA'«'" 
dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse,  la  réaction  normale  N  du  plan  et, 
enfin,  la  force  F  de  frottement  dirigée  également  en  sens  contraire  de  lu 
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vitesse.  D*après  les  lois  expérimentales  du  frottement  (n©  195)  cette  iorcct 
est  indépendante  de  la  vitesse  du  point;  elle  est  proportionnelle  à  la  réac- 

Fig.  187. 


lion  normale  N  :  F  =y'N,  /  étant  ce  que  Ton  appelle  le  coefficient  de 
frottement. 

Traitons  en  détail  le  mouvement  descendant.  Nous  prendrons  alors 
l'axe  Ox  dirigé  vers  le  bas,  comme  dans  la  figure,  et  un  axe  Oy  perpen- 
diculaire. En  écrivant  les  deux  équations  du  mouvement,  on  a 


d^x 


m 


-  =  mg  sin  £  --  K  —  F,  m  --r^  —  \  —  nig  cos  i\ 


dt^  ^ '  dt^ 

comme  j^  est  constamment  nui,  on  a 

N  =  mff  cos  t,         F  =  /N  —  fmg  cos  i  ; 

remplaçant  aussi  R  par  sa  valeur  mkv^y  on  a  Téquation 

d*T 

(  « )  ^^j  =  (  ^  sin  i  —fg  cos  i)  —  Av«. 

Trois  cas  sont  à  distinguer,   suivant  que  le  premier  terme  est  positif, 
négatif  ou  nul. 

Premier  cas,  tang«>y*.   —  Le  premier  terme  (^sini — fgcosi)  est 
alors  une  constante  positive;  en  l'appelant  g',  on  a 

d'-x  ,      , 

dt^       ^  ' 

équation  identique  à  celle  du  mouvement  descendant  étudié  dans  le  ces 
d'une  chute  verticale  dans  un  milieu  résistant,  sauf  le  changement  de  g 

en  g'.  La  vitesse  tend  donc  vers  une  limite  {%-)    • 

Deuxième  cas,  tange</.  —    Le  premier  terme  est  alors  négatif;  en 
rappelant  ■— ^i,  on  a 

d^x 

dt^  ^*         '^^    » 
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équation  identique  à  celle  du  mouvement  ascendant  étudié  dans  le  cas 
du  mouvement  vertical  dans  un  milieu  résistant,  sauf  le  changement  de  ^ 
en  gi,  La  vitesse  diminue  et  s'annule  au  bout  d'un  temps  fini  T  :  le  mobile 
arrive  donc,  au  bout  de  ce  temps,  dans  une  position  A,  où  la  résistance  de 
l'air  et  le  frottement  de  glissement  à  l'état  de  mouvement  s'annulent,  car 
la  vitesse  devient  nulle.  Le  point  restera  indéfiniment  dans  cette  position; 
car,  s'il  tendait  à  se  remettre  en  mouvement,  les  forces  de  résistance  et  de 
frottement  de  glissement  apparaîtraient  immédiatement  pour  réduire  de 
nouveau  sa  vitesse  à  zéro.  Dans  cette  position  A,  il  y  a  donc  équilibre 
entre  le  poids  et  une  réaction  oblique  du  plan,  duc  au  frottement  au 
repos  examiné  dans  le  Chapitre  IX. 

Troisième  cas^  langt  =/.  —  L'équation  est  alors 

d^x  ,  dv  , 

dr-  Ut 

La  vitesse  va  donc  en  diminuant,  car  sa  dérivée  est  négative.  Peut-elle 
s'annuler?  On  a,  en  intégrant, 

si  n  est  diiïérent  de  i,  et 

kl  ^-  log  -• 


9 


si  /t  =  i.  Donc,  si  n  est  supérieur  ou  égal  à  i,  ^  augmente  indéfiniment 
quand  v  tend  vers  zéro  :  le  mouvement  continue  indéfiniment  avec  une 
vitesse  tendant  vers  zéro. 
Si  n  est  moindre  que  i,  /  tend  vers  une  limite  T  quand  v  tend  vers  zéro 


AT=  -^ 


ç\-n 


I  —  n 


Au  bout  de  ce  temps,  la  vitesse  s'annule  et  le  mobile  s'arrête;  car,  la 
vitesse  étant  nulle,  la  résistance  s'annule  aussi  comme  dans  le  cas  précé- 
dent. 

L'espace  parcouru  x  est  fini  ou  infini,  suivant  que  n  est  inférieur  ou 
non  à  2. 

214.  Mouvement  rectiligne  tautochrone.  —  On  dit  qu\in  mou- 
vement rectiligne  est  tautochrone  quand  le  mobile,  abandonné  à 
lui-même  sans  vitesse  sous  Faction  de  forces  données,  emploie  le 
même  temps  pour  atteindre  un  point  déterminé,  quel  que  soit  le 
point  de  départ. 

I®  La  résultante  des  forces  dépend  uniquement  de  La  posi- 
tion du  mobile  (méthode  de  Puiscux).  —  Prenons  le  point  d'ar- 
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rivée  ou  point  de  tautoclironisme  pour  origine  O;  soient  X  la 
résullanle  des  forces  appliquées  au  point,  Xq  l'abscisse  de  la  posi- 
tion initiale  supposée  positive.  Le  théorème  des  forces  vives  donne 


X  est  par  hypothèse  une  fonction  de  x  évidemment  négative  pour 
les  valeurs  positives  de  x,  car,  le  mobile  devant  se  mouvoir  vers 
Torigine  O,  quelle  que  soit  la  position  initiale,  la  force  doit  être 
toujours  dirigée  vers  O.  Posons,  pour  abréger, 


r 


X  dx  =  —  îp(iF)  ' 


o(x)  étant  une  fonction  positive  croissant  avec  x  et  s*annulant 
pour  X  =  C'y  l'équation  devient 

/?!    f  —  j     r^   'l[o{Xo)—^(X)l 

et  le  temps  T  que  met  le  mobile  à  arriver  au  point  O  est  donné 
par  la  formule 

^r- 

fix 


Vi/V 


Posons 

^{X)  =  Z,  0{Xo)  =  Zo,  X=r=^^z), 

^  désignant  la  fonction  inverse  de  'f  ;  il  vient 

T  = 


Pour  que  le  mouvement  soit  lautochrone,  il  faut  et  il  sufGt  que 
T  soit  indépendant  de  Xq,  c'est-à-dire  de  Zq»  Nous  exprimerons  ce 
fait  en  écrivant  que  la  dérivée  de  T,  par  rapport  au  paramètre  5o, 
est  nulle.  Pour  éviter  des  termes  infinis  dans  l'expression  de 
cette  dérivée,  rendons  les  limites  indépendantes  de  Zq  en  posant 
z^  ZqU;  alors 


1 

I 


d*%^V     '^  Je,  )/z^  —ZoU 
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oa^  en  remeUant  la  variable  z  =  ZqU^ 

^ ^* 

Z    \  Zf^  ——  z 

Celte  expression  doit  être  nulle  quel  que  soit^o»  ce  qui  exige 
que  la  fonction  soumise  à  Pintégration  soit  identiquement  nulle; 
car,  si  elle  ne  l'était  pas,  on  pourrait  prendre  Zq  assez  petit  pour 
que,  entre  les  limites  o  et  Zq^  cette  fonction  garde  un  signe 
constant  et,  par  suite,  que  l'intégrale  ne  soit  pas  nulle.  La  fonc- 
tion if  doit  donc  vérifier  Téquation  différentielle 


qui  donne 


zY{z)+'-^'{z)  =  o, 


Ï'-S^!  -^  —  =  «'        <^'(z)s/'z  =  G,        '\{z)  =  2C/i  -^  C. 

Comme  ^(5)  s'annule  avec  z,  car  les  variables  z  el  x  s'an- 
nulent en  même  temps,  on  a  C'=o,  'h{z)=^  iC^z,  L'équation 
X  =  if{z)  donne  enfin 


4C« 


x^ 
ce  qui  montre  que  la  fonction  «p(^)  est  -7^^  et  que  la  force  X  est 

donnée  par 


X=  — o'(a?)=  — 


2C* 


La  seule  loi  de  force  fonction  de  x  produisant  un  mouvement 
rectiligne  tautochrone  est  donc  une  attraction  proportionnelle  à  la 
dislance;  ce  mouvement  a  été  étudié  précédemment  (n°  212). 

2°  La  résultante  des  Jorces  dépend  de  la  position  et  de  la  vitesse  du 
mobile,  —  Nous  nous  bornerons^  pour  ce  cas,  à  quelques  indications 
bibliographiques. 

Lagrange  a  donné  {Mémoires  de  Berlin,  1765  et  1770)  une  loi  générale 
de  forces  pour  laquelle  le  tautochronisme  a  lieu  nécessairement  et  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  la  loi  précédente;  mais,  comme  Ta 
remarqué  J.  Bertrand,  la  formule  de  Lagrange  ne  donne  pas  toutes  les 
lois  de  force  pour  lesquelles  le  mouvement  est  tautoehron*- 
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Signalons  aussi  un  article  de  M.  Brioschi  contenant  une  formule  plus 
générale  que  celle  de  Lagrange  (Annaii...  da  Tortolini;  Rome,  i853,  et 
Mécanique  de  JulUen,  t.  I)  et  un  article  de  M.  Ilaton  de  la  Goupillière 
(Journal  de  Liouville^  2*  série,  t.  Xlli).  {Voir  Exercices  5  et  5  bis.) 

215.  Étant  donnée  la  loi  d'un  mouvement  rectiligne,  trouver  la  force. 
—  Ce  problème  est  déterminé  ou  non  suivant  qu'on  donne  la  loi  générale 
d'un  mouvement  rectiligne  avec  deux  constantes  arbitraires,  ou  seulement 
un  mouvement  particulier. 

Supposons  qu'on  donne 

Xq  étant  la  position  initiale  du  mobile  pour  /  =  o  et  Pq  ^^  vitesse  initiale. 
On  se  propose  de  trouver  la  loi  de  la  force  capable  d'imprimer  au  mobile, 
placé  dans  la  position  arbitraire  X(^  et  lancé  avec  la  vitesse  arbitraire  t^o* 
le  mouvement  donné.  Ce  problème  est  déterminé.  On  a 

Résolvant  les  équations  (i)  et  (2)  par  rapport  à  Xq  et  t^o  et  portant  dans 
l'expression  de  X,  on  aura  la  loi  cherchée 


x  =  *(.,-jf,.) 


Exemple,  —  Si  le  mouvement  donné  est  défini  par  la  formule 


»*  0 


on  trouve 

X=^^. 

Si,    au  contraire,  on  donne  seulement  un  mouvement  particulier  sans 
constantes  arbitraires,  ou  avec  une  seule  constante  arbitraire,  le  problème 
n'est  pas  déterminé.  Supposons,  par  exemple^  qu'il  n'y  ait  pas  de  constante 
du  tout  et  que  Ton  se  donne 

<3)  a?==ç(0; 

on  aura 

p  =  cp'(0»        X  =  m(p'(0. 

On  pourra,  h  l'aide  de  ces  équations,  exprimer  \  tn  Xy  v  el  t  d'une  infi- 
nité de  manières;  on  aura  donc  une  infinité  de  lois  de  forces  capables  de 
produire  le  mouvement  particulier  donné. 
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La  qoestion  pourrait  être  précisée  si  Ton  imposait  d'avance  certaines 
conditions  à  X;  ainsi  en  imposant  à  X  la  condition  de  dépendre  unique* 
ment  de  la  position  x^  on  aurait  un  problème  précis,  car  il  faudrait  tirer  t 
de  Féquation  du  mouvement  (3)  et  le  porter  dans  l'expression  de  X.  De 
même  on  aurait  un  problème  précis  en  imposant  à  X  la  condition  de  dé- 
pendre de  (»  ou  <  seul. 

Exemple,  —  Soit  a?  =  sin^;  pour  f  =  o,  on  a  aro=  o,  Po=  i.  Cette  équa- 
tion donne 

(^  =  €08^,         X  =  —  msin^. 

On  aurait  donc  comme  lois  de  forces  X  les  suivantes: 
(a)  — msinf,       (3)  —m>J\  —  i^*,       (y)  — /nx,       (8) (ar-HsinO»       •••» 


où  Ton  peut  varier  les  combinaisons  à  Tinfini.  Si  Ton  cherche  le  mouve- 
ment le  plus  général  produit  par  une  de  ces  forces,  on  trouve  des  mouvements 
très  différents  qui,  tous,  pour  les  conditions  initiales  particulières  x^^=  o, 
^0=  I,  donnent  le  mouvement  proposé  x  =  sin/.  On  trouve,  par  exemple, 
pour  les  quatre  premières  lois  de  forces,  les  mouvements  suivants  : 

(a)  jr  =  sinr-h  C^-hC, 

(p)  a7  =  sin(f4-C)-l-G\ 

(y)  :r  =  g  cos  / -h  C  sin/, 

(  8  )  a-  =  G  cos  —  -t-  G'  sin  —  4-  sin  / 

qui,  tous,  pour  des  déterminations  convenables  des  constantes  G  et  G',  se 
réduisent  k  x  =  sin/. 


III.  -  MOUVEMENT  CURVILIGNE. 
POINT  PESANT  DANS  LE  VIDE  ET  DANS  UN  MILIEU 

RÉSISTANT. 

216.  Force  de  direction  constante.  —  Supposons  que  la  force 
(|ui  agit  sur  le  mobile  soit  constamment  parallèle  à  une  direction 
lixc  :  la  Irajecloire  sera  dans  le  plan  contenant  la  vitesse  initiale 
et  la  direction  de  la  force.  Ce  résultat,  qui  peut  être  considéré 
comme  évident  par  raison  de  symétrie,  a  été  établi  plus  haut  ;  nous 
prendrons  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  des  xjr  et  Taxe  Oy 
parallèle  à  la  force.  Len  équations  du  mouvement  seront  alors 

fi*x  efiy      -, 


•  9 
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la  première  de  ces  équations  donne 


345 


in 


et, 


X  =  at  -i-  ù  : 


la  projection  du  mobile  sur  Taxe  Ox  est  animée  d'un  mouvement 
uniforme.  On  déterminera  les  constantes  a  et  6  en  écrivant  que 

pour  t=z  Iq  on  A  X  =  Xo  cl  (  -r-j  =  ^q-  Dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral, on  aura  pour  la  seconde  équation 


m 


dn  \    '-^'c/t     dt      I 


En  remplaçant  x  par  at  -j-  i,  cette  équation  prend  la  forme 

c'est  une  équation  de  même  forme  que  celle  qu'on  trouve  dans  le 
cas  d'un  mouvement  rectiligne;  si  l'on  sait  l'intégrer,  le  problème 
est  complètement  résolu. 

217.  Équations  intrinsèques.  —  Les  équations  intrinsèques  du  mouve- 
ment vont  ici  se  simplifier.  Prenons  des  axes  rectangulaires;  soit  a  l'angle 


Fig.  i38. 


,y 


a> 


de  la  vitesse  avec  Ox  {fig^  i38);  projetons  la  force  sur  la  normale,  nous 
aurons 


Y  cosa  = 


En  projetant  sur  la  tangente,  nous  aurions  une  deuxième  équation;  mais 

il  est  plus  simple  d'observer  que  Ton  a  trouvé  plus  haut  que  la  projection 

dx 

-^  de  la  vitesse  est  une  constante  a,  ce  qui  donne 


V  C0S3  =  a: 
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éliminons  la  vitesse  enire  ces  deux  équations,  nous  aurons  pour  équation 
intrinsèque  de  la  trajectoire 

Yp  cos^ar  =  const. 

Si,  par  exemple,  on  suppose  Y  =  const.,  on  a  pour  équation  de  la  courbe 

p  cos'a  =  k; 

c*est  réquation  intrinsèque  d'une  parabole,  comme  il  résulte  du  problème 
suivant. 

âl8.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  le  vide.  —  Nous  prendrons 
pour  origine  la  position  initiale  du  mobile,  pour  axe«des  y  une  verticale 
dirigée  vers  le  baut,  et  pour  axe  des  x  une  horizontale  dans  le  plan  de  la 
trajectoire;  les  équations  du  mouvement  seront 

la  première  donne,  en  appelant  a  l'angle  de  la  vitesse  initiale  Pq  avec  Ox^ 

dx 

(l)  -^-    r-r  t>^,COSa, 

(2)  X  T-  v^t  cosa; 

la  deuxième  équation  s'intègre  aussi  immédiatement  et  donne 

(i  )                                          ^  z=  —  gt-{-  ('osina, 
(-}.')  y  —  —  ^ y-v^t  sin  a. 

Les  équations  (i),  (i')  donnent  la  vitesse 

(3)  p»=  i'J  cos^a  -{-{vQ<\noL  —  gty'=  pj  —2^7; 

la  valeur  numérique  de  la  vitesse  à  chaque  instant  est  la  même  que  si  le 

mobile  tombait  sans  vitesse  initiale  d'un  point  dont  l'ordonnée  serait  -^• 

Celte  formule  donnant  la  vitesse  résulte  immédiatement  du  théorème  des 
forces  vives. 

Entre  les  équations  (2),  (2'),  éliminons  le  temps;  nous  obtenons  l'équa- 
tion de  la  trajectoire 

ex^ 
y  — ? -h  X  tangx. 

C'est  une  parabole  d'axe  vertical  qui  tourne  sa  concavité  vers  le  bas,  car 
le  coefficient  de  x^  est  négatif. 
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dy 
Si  a  élail  négatif,  -^  sérail,  d'après  (i'),  toujours  négatif  :  donc  /  irait 

constamment  en  décroissant  et  le  mobile  ne  passerait  pas  par  le  sommet 

de  la  parabole. 

Fig.  189. 


dy 
Supposons  maintenant  a  >  o  ;  ~-  commence  par  être  positif  et  le  mobile 

dy 
monte;  il  monte  jusqu'à  ce  que  -j-  s'annule;  ce  qui  se  produira  au  bout 

d'un  temps  t'  donné  par  l'équation 

Posina 
—  ^/ -+- t'osina  =  o,         r= ; 

g 

le  mobile  étant  arrivé  à  sa  hauteur  maximum,  sa  vitesse  est  minimum  en 
vertu  de  la  relation  (3).  Les  coordonnées  du  point  le  plus  haut  S,  sommet 
de  la  parabole,  seront 

(^gsinaa 

X  =^Vr,t  cosa  =  -    , 

ig 

y  =— 1^-  Po  ''  p»n  a  =  — -  si  n'  ot. 

dy 
Après  cet  instant  t\  -j^  devient  négatif  et  le  mobile  redescend.  Lorsqu'il 

repasse  à  la  même  hauteur,  la  valeur  numérique  de  la  vitesse  redevient  la 
même.  En  particulier,  il  repasse  au  point  A  au  niveau  de  O  avec  la  vi- 
tesse Po-  La  portée  horizontale  OA  est  double  de  l'abscisse  x'  du  sommet 


yi'- 


1    . 


0A  =  5i^^^^. 
g 

Poar  que  OA  soit  le  plus  grand  possible  avec  une  vitesse  initiale  donnée, 

il  faudra  que  sinsa  soit  maximum,  c'est-à-dire  que  a  soit  égal  à  —  *  Sup- 

4 

«a  tf|iie  l'on  veuille  atteindre  un  point  B  de  Ox  d'une  abscisse  moindre 
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que  -^  ;  l'inclinaison  du  tir  sera  donnée  par 

sinia  =  -r  OB. 

On  voit  qu'il  y  a  deux  solutions  également  distinctes  de  7*  On  atteindra 

4 

donc  le  point  B  par  deux  paraboles;  on  verrait  aisément  que  c'est  par  la 
parabole  inférieure  qu'on  y  arrive  dans  le  temps  le  plus  court. 

On  peut  déterminer  géométriquement  la  position  de  la  parabole  corres- 
pondant à  un  angle  donné  a;  pour  cela,  nous  allons  d'abord  établir  que 
toutes  les  paraboles  obtenues  en  faisant  varier  a  ont  pour  directrice  la 
droite  D, 

Kn  effet,  le  paramétre  de  la  parabole  décrite  par  le  mobile  est 

l'ordonnée  du  sommet  étant  y'=  —— »  l'équation  de  la  directrice  sera 

c'est  donc  bien  la  droite  D,  située  à  la  hauteur  à  laquelle  monterait  le 
mobile  s'il  était  lancé  verticalement  avec  la  vitesse  i^o* 

Ceci  posé,  supposons  donnée  la  tangente  à  l'origine;  le  foyer  devra  se 
trouver  sur  la  droite  OF  telle  que  Oi^o  soit  bissectrice  de  l'angle  FOD;  il 
devra  de  plus  se  trouver  sur  le  cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  Où 
pour  rayon  :  il  est  donc  à  leur  intersection.  Cette  construction  nous  montre 
en  passant  que  le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  est  le  cercle  de  centre  0 
et  de  rayon  OD. 

Proposons-nous  de  chercher  sous  quel  angle  il  faudrait  lancer  le  projec- 
tile pouratteindrc  un  point  donné  M|(ar|,^i)du  plan.  En  posant  tanga  =  u, 
l'équation  de  la  trajectoire  devient 

(I)  7=- 5^(i4-a!)-f-ax; 

en  exprimant  qu'elle  passe  par  (^i,>^i))  on  a  pour  déterminer  u  l'équation 
du  second  degré 


7 


2^0 
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La  condition  de  réalité  des  racines  est 

Pour  l'interpréter  géométriquement,  considérons  la  parabole  ayant  pour 
équation 


(3)  -^  —y-  -^a''=-o. 


v} 


Cette  parabole  a  pour  paramètre  —  et  pour  sommet  le  point  a:  =  o, 

y  =  -^y  c'est-à-dire  le  point  D:  elle  a  donc  pour  foyer  l'origine.  La  con- 

dition  de  réalité  (2)  exprime  que  le  point  M|  doit  être  dans  ou  sur  cette 
parabole  {^parabole  de  sûreté).  Si  le  point  Mi  est  dans  la  parabole  de 
sûreté,  l'équation  en  u  a  deux  racines  réelles  distinctes,  et  il  y  a  deux 
façons  d'atteindre  le  point  M]  en  lançant  le  projectile  sous  deux  angles 
différents  (/tg.  i39).  Si  Mj  est  sur  la  parabole  de  sûreté,  l'équation  en  u 
a  une  racine  double,  et  il  n'y  a  plus  qu'une  façon  d'atteindre  le  point  Mi. 
Dans  le  cas  où  l'équation  en  u  a  deux  racines  distinctes,  il  y  a  deux  tra- 
jectoires passant  par  Mi,  correspondant  aux  deux  valeurs  ai  et  a',  de 
l'angle  a;  les  temps  mis  à  arriver  au  point  M]  par  les  deux  trajectoires  sont 
respectivement 

ti=  — ! — ,       t\--.  —  :.,.; 

Vq  eus  ai  V(,  cosaj 

le  plus  court  de  ces  deux  temps  est  celui  qui  correspond  au  plus  petit  des 
angles  «i,  a\. 

La  parabole  de  sûreté  est  l'enveloppe  des  trajectoires  obtenues  en 
faisant  varier  a,  c'est-à-dire  u.  En  effet,  pour  trouver  l'enveloppe  des 
courbes  représentées  par  l'équation  (i),  dans  laquelle  u  est  un  paramètre 
variable,  il  sufHt  d'exprimer  que  cette  équation,  considérée  comme  une 
équation  en  u,  admet  une  racine  double.  Or  c'est  ce  que  nous  avons  fait 
pour  trouver  la  parabole  de  sûreté. 

Ces  résultats  s'obtiennent  facilement  par  une  méthode  géométrique 
(^g.  140).  Il  faut  construire  une  parabole  passant  par  deux  points  et  ayant 
une  directrice  donnée.  Le  foyer  sera,  comme  nous  l'avons  vu,  sur  le  cercle 
de  centre  O  et  de  rayon  OD.  Il  sera  de  même  sur  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  Mi,  par  où  doit  passer  la  parabole,  et  pour  rayon  la  per- 
pendiculaire MiP  abaissée  du  point  M]  sur  la  directrice  D.  Ces  deux  cer- 
cles pourront  se  couper  en  deux  points  F,  F';  il  peut  donc  y  avoir  deux 
paraboles.  Pour  que  ces  cercles  se  coupent,  il  faut  que  la  distance  OM] 
des  centres  soit  plus  petite  que  la  somme  et  plus  grande  que  la  différence 
des  rayons;  la  dernière  de  ces  conditions  est  évidemment  remplie,  car  on 
a  OMi  >  OQ  et  OQ  est  la  différence  des  rayons.  11  suffit  donc  d'écrire  que 

0Mi<0D-4-MiP. 
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Menons  la  droite  A  à  une  distance  2OD  de  Taxe  des  x  et  prolongeons  M 1  P 
jusqu'au  point  de  rencontre  II  avec  cette  droite;  la  condition  à  remplir 
devient 

M,0  <M,n. 

Or  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  Mi  O  =  Mi  n  est  la  parabole  ayant 
pour  foyer  l'origine  et  pour  directrice  A  :  c'est  la  parabole  de  sûreté.  Si  le 

Fig.  i4o. 


point  Ml  est  à  Tintérieur  de  cette  parabole,  on  pourra  l'atteindre  de  deu\ 
façons  :  s'il  est  sur  cette  parabole,  il  n'y  a  qu'une  trajectoire  qui  y  passe; 
(railleurs,  pour  un  tel  point  Mi,  le  foyer  de  la  trajectoire  et  le  foyer  de  la 
parabole  de  sûreté  sont  en  ligne  droite  avec  M,.  La  construction  élémen- 
taire qui  détermine  la  tangente  en  M}  montre  immédiatement  que  cette 
tangente  est  la  même  pour  les  deux  paraboles;  de  là  résulte  que  la  para- 
bole de  sûreté  est  l'enveloppe  des  trajectoires. 


219.  Détermination  de  la  force  parallèle  quand  on  connaît  la  trajec- 
toire. —  Nous  avons  traité  le  problème  qui  consiste,  étant  donnée  une 
force  parallèle  à  un  axe  0^,  à  trouver  le  mouvement  qu'elle  imprime  à 
un  point  matériel.  On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  :  connaissant 
un  mouvement  plan,  tel  que  la  projection  du  mobile  sur  l'axe  des  x  soit 
animée  d'un  mouvement  uniforme,  trouver  une  loi  de  forces  parallèles  à 
Oy  qui  puisse  produire  ce  mouvement. 

Donnons-nous  la  trajectoire  j^  =/(ar),  que  nous  supposons  parcourue 
par  le  mobile  sous  I  action  d'une  force  parallèle  à  Oy.  Nous  avons,  par 
hypothèse»  x  ^  at '\-  b,  et  l'équation  de  la  trajectoire  définit^  en  fonction 
de  /,  en  y  remplaçant  :r  par  sa  valeur.  On  a  alors 


la  loi  de  la  force  sera  donc 


Y  =  /«-^-  =  ma^/''(x). 
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On  pourra  transformer  celte  expression  de  la  force  en  tenant  compte 

de  l'équation  de  la  trajectoire;  on  pourra,  par  exemple,  tirer  de  cette 

équation  x  en  fonction  de  y  et  exprimer  la  force  à  l'aide  de  cette  seule 

variable;  mais  on  pourrait  encore  remplacer  â?  partiellement  en  fonction 

dy 
de  ^,  ou  de  ^,  ou  de  -y-»  et  d'une  façon  générale  on  aurait  la  loi  de  force 

\  ê 

qui  se  réduit  bien  à  ma^fix)  sur  la  trajectoire  proposée.  Si,  partant 
d'une  quelconque  de  ces  distributions  de  forces,  on  cherche  la  trajectoire 
d'un  mobile  qui  y  est  soumis,  en  particularisant  convenablement  les  con- 
ditions initiales  du  mouvement,  on  devra  nécessairement  trouver  la  tra- 
jectoire donnée^  =f{x). 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  du  cercle 

en  appliquant  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  trouve  les  lois 


-^  (R«— :r«)* 

Pour  ces  deux  lois,  on  trouve  deux  systèmes  de  coniques  absolument  dif- 
férents, mais  chacun  d'eux  contient  le  cercle^  =  ^ÏV  —  x^. 

220.  Mouvement  curviligne  d'un  corps  pesant  dans  un  milieu 
résistant.  —  Lorsqu'un  projectile  est  en  mouvement,  son  centre 
de  gravité  se  meut  comme  si  la  masse  du  corps  y  était  concentrée 
et  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  au  projectile  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  centre  de  gravité  est  sollicité 
par  deux  forces  :  le  poids  du  projectile  et  la  résistance  du  mi- 
lieu R,  qui  est  la  résultante  des  pressions  superficielles  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre  de  gravité.  Les 
pressions  en  elles-mêmes  n'ont  pas  de  résultante  :  elles  peuvent, 
en  général,  se  réduire  à  une  résultante  R  appliquée  au  centre  de 
gravité  et  à  un  couple.  Si  la  forme  du  projectile  est  quelconque, 
on  ne  sait  rien  sur  la  direction  de  cette  résistance,  qui  peut  faire 
(irltf  centre  de  gravité  du  plan  vertical  dans  lequel  il  est  lancé 
^  Isso.  Mais,  lorsque  le  projectile  est  sphérique  et  ne 
Ift  résistance   est  dans  le  plan  vertical  contenant  la 
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vitesse  du  poini  G  et,  par  raison  de  symétrie,  la  trajectoire  est 
plane.  Nous  admettrons  de  plus,  pour  simplifier  autant  que  pos- 
sible, que  cette  résistance  est  une  force  R  dirigée  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  :  ce  sera  une  fonction  de  cette 
vitesse  c  assujettie  à  croître  avec  v. 

Si  l'on  admet  que  la  résistance  est  dans  le  plan  vertical  passant 
par  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  on  peut  démontrer  analytique- 
ment  que  la  trajectoire  est  ptane.  En  elTel,  rapportons  le  mouve- 
ment à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  O^,  0=,  l'axe  Os  étant  une 
verticale  dirigée  vers  le  haut.  En  appelant  Rj,  R^,  R,  les  projec- 
tions de  la  résistance,  les  équations  du  niouvement  du  centre  de 
gravité  seront 


Des  deux  premières  on  déduit 

fl'j-        d'y 


Or,  le  plan  projetant  horizontalement  la  résistance,  coïncidaDi 
avec  le  plan  projetant  la  vitesse,  Rjr  et  R^-  sont  proportionnels  à 
■^  cl-j--  La  relation  précédente  devient,  par  suite, 


ou,  en  intégrant, 

passant  aux  nombres  et  intégrant  de  nouveau,  il  vient 


la  courbe  est  plane  et  son  plan  est  vertical;  ce  plan  est  d'aill< 
celui  qui  projette  horizontalement  la  vitesse  initiale. 

Prenons  ce  plan  pour  plan  des  xy,  la  position  initinle 
mobile  pour  origine,  Oy  vertical  dirigé  vers  le  haut,  el 
.situé,  par  rapport  à  Oy,  du  même  côté  que  la  vitesse  initiale. 


1 

du   ^1 
Ox  H 
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Nous  partirons  des  équa lions  intrinsèques  du  mouvement.  l>ê* 
signons  par  s  Tare  de  trajectoire  OM^  par  a  Fangle  de  la  vitesse  i' 
avec  Ox,  et  par  p  le  rayon  de  courbure  MC  {Jig*  ^^9)-  Les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  sont  la  résistance  R  et  le  poids  mg;  leur 

Fig.  i4i. 


lésultaDte  est  toujours  située  du  côté  des  y  négatifs  par  rapport 
à  la  tangente  R.  Or  la  direction  de  la  force  entraîne  le  sens  de  la 
concavité;  il  en  résulte  que  la  trajectoire  tournera  sa  concavité 
du  côté  des  j^  négatifs.  L'angle  a  va  donc  constamment  en  dimi- 
nuant; il  part  d'une  valeur  connue  ao,  il  s'annule  au  point  le  plus 
haut  de  la  trajectoire  et  diminue  ensuite;  nous  verrons  plus  loin 

que  sa  limite  est • 

Projetons  les  forces  sur  la  tangente,  nous  aurons  (n®  SOO) 


m^sina  —  R. 


Dans  cette  équation,  R  est  une  fonction  de  la  vitesse,  que  nous 
écrirons 

R  =  //ï^<p(r); 
par  suite 


(0 


__  =  — ^[8ina-+-«(t')]. 


Projetons  maintenant  sur  la  normale 


mais  on  a 


P 


m  — 

P 


d% 


=  m^cosot; 


fis  dt 


dt  da''      ^  doi* 


A.,  I 


a3 


334  TROISIÈME    PARTIK.   —    DYNAMIQUE    OU    POINT. 

on  doit  prendre  le  signe  — ,  puisque  a  décroît  lorsque  s  croît,  et 
que  p  est  la  valeur  absolue  du  rajon  de  courbure.  Portant  cette 
valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  devient 

(2)  —  t>^=^cosa. 

Les  équations  (1)  et  (2)  permettent  de  trouver  t  et  if  en  fonction 
de  a;  éliminons  dt  en  les  divisant  membre  à  membre;  nous  ob- 
tiendrons Téquation 

cette  équation,  du  premier  ordre,  donnera  (^  en  fonction  de  a 

t>  =  V(«); 

Téquation  (2)  donnera  alors 


CCS  a' 


^X, 


"^^«>^a. 


cosa 
«0 


On  peut  exprimer  aussi  x  et  y  en  fonction  de  a  par  de  nouvelles 
quadratures;  on  a,  en  effet, 

dx  =^  vcosoidtt        X  — /      [*!''(«)]«£;?«, 

dy  =  psinac?/,        ^= 1      [V(of)]«  tangx  c^x; 

lors  donc  que  Ton  a  trouvé  ^(a),  on  achève  le  problème  au  moj'en 
de  simples  quadratures. 
L'expression  qui  donne  dt 

dt  I      V 


doL  g  cosa 

montre  que,  tant  que  a  est  supérieur  à *  j-  est  négatif,  et  le 

temps  va  bien  en  croissant  quand  a  diminue*,  il  en  est  de  même 
pour  x^  car  dx=^  rcosarf/.  Quant  à  y^  il  commence  par  croître 

jusqu'à  a  =  o,  puis,  -jr  changeant  de  signe,  il  décroît  et  le  mobile 

redescend.  On  obtient  les  valeurs  de  j:,  y^  t  qui  correspondent 
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au  point  le  plus  haut  en  faisant  a  =  o  dans  les  intégrales  précé- 
dentes. 

Une  fois  connue  la  fonction  V,  on  aura  aisément  l'équation 
intrinsèque  de  la  courbe  ;  nous  avons  en  ëfiet  trouvé 


Nous  traiterons  complèteueni  le  cas  (Lbcbndbe)  où  la  résistance  est 
supposée  donnée  par 

^(v)  =  a +  60", 

a,  b,  n  étant  tons  trois  positifs.  Nous  supposerons  a  inférieur  à  l'unité, 
saoi  quoi,  en  abandonnant  le  corps  sans  vitesse  initiale,  la  résistance  mga 
serait  plus  grande  que  le  poids  et  le  projectile  ne  tomberait  pas. 
L'équation  (3)  deviendra  dans  ce  cas 

~dâ~    '"^'  ton     ' 

divisons  les  deux  membres  par et  prenons  pour  nouvelle  inconnue  — > 

(i) 


il  vient 

^(tanga-f- 
pour  intégrer  cette  équation  linéaire,  posons 

«Ile  devient 

dq  dp  I  a    \        nb 

'■  i!  ■*■»  K -^  "w  ('"«"  + s;:  j  ■*- ^s 

disposons  de  q  de  façon  à  annuler  le  coefficient  de  p,  i 
tion 


-aie  particulière 

[y  =  nlogcos*  — nalog  tang^^  +  jV 

"■•H(î-ï)]""^ 


en  adoptant  ccit«  valeur  de  q,  il  nous  reste,  pour  détermioer />,  l'nivaltoB 


d'ob,  en  ini^grant  de  a*  i  a  et  appelant  g»  la  valeur  de  q  pour  a  = 
p,  b  nte*M  initiale. 


ob  la  conitante  G  a  pour  valeur >  comme  on  le  voit  en  sapposant 

a  =  X|.  La  fonction  q  étant  remplacée  par  sa  valeur  trouvée  plus  haai,  on 
aura  t>  en  fonction  de  a;  on  obtiendra  ensuite  i,  j',  i  par  les  formules 
déji  trouvé  ei 

Nou*  allons  établir  que,  lorsque  a  décroît  jusqu'à ■',  le  temps  croît 

indéliniment,  y  devient  infini  mais  négatif,  tandis  que  v  et  ^  oui  tous  deu\ 
une  limite  :  la  courbe  a  une  asymptote  verticale  à  distance  finie,  et  le 
mouvement  tend  i  devenir  rectiligae  et  uniforme. 

En  effet,  l'expression  qui  donne  —  peut  s'écrire,  en  multipliant  par  q, 


,-fe-""/ 


d3 


Quand  a  tend  vers ,  q  tend  vers  séro,  car  a  est  moindre  que  i; 

d'autre  part,  l'intégrale  du  second  membre  devient  infinie.  Comme  )e  terme 
-"  .  tend  vers  léro,  il  sufGt  de  chercher  la  limite  du  second  terme  du 
second  membre,  terme  qu'on  peut  écrire  sous  forme  d'un  rapport, 

da 


-nb    f  - 


t  la  forme  —'Le  rapport  des  dérivées  par  rapport  ù  a  est 


nbqda. 
cotadq' 
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OU  encore,  en  remplaçant  — ^  par  sa  valeur  calculée  plus  haut, 


—  sina  —  a* 


faisant  enfin  a= >  on  trouve  que  —   tend  vers  la  limite  j   et 

V  vers  la  limite 

L'intégrale  qui  donne  x, 

I  r* 

x  =  ~'  -  v^da, 

it 
restera  finie  lorsque  a  tendra  vers ;  en  effet,  v  a  une  limite  finie  X  et, 

l'élément  de  l'intégrale  restant  fini,  il  en  est  de  même  de  x  qui  tend  vers 


11 

d'ailleurs,  t  devient  infini  pour  a  = ;   on  a,  en  effet, 

9 


V  d% 


*     cosx 


et  l'élément  différentiel  devient  infini  pour  a= y   mais  de  façon  que 

l%-\ —  j  tende  vers  la  limite  finie  X  ;  cette  intégrale  se  comporte  donc 


cosa 


X  rfa  .  tt 

a  = > 

2 


au  voisinage  de  a  = comme     /   au  voisinage  de 

c'est-à-dire  qu'elle  devient  infinie.  Pour  la  même  raison,  l'expression  de^ 

y= /     l'étang  a  ^3 

croit  indéfiniment  lorsque  a  tend  vers •   Les  propositions  énoncées 

plus  haut  sont  donc  établies. 
GotCe  limite  X  de  la  vitesse  est,  comme  dans  le  cas  du  mouvement  recti- 
dant,  la  racine  de  l'équation 

<p(X)  =  i. 
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Remarque.  —  Si  l'on  voulait,  dans  un  cas  particulier  déterminé,  effec- 
tuer les  quadratures,  ou  du  moins  calculer  approximativement  les  valeurs 

de  p,  x,y^  t  dans  le  voisinage  de  a  = 9  le  plus  simple  serait  de  poser 

du         d%  iu 


(%       7z\  du 


9         cosa  = 


cos  a  I  -h  «i*  ' 


la  variable  u,  d'abord  positive,  est  égale  à  i  pour  a  =  o  et  tend  vers  zéro 

quand  a  tend  vers • 

La  valeur  de  q  devient 

«jh  un— nu  »\n  |//*' 


9  = 


(i-ha*/*       (n-a«)'* 


l'exposant  n'  étant  positif,  car  a  est  inférieur  à  i.  Portant  dans  l'expres- 
sion de  — y  on  trouve 

çn 

expression  dans  laquelle  on  pourrait  effectuer  la  quadrature  si  n  était 
entier.  Cette  expression  se  prête  facilement  au  développement  en  série. 

Nous  renverrons  pour  l'étude  de  ces  questions  de  Balistique  au  Traité 
du  commandant  Vallier  (Gauthier-Villars),  à  un  article  du  commandant 
Jacob  (Mémorial  de  r Artillerie  de  Marine^  35* année,  2"  série,  i.  XXVII  ; 
1899)1  ^u  Traité  de  Balistique  extérieure  du  capitaine  Charbonnier 
(Extrait  du  Mémorial  de  VArtillerie  de  Marine,  1900),  à  divers  Mé- 
moires sur  le  Tir  courbe  de  M.  de  Sparre,  publiés  dans  le  même  Recueil 
en  1893  et  1894)  enfin  à  trois  articles  de  M.  Zaboudski,  professeur  à  l'Aca- 
démie d'Artillerie  de  Saint-Pétersbourg,  insérés  dans  La  Corrispondenza 
(Livorno,  1900  et  1901). 

221.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  Incliné  avec  frotte- 
ment et  résistance  de  milieu.  —  L'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon 
étant  £,  prenons  pour  origine  la  position  initiale  du  mobile,  pour  axe  Oy 
la  ligne  de  plus  grande  pente  dirigée  vers  le  haut,  pour  axe  Ox  une  hori- 
zontale du  plan  et  pour  axe  Oz  une  normale  au  plan.  Les  forces  qui  agis- 
sent sur  le  mobile  sont  le  poids  mg,  la  résistance  de  milieu  R  dirigée  en 
sens  contraire  de  la  vitesse,  la  réaction  normale  N  du  plan,  et  enfin  la 
force  de  frottement /N  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse,  /  désignant 
le  coefGcient  de  frottement. 

d'^z 
Comme  -^-^  est  évidemment  nul,  on  a,  en  projetant  sur  Oz^ 

0  =  N  — m^cos»; 
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la  force  de  frottement /N  est  donc  constante  et  égale  à  fm^cosi,  La 
réaction  normale  N  étant  égale  et  opposée  à  la  composante  normale  du 
poids,  on  peut  supprimer  ces  deux  forces  qui  se  font  équilibre  et  il  reste  à 
chercher  dans  le  plan  le  mouvement  d'un  point  m  sollicité  par  les  forces 
suivantes  :  i^  la  projection  du  poids  mg  sur  le  plan  qui  a  pour  valeur 
mgiini  et  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  Oy;  i^  la  résistance  de 
milieu  R  et  la  force  de  frottement  ym^cosi  qui  sont  dirigées  toutes  deux 
en  sens  contraire  de  la  vitesse  et  qui  se  composent  en  une  seule  force 

Ri  =  fmg  cos  I  -4-  R . 

Si  l'on  désigne  ^sini  par  ^i,  on  a  à  chercher  le  mouvement  d'un  point 
sollicité  par  une  force  m^i  parallèle  à  Oy  et  une  résistance  Rf.  On  a  donc 
les  mêmes  équations  que  dans  le  problème  précédent,  sauf  le  changement 
de  ff  en  g^i  et  de  R  en  Rf. 

Par  exemple,  si  la  loi  de  la  résistance  R  est  la  même  que  dans  le  cas 
précédent  m^(a  4-61^'»),  avec  /i^o,  on  a 

R,  =  mg^i  (fcoli-h  -.-.  H — : — .V*)  =  mffi(at-h  biv»)^ 
*  °^  Y  sini       sini     /  o>v    »         •      /» 

ei]  et  bi  désignant  deux  nouvelles  constantes.  11  suffira  donc,  dans  le  cas 
qui  a  été  traité  en  détail,  de  remplacer  ^,  a  et  6  par  ^1,  ai  et  bi.  Précé- 
demment, a  était  inférieur  à  i,  mais  actuellement  Ot  peut  être  inférieur, 
égal  ou  supérieur  à  i,  suivant  les  valeurs  de  i  et/.  Nous  nous  bornons  à 
indiquer  les  résultats  que  nous  proposons  de  démontrer  à  titre  d'exercice. 

Si  at<i,  on  trouve,  comme  ci-dessus,  que  la  trajectoire  a  une  asym- 
ptote parallèle  à  Oy  et  que  la  vitesse  a  une  limite. 

Si  ai>  I,  on  trouve,  par  une  discussion  analogue  à  celle  que  nous  avons 
faite  plus  haut,  que  la  vitesse  s'annule  au  bout  d*un  temps  fini:  les  forces 
de  frottement  de  glissement  et  de  résistance  de  milieu  disparaissent  alors 
et  le  point  reste  indéfiniment  immobile,  en  équilibre  sur  le  plan  incliné 
avec  frottement  statique. 

Si  ai  =  I,  la  vitesse  s'annule  au  bout  d'un  temps  fini  ou  infini,  suivant 
que  n  est  inférieur  ou  non  à  i;  ^  tend  vers  une  limite;  y  reste  fini  ou 
devient  infini,  suivant  que  n  est  inférieur  ou  non  à  2.  Ces  difi'érentes  cir- 
constances se  reconnaissent  sur  les  formules  du  numéro  précédent,  soit 
directement,  soit  en  introduisant  à  la  place  de  a  la  variable  auxiliaire  u 
que  nous  avons  indiquée. 

EXERCICES. 

1.  Mouvement  rectiligoe  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse 

du  cube  de  la  distance,  X  = l-« 

On  trouve 

X^  —  —  — V 


J7. 


y  +(a:,-4-i'^/)*. 
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2.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  entre  deux  centres  attractifs  (la  Terre  et 
la  Lune,  par  exemple)  supposés  fixes  et  attirant  le  point  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance. 

Réponse,  —  En  appelant  a  la  distance  des  deux  centres  fixes  et  prenant  Tan 
d'eux  pour  origine,  on  a 

X  =  —   -h  • 

x^         {a  —  xy 

Actuellement,  il  y  a  entre  les  deux  centres  une  position  d'équilibre  instable  E. 
Le  mobile  n'étant  pas  dans  cette  position,  si  on  le  lance  vers  cette  position  avec 
une  vitesse  suffisante  pour  la  lui  faire  dépasser,  il  ira  tomber  sur  le  deuxième 
centre  attractif;  si  la  vitesse  du  mobile  s'annule  avant  qu'il  atteigne  le  point  E, 
il  retombe  sur  le  premier  centre  attractif.  Enfin,  si  l'expression  algébrique  de  la 
vitesse  s'annule  au  point  E,  le  mobile  se  rapproche  indéfiniment  de  E  avec  une 
vitesse  tendant  vers  zéro,  mais  n'y  arrive  jamais. 

3.  Soit  X  =/(  /, x^yV^)  l'équation  du  mouvement  produit  par  une  force  X  =  ç («), 
dépendant  uniquement  de  la  position  du  mobile,  l'abscisse  et  la  vitesse  initiales 
étant  x^  et  v^.  Démontrer  qu'un  deuxième  point  matériel  de  même  masse  dont 
l'abscisse  est 


\=fUt,x^,^\ 


a  désignant  une  constante,  se  meut  sous  l'action  de  la  force  X,=  a'X,  l'abscisse 
et  la  vitesse  initiales  étant  x^  et  v^. 

En  particulier,  si  a  =  v/--~*)  le  point  dont  le  mouvement  est  donné  par  la 
formule 

se  meut  sous  l'action  de  la  force  X^  =  —  X  (Comptes  rendus,  3o  décembre  1878). 
Appliquer  à 

X  =  ^,        X=-îi;r,        X--^,. 

4.  Si  la  loi  d'un  mouvement  tautochrone  rentre  dans  la  formule  de  Lagraoge, 
montrer  que,  en  ajoutant  à  la  force  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse, 
on  a  encore  un  mouvement  tautochrone  (Routh). 

5.  Trouver  l'expression  de  la  vitesse  v  dans  un  mouvement  rectiligne  en  fonc- 
tion de  X  et  x^  de  telle  façon  que  le  mouvement  correspondant  soit  tautochrone. 

Réponse.  —  Le  point  de  tautochronisme  étant  à  l'origine,  supposons  l'expres- 
sion de  V  écrite  sous  la  forme 

I  I 

v=  — — 


? 


("••  i-J 


^\        ?(^o»U' 


X 

où  \  désigne  le  rapport  — •  Cette  expression  v  est  supposée  s'annuler  pourx  =  «,, 


^0 


c'ei!>t-à-dire  pour  ^  =  i.  Le  temps  T  employé  par  le  mobile  à  atteindre  l'origine  est 
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en  remplaçant  x  par  x^\.  L'intégrale  T  étant  indépendante  de  jr,,  sa  dérivée 


doit  être  nulle.  Appelons  ^{x^,l)  Tintégrale  indéfinie 

r^^d[x,^{x,,l)]^ 
Jq  àx^ 

de  telle  façon  que 

^'>  — ô^. —  =  ~dl—' 

la  fonction  6  s'annule  avec  ^  et  la  condition  de  tautochronisme  est  que  6  s'annule 
aussi  pour  ^  =  i.  Réciproquement,  si  6  est  une  fonction  arbitraire  de  x^  et  ^  s'an- 

nulant  pour  ^  =  o  et  ^  =  i,  l'intégrale  - —  est  nulle.  Intégrant  l'équation  (i)  par 

OXq 

rapport  à  x,,  \  étant  regardé  comme  une  variable  indépendante  de  x^f  on  a 


X(^)  désignant  une  fonction  arbitraire  et  a  une  constante  arbitraire.  On  a  donc 
pour  V  l'expression 


v  = 


J. 


^'^^da:,+  Ml) 


OÙ  6  est  une  fonction  arbitraire  de  x^  et  ^  assujettie  seulement  à  s'annuler  pour 

X 

^  =  o  et  ^  =  I.  Après  la  quadrature  il  faut  remplacer  \  par      •  La  vitesse  v  de- 

x^ 

vant  s'annuler  pour  ^  =  i   et  rester  finie,  il  faut  de  plus  que  le  dénominateur 

devienne  infini  pour  ^  =  i  et  reste  différent  de  zéro  quand  \  varie  de  i  à  o. 

Une  fois  v  trouvé  en  fonction  de  x  et  x^^  pour  avoir  la  loi  de  la  force,  il  suffit 

d'éliminer  x^  entre  i^  et  -r-  >  ce  qui  ne  peut  se  faire  qu'après  un  choix  déterminé 

dv 
de  la  fonction  e(x„Ç).  On  obtient  ainsi  -5-  =/{XyV)  et  la  loi  de  la  force  est 

F=  mv^  =mv/{x,v). 

Par  exemple,  si  0  est  identiqueçient  nul,  on  retrouve  le  cas  où  l'équation  dif- 
férentielle du  mouvement  est  homogène  en  x  et  v.  M.  Bertrand  a  remarqué 
depuis  longtemps  que  la  formule  générale  du  mouvement  rectiligne  tautochrone 
doit  contenir  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables. 

5  bis.  Mouvements  tautochrones  (méthode  de  M.  Guichard).  —  Considérons 
des  mouvements  tautochrones  quelconques,  le  mobile  part  du  point  x,  pour 
arriver  &  J'origine  dans  un  temps  qu'on  peut  supposer  égal  à  i.  La  vitesse  i^,  du 
mobile,  &  l'origine,  varie  avec  x«.  Prenons  le  mouvement  inverse;  le  mobile  par- 
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tira  de  Torigine  à  Tinstant  t  =  0,  avec  une  vitesse  variable  i^,,  il  atteindra  le 
point  â?o  variable  avec  v^  au  bout  du  temps  t  =  i.  Pour  ce  mouvement,  on  aura 

(0  v  =  ii-t)/{t,v,). 

/  se  réduit  à  v^  pour  t  =  o;  déplus, /est  positif,  quel  que  soit  i^,  pour  i  com- 
pris enire  o  et  i.  On  aura  ensuite,  en  appelant  y  Taccélération, 

(2)  x=  I    {i—t)/ie,v,)dt, 

(3)  T  =  ('-o/;(^i'.)  -/(^t'o). 

Des  formules  (i)  et  (a)  tirons  t  et  i^,,  puis  portons  dans  la  troisième,  on  aura 
Y  =  II(^,  t^).  En  prenant  enfin  F  =—  m  11(07,  y),  on  aura  un  mouvement  tauto- 
chrone. 

6.  Trouver  les  lois  de  forces  produisant  les  mouvements  rectilignes  suivants  : 

0?  =  x,  cost  -H  v^  sin  /, 

X  —  x^  cos /  -h  Vo  sin  /  4-  gO^ 


a?'  =  ~  ^  -h  (  a?» -4- V,  O'. 


7.  Un  mobile  animé  d'un  mouvement  rectiligne  est  sollicité  uniquement  par 
une  résistance  de  milieu  R  =  m7((^),  fonction  continue  de  la  vitesse  Vy  essen- 
tiellement positive  et  croissant  avec  la  vitesse.  Démontrer  :  i*  que  si  7(0)  est 
différent  de  zéro,  le  mobile  s'arrèle  au  bout  d'un  certain  temps,  après  avoir 
parcouru  un  espace  fini;  2**  que,  si  9(0)  est  nul,  de  telle  façon  que  le  pro- 
duit y~"9(y)  tende  vers  une  limite  différente  de  zéro  lorsque  v  tend  vers  zéro, 
le  mobile  s'arrête  quand  n  est  inférieur  à  i,  et  continue  à  marcher  indéfiniment, 
avec  une  vitesse  tendant  vers  zéro,  quand  n  est  égal  ou  supérieur  à  i  ;  dans  ce 
second  cas,  l'espace  parcouru  par  le  mobile  est  fini  quand  n  est  inférieur  à  a;  il 
est  infini  quand  n  est  égal  ou  supérieur  à  2. 

8.  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  plan  proportionnellement  &  la  distance. 

9.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force  parallèle  à  l'axe  0«,  ayant 
pour  expression 

!•  Zrrr 

2»  Z  = 


(Aj7-t-H^-+-C«  H-  D)=' 


1 
(Aj:2-4.2Bxr-+-C^2-t-2Dj?-h  i^y-\-  K)* 

fi.  A,  B,  G,  D,  E,  F  désignant  des  constantes. 

Réponse,  —  La  trajectoire  est  une  conique  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales. 

10.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant,  la  loi  de  la  résis- 
tance R  étant  donnée  par 

R  =  mgi^K  -4-  B  logy), 
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A  et  B  coDSlantes.  (Loi  ne  pouvant  être  adoptée  que  pour  Oi,  car  autrement 

la  résistance  croîtrait  quand  v  diminuerait.) 

Cette  loi  peut  s'obtenir  comme  cas  limite  de  celle  qui  a  été  adoptée  dans  le 

texte 

R  =  /ng{a-h  bv^), 

m 

Il  suffit  de  poser  a  =  X >  6  —  —  et  de  faire  tendre  n  vers  zéro. 

11.  Achever  les  calculs  du  texte  (220)  en  supposant  /t  =  i  et  a  =  —  On  peut 
effectuer  toutes  les  intégrations. 

12.  Un  point  pesant  se  meut  dans  un  milieu  résistant  :  démontrer  que,  R  dé- 
signant la  résistance,  on  a,  entre  l'ordonnée  y  et  l'abscisse  x  d'un  point  de  la 

trajectoire,  la  relation 

d*y  ____     QgR 

dx^  '"      V*  cos'x* 

V  désignant  la  vitesse  et  a  l'angle  de  la  tangente  avec  l'horizontale  Ox. 

En  particulier,  si  la  résistance  est  proportionnelle  à  ç^,  l'équation  différentielle 
de  la  trajectoire  est 

dy 
dx^ 

(  De  Sparre,  Comptes  rendus,  iZ  et  3o  mai  189a,  et  Mémorial 
de  l'Artillerie  de  la  Marine,  1893.) 


cos*'a  L        \dx)   J 


13.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant  dont  la  résistance 
est  proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse. 

Le  problème  peut  être  résolu  complètement  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 
{Voyez  ArpELL  et  Lacour,  Principes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques , 
p.  aaS;  voyez  également  deux  articles  de  M.  de  Sparre,  Bulletin  de  la  Société 
mathématique^  1900  et  190 1.) 

14.  Un  point  se  meut  dans  un  plan  xOy^  sous  l'action  d'une  force  dont  les 
composantes  X  et  Y  sont 

A.   =    - —  »  l    =    « 

0  Y  Ox 

U  étant  une  fonction  de  x  et  y. 
Démontrer  que  les  équations  du  mouvement  admettent  l'intégrale  première 

dx  dy       ,T   .    , 

15.  Un  point  se  meut  dans  un  plan  xOy^  sous  l'action  d'une  force  dont  les 
composantes  X  et  Y  sont  des  fonctions  de  â;  et  ^  vérifiant  les  deux  conditions 

f)\  __  (JY  d\  _  (JY 

ôy  ~~      ()x  Ox  "  dy 


:'*:■*- 


IQ^  Démontrer  que  l'intégration  des  équations  du  mouvement  peut  être  effectuée 

"aide  de  quadratures. 
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Réponse.  —  Dans  ce  cas,  la  quantité  X  +  Yi  est  une  fonction  de  la  variable 
complexe  z  -=  x -\- yi,  X  + ¥1=9(2).  Les  deux  équations  du  mouvement 
peuvent  alors  se  condenser  en  une 

et  Tintégration  est  ramenée  à  deux  quadratures  successives  :  la  première, 


m 


puis  la  seconde,  donnant  i  en  z, 

(Lecornu,  Comptes  rendus,  t.  CI,  p.  124};  Journal 
de  V École  Polytechnique,  LV*  Cahier.) 

16.  Plus  généralement,  si  Ton  a 

ây  ~     ôx  dx       ~0y 

a  et  6  désignant  des  constantes,  l'intégration  des  équations  du  mouvement  se 
ramène  à  des  quadratures. 

Réponse.  —  On  ramène  ce  cas  au  précédent  par  les  substitutions 

X  =  \lb\\        Y  =  V'— «Y',        X  —  \'hx\       y  =  \J—ay\ 

17.  Un  point  se  meut  dans  Tespace,  sous  Faction  d'une  force  dont  les  compo- 
santes X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x^  y,  z  vérifiant  les  relations 

()x  "  dy  ~  dz*         ày  "  âz  "  Ox*         àz  '"  dx  ~~  ây 

Démontrer  que  l'intégration   des  équations  du  mouvement  se  ramène  à  des 
quadratures. 

Réponse.  —  En  appelant  a  et  a'  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  et 
posant 

X  -hy-h  z  =  py        x-hty-\-0L^z  =  qy         x  -h  OL^y  -h  aiz  =  r, 

X-hY  +  Z  =  P,         X-i-aY-+-a'Z  =  Q,        X -I- a'Y  4- aZ  =  R, 

on  trouve  que  P  est  fonction  de  p  seul,  Q  de  ^,  R  de  r.  f^s  équations  du  mou- 
vement sont  alors  équivalentes  aux  trois  suivantes 

d^p       „  d^q       ^  d^r 

dont  chacune  s'intègre  par  deux  quadratures.  Exemple  : 

X  =  j:'-f-2^j,        Y  =  z'^-h  2xyj        Z=^'-h25jr, 

(Comptes  rendus,  19  mars  1877.) 

18.  Étant  donné  un  point  matériel  soumis  à  une  force  qui  ne  dépend  que  de  sa 
position,  les  intégrales  des  équations  difTérentielles  du  mouvement  restent  réelles 
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si  Ton  y  remplace  t  par  t^ — i,  et  les  projections  x'^,  y'^y  z'^  de  la  vitesse  initiale 

par  — x;\sj—  i,  —  y\  \/—  i ,  — z'^  \f—  i.  Les  expressions  nouvelles  ainsi  obtenues 
sont  les  équations  du  nouveau  mouvement  que  prendrait  le  même  point  matériel 
si|  placé  dans  les  mêmes  conditions  initiales,  il  était  sollicité  par  une  force  égale 
et  contraire  à  celle  qui  produisait  le  premier  mouvement. 

(  Comptes  rendus,  3o  décembre  1878.) 

19.  Un  point  pesant  se  meut  dans  un  milieu  résistant,  la  résistance  R  étant, 
comme  on  Ta  supposé  dans  le  texte,  une  force  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  v  et  fonction  de  i^,  R  =  fng^i^v).  Supposons,  de  plus,  la  fonction  ^{v) 
continue,  positive  et  croissante  avec  v.  Démontrer  les  propositions  générales 
suivantes  : 

X*  Si  ?(o)  >i,  le  mobile  décrit  en  un  temps  fîni  un  arc  de  trajectoire  fini  qui 
se  termine  en  un  point  où  la  tangente  est  verticale  et  où  le  mobile  arrive  avec 
une  vitesse  nulle.  Le  mobile  reste  alors  immobile;  car,  s'il  tend  à  se  remettre  en 
mouvement,  la  résistance  qui  se  produit  est  supérieure  au  poids.  [Ce  cas  peut  se 
présenter,  par  exemple,  pour  le  mouvement  d'un  point  pesant  avec  frottement 
sur  un  plan  incliné  (221)]. 

a*  Si  ?(o)  <i  (cas  des  projectiles  d'artillerie),  le  mobile  décrit  une  courbe 
avec  une  branche  infinie  possédant  une  asymptote  verticale,  et  la  vitesse  tend 
vers  une  limite  X,  égale  à  la  racine  de  l'équation  i — 9((^)  =  o,  équation  qui 
admet  évidemment  une  seule  racine,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  9(i'). 

3*  Si  (p(o)  =  I,  V  tend  vers  o,  x  tend  vers  une  limite  finie;  mais,  pour  t  et  y, 
différents  cas  particuliers  peuvent  se  présenter,  suivant  la  façon  dont  ^(i')  tend 
vers  I  quand  v  tend  vers  zéro.  Si  v-^[i—  ?(i')]  reste  fini,  résultats  de  l'ex.  7. 

Indication  sur  la  méthode  à  suivre,  —  L'équation  (3),  page  354,  donne 


Zôïa 


tk 


fia 
eus  a 

V  ces  a  =  v'fl  cos  a,  e"  «0 
équation  qui  montre  que  (^  cos 01  tend  vers  zéro  quand  a  tend  vers '■  ;  en  la 

résolvant  par  rapport  à  i^,  on  a  une  expression  qui,  pour  a= —  -«  prend  la 

forme  -•  D'après  les  règles  ordinaires,  on  en  conclut,  en  appelant  i^,  la  limite 

de  Vf  la  condition 

i'i[»-?(v',)]  =  o, 

qui  montre  que  i^,  est  nul  ou  racine  de  i—  ^{v\  On  achève  ensuite  la  discussion 
à  l'aide  des  formules  de  la  page  354.  (Morin.) 

20.  Analogies  entre  V équilibre  d'un  fil  et  le  mouvement  d'un  point,  —  Ces 
analogies  se  révèlent  immédiatement  par  la  comparaison  des  équations  intrin- 
sèques de  l'équilibre  d'un  fil  (n*  136)  et  du  mouvement  d'un  point.  On  a  ainsi 
les* théorèmes  suivants  : 

(a)  Si  un  fil  est  en  équilibre  sous  l'action  d'une  force  Vds,  la  tension  étant  T, 

an  point  matériel  de  masse  m,  décrivant  la  courbe  funiculaire  avec  une  vitesse  v 

;  égale  à  kT  en  chaque  point  (A:  constante),  est  sollicité  par  une  force  <t>  opposée 

y.k  F  d'intensité  mAr'FT  ou  mk¥v.  On  peut  passer  inversement  du  mouvement  du 
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point  à  l'équilibre  du  fil  :  il  suffit  de  supposer  T  =  r  et  la  force  F  opposée  à  4» 

d'inlensité  — j— • 
mkv 

(6)  Un  point  matériel  sollicité  par  une  force  verticale  dirigée  vers  le  haut  et 

proportionnelle  à  sa  vitesse  décrit  une  chaînette. 

(c)  Un  fil  dont  chaque  élément  ds  est  sollicité  par  une  force  verticale  Fds, 

inversement  proportionnelle  à  sa  tension  Fd«  =  —7p-t    se  dispose  suivant  une 

parabole.  (On  peut  aussi  dire  que  cette  force  Fds  varie  proportionnellement  ft 

dx  \ 

la  projection  horizontale  dx  de  l'élément  ds^  car  T  -j-  =  C.  ] 

{d)  Si  Ton  transforme  de  cette  façon  les  équations  qui,  pour  un  point  matériel, 
expriment  le  principe  des  aires  (n*  203)  et  le  principe  des  forces  vives  (n*  206), 
(»n  trouve,  pour  les  fils,  les  théorèmes  exprimés  par  les  deux  équations 


i  X  —^ V 

\     ds       - 


ë)-. 


iiT  -h  X  rfx  -f-  Ydy  -h  Zdz  =  o, 

dont  la  première  a  lieu  quand  la  force  a,  tout  le  long  du  fil,  son  moment  nul 
par  rapport  &  Oz  (n*  131). 

(e)  Des  théorèmes  analogues  s'appliquent  à  l'équilibre  d'un  fil  sur  une  surface 
comparé  au  mouvement  d*un  point  sur  une  surface.  {Voyez  Môbius,  Statique, 
deuxième  Partie,  Chap.  VII,  et  Paul  Serrbt,  Théorie  des  lignes  à  double  coût' 
bure;  Mallct-Bachelier,  i86o.  ) 

'21.  Si  plusieurs  masses  m,  m',  m*, respectivement  soumises  à  l'action  des 

forces  F,  F',  F',  ...,  fonctions  des  seules  coordonnées  et  partant  toutes  d'un 
point  A  avec  des  vitesses  t*,,  r'^,  r,,  ....,  de  grandeurs  différentes,  mais  de  même 
direction,  décrivent  la  même  courbe  ACB,  la  masse  quelconque  M,  soumise  ft 
l'action  de  la  résultante  des  forces  xF,  a'F',  a'F',  ...,  où  a,  a',  a",  ...  désignent 
des  constantes  positives  ou  négatives  et  partant  du  point  A  avec  la  vitesse  V«, 
ayant  la  même  direction  que  i*g,  i*.,  .. .,  décrira  encore  la  même  courbe,  pourvu 
que  la  force  vive  initiale  de  la  masse  M  soit  déterminée  par  la  formule 

M  Y*  =  3  mi';  -t-  a'  m'  »*'/  -\-  a'  m'  i*J^  -r- . . . 

(  Bonnet,  Note  au  Tome  II  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange).  Ce  théo- 
rème se  démontre  à  Taide  des  équations  intrinsèques  du  mouvement. 
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CHAPITRE  XL 

FORCES  CENTRALES.  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE 

DES  PLANÈTES. 


I.  -  FORCES  CENTRALES. 

22s.  Équations  du  mouYement.  —  Une  force  est  dite  centrale 
quand  sa  direction  passe  constamment  par  un  point  fixe  :  ce  point 
est  le  centre  des  forces.  Prenons  pour  origine  le  centre  des  forces 
et  convenons  de  désigner  par  F  la  valeur  absolue  de  la  force  pré- 
cédée du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  selon  qu'elle  est  répulsive  ou 
attractive.  Nous  avons  vu  précédemment  (n**  203)  que  la  trajec- 
toire est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe  par  le  centre  des 
forces.  Ce  plan  est  déterminé  par  la  position  et  la  vitesse  initiales 
du  mobile.  Si  la  vitesse  initiale  élait  dirigée  suivant  le  rayon  vec- 
teur, ce  plan  serait  indéterminé,  mais  alors  le  mouvement  serait 
rectiligne  et  aurait  lieu  sur  le  rayon  vecteur. 

Prenons  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  des  xy.  Les  pro- 
jections de  la  force  seront,  avec  la  convention  faite  sur  le  signe  de 

F,  —  et  — î^-  Nous  pourrions  employer  les  équations  générales  du 

mouvement  plan  ;  il  est  plus  simple  de  partir  des  équations  four- 
nies par  le  principe  des  aires  et  le  théorème  des  forces  vives. 
L'intégrale  des  aires 

dt       -^  dt 
s'écrit,  en  employant  les  coordonnées  polaires, 

nvons  vu  que  C  est  le  moment  de  la  vitesse  initiale  par 


"^^  TiOISIÊME    PAITIE.    —    DTNAMIQITE    DC    POIXT. 

rapport  à  O^.  Soient  r«  la  vitesse  initiale  et/>«  sa  distance  k  Von- 
gine.  la  constante  C  a  pour  valeur  absolue  />«i*«;  il  faut  prendre 
les  signes  -r-  ou  — ,  suivant  que  le  mouvement  se  fait  d*abord 


dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif  des  rotations  autour 
de  O^;  soient  r«.  h^  les  coordonnées  de  M«.  et  7.«  Tangle  de  la 
vitesse  initiale  M^r»  avec  le  prolongement  de  OM«,  on  a 

et.  par  suite, 

C  =  r^i'i  si  HT., 

en  valeur  absolue.  Si  Ton  con\îent  de  compter  positivement 
Tangle  r.^  à  partir  du  prolongement  M^CK  du  ravon  vecteur  dans 
le  sens  positif  des  rotations,  celte  égalité  est  aussi  vraie  en  signes, 
puisque.  r«  et  r«  étant  supposés  positifs.  le  signe  de  C  est  préci- 
sément celui  de  sinr.^.  Celte  constanle  C  ne  peut  être  nulle  qu'avec 
r«,  i*«  ou  sin7.«;  le  mouvement  se  fait  alors  sur  le  rajron  vecteur. 
Appliquons  maintenant  le  théorème  des  forces  vives,  nous  ob- 
tenons 

.  2  I  =  F  ar. 

F^es  équations  (i)  et  (2)  définissent  entièrement  le  mouvement; 
elles  ser\  iront  à  trouver  /*  et  h  en  fonction  du  temps. 
La  \ile25e  a  pour  ex[>rcs>ion 


i-  =  — 


Ut^ 


d  Tuide  de  Téqualion  ^i)  nous  pouvons  éliminer  dans  cette  exprès- 
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sion  dH  ou  dt^  cela  nous  donne  successivement 


'p'^^^"'i(^)*p^'-\^y- 


(4)     t''~G»l\--7T-/-H(-)    l>en  rem 


Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  force  dépend  uniquement 
de  la  dislance  r  :  on  est  alors  ramené  à  des  quadratures,  car,  F  dr 
étant  une  différentielle  totale  exacte,  l'équation  (2)  donnera  v^  en 
fonction  de  r;  en  portant  celte  valeur  de  v^  dans  les  équations  (3) 
et  (4),  on  trouvera  ^  et  6  par  des  quadratures. 

Revenons  au  cas  général.  Nous  pouvons  obtenir  encore  deux 
équations  impoi'tantcs,  en  remplaçant  v^  par  la  valeur  (3)  ou  (4) 
dans  l'équation  des  forces  vives.  En  nous  servant  d'abord  de  (3)  et 

écrivant  l'équation  des  forces  vives -j--  =F-7-,  nous  avons 

^  1     at  at 


dt\  -x  \\dt)       r«J\    ~     dt 


tir 

c'est-à-dire  en  effectuant  la  différentialion  et  divisant  par  -,- 


dt 


m 


\  dn       r^J         ' 


que  nous  conserverons  sous  la  forme 

(5)  m^-  =F-4-m-. 

Cette  équation  définit  le  mouvement  relatif  du  mobile  sur  le 
rayon  vecteur;  elle  montre  que  ce  monvement  est  le  même  que  si 
le  rayon^vecteur  était  fixe,  et  si  la  force  qui  agit  sur  le  point 

était  augmentée  de  m-^-  Celle  même  relation  donnera    r  en 

fonction  de  /  lorsque  F  sera  une  fonction  de  la  distance  seule,  ou 
plus  généralement  de  /*  et  t. 

Servons-nous  maintenant  de  l'expression  (4)   de   v'^   pour  la 
porter  dans  l'équation  des  forces  vives;  nous  obtiendrons,  en 
A.,  I.  a4 
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e<nTanl  i  équation  cics  forces  vives -^  =  t  -~  , 


dlmC^ 
dû 


dit' 


d' 
en  eflTectuant  la  dîflTércn  lia  lion    el  remplaçanl  -^  par  sa  valeur 

5  Tîîi'  nous  pouvons  diviser  par  ^  el  il  rcsle  alors  la  formule 

suivante,  due  à  Binet^ 


(6) 


Cette  équation  peut  servir  à  trouver  r  en  fonction  de  8,  c'est-à-dîre 
Téqualion  de  la  trajecloire,  si  F  ne  dépend  que  de  r,  ou  plus  gé- 
néralement de  r  et  H,  Les  signes  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (6)  montrent  que  la  force  est  loujours  dirigée  vers  la  concavité 

de  la  Irajectoire^  on  sait,  en  effet,  que  \  -  ■+-  "^lât  J  ^^^  négatif  ou 

positif  selon  que  cette  trajectoire  tourne  ou  non  sa  convexité  vers 
le  pôle;  si  la  force  est  nulle  dans  une  certaine  position  du  mobile, 
il  y  a  un  point  d'inflexion  sur  la  trajectoire. 

223.  La  force  est  fonction  de  la  seule  distance.  —  Etudions 
plus  complètement  le  cas  important  oii  l'on  a 

F  =  o(r); 
l'équation  (2)  s'intègre  immédiatement  et  donne 

^  =  I  o{r)dr-^h; 

pour  avoir  la  relation  entre  r  el  /,  nous  remplacerons  r^  par  sa 
valeur  (3)  el  nous  aurons  une  équation  de  la  forme 

/dry       ,,     ^  .,  dr 

t  sera  donc  donné  par  une  simple  quadrature.  L'équation   de   la 
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trajectoire  s'obtient  alors  aisément;  en  effet  Téquation  (i)  nous 

donne 

7n       C    ,              Cdr 
dù=  --df  =  ; , 

et  Q  est  fourni  par  une  quadrature. 

Il  faut  maintenant  déterminer  le  signe  que  l'on  doit  prendre 
devant  le  radical;  il  sera  déterminé  par  les  conditions  initiales. 
On  sait  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  le  rayon  vecteur  est 

-T-;  la  connaissance  de  la  vitesse  initiale  entraînera  celle  du  signe 

de  (-T-)  ;  au  début,  on  mettra  devant  le  radical  le  signe  de  cette 

quantité,  et  on  le  gardera  jusqu'au  moment  où  ^{r)  s'annulera, 
puis  on  déterminera  le  signe  qu'il  faut  prendre  ensuite.  Il  n'y  a 
de  difficulté  que  lorsque  ^(tq)  est  nul,  c'est-à-dire  quand  la  vitesse 
initiale  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  Considérons  alors 
l'équation  du  mouvement  sur  le  rayon  vecteur;  la  vitesse  initiale 

-T-  )   de  ce  mouvement  est  nulle,  et  ce  mouvement  se  fait  comme 

si,  le  rayon  vecteur  étant  fixe,  la  force  était  F  H j-;  si  donc 

cette  force  apparente  est  positive  au  commencement,  r  va  d'abord 
en  croissant,  et  Ton  prendra  le  signe  +;  si  elle  est  négative,  r  va 
d'abord  en  diminuant,  et  l'on  prendra  le  signe  — .  Supposons  enfin 

que  Fa  h r-  =  o  5  dans  ce  cas,  pour  un  observateur  entraîné  avec 

le  rayon  vecteur,  le  point  restera  immobile,  puisque  le  point  se 
meut  sur  le  rayon  vecteur,  comme  si  ce  rayon  était  fixe  et  si  le 
point  était  abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  une  position  où 
la  force  apparente  est  nulle.  La  trajectoire  sera  une  circonférence 
de  rayon  To;  et,  en  vertu  du  théorème  des  aires,  le  mouvement 
sera  uniforme. 

Voyons  dans  quelles  conditions  initiales  précises  il  faut  placer 
le  mobile  pour  réaliser  ce  mouvement  circulaire.  11  faut  que 
la  vitesse  initiale  soit  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial 

T,o  ==  ±  -  >  d'où  C  =  zh  To  ^'o  et  que  F©  H j-  =r=  o,  d'où  en  rem- 

plaçant  C  par  sa  valeur 


0 


y       m 
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valeur  qui  n'est  réelle  que  si  Fg  est  négatif,  c^est-à>dire  si  la  force 
est  attractive. 

Exemple.  —  Les  deux  applications  les  plus  importantes  de  la  théorie 
précédente  sont  relatives  au\  cas  d'une  force  proportionnelle  à  la  distance 
et  d'une  force  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  Le  se- 
cond cas  sera  traité  en  détail  dans  la  théorie  du  mouvement  des  planètes; 
occupons-nous  du  premier  et  considérons  d*abord  un  mobile  attiré  par  an 
point  O  { Jlg-  \i^)  proportionnellement  à  la  distance 

F  =  —  nik'- r,         l'î  =  —  A» r? -h  A. 
Les  niéihodes  générales  indiquées  ci-dessus  donneront  Téquation  de  la 

Fig.  143. 


.fv. 


0    .^       *- 


trajectoire  et  le  temps.  Mais  il  est  plus  simple  de  partir  des  équations  du 
mouvement  qui  sont,  même  par  rapport  à  des  a\es  obliques, 


t 


It^  '       dt* 


équations  linéaires  à  coefficients  constants  dont  les  intégrales  générales 
sont 

X  =  Xq  cos  kt  -T-  -P  sin  kty        ^  =  ^^,  cos  kt  -t-  ~  sin  kt, 

^0  c^^o  désignant  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  à  Finstant  /  =  o 
sur  les  axes  (n^  ±\^).  Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axe  Ox  le  rayon 
vecteur  initial  et  pour  axe  O^  une  parallèle  à  la  vitesse  initiale,  on  a 

^0  =  ^0,  /o  =  ^'0,  .Vo  ^  T^  -  o, 

g* 

X  =  r^j  cos  X/,        ^  =  -^  sin  kt, 
d'où,  pour  l'équation  de  la  trajectoire, 


'•J  *ô 


—  I 
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équation  d'une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  de 
longueurs  a'  =  Tq,  ^'  =  x  '  ^^  durée  d'une  révolution  sur  Tellipse  est  -tt» 

A  A 

Comme  un  instant  quelconque  peut  être  choisi  comme  instant  initial,  on 
voit  que  la  vitesse  du  mobile  dans  une  position  quelconque  est  égale  à  kb\ 
b'  désignant  la  longueur  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  vitesse,  c'est- 
à-dire  conjugué  du  rayon  vecteur. 

Si  le  mobile  est  repoussé  par  O  proportionnellement  à  la  distance 
F  =  mk^r,  on  trouve  des  équations  qui  se  déduisent  des  précédentes  par 

le  changement  de  A:  en  A:  v/ —  i  ;  on  a  donc,  en  choisissant  les  axes  comme 
ci-dessus, 

1  ^        k  n 

la  trajectoire  est  alors  une  hyperbole 

— T^  =1 

ayant  pour  centre  le  point  O  :  la  vitesse  en  un  point  est  encore  égale  au 
produit  de  k  par  la  longueur  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  vitesse. 

224.  La  force  est  de  la  forme  r-»(p(ô).  —  Jacobi  a  montré  que 
Ton  peut  ramener  à  des  quadratures  le  cas  où  la  force  centrale  a 
une  expression  de  la  forme  F  =  r~^'^(8),  c'est-à-dire,  en  coor- 
données cartésiennes^  et  y,  une  expression  qui  est  homogène  et 
de  degré  —  2  en  a:  et  j^.  Dans  ce  cas,  la  formule 


donne,  pour  définir  la  trajectoire,  Téquation 


r        \_  ___  o(0) 

équation  linéaire  à  coefficients  constants  avec  second  membre 
dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

i  =  A  cose  -<-  B  sine  -h  4/(6), 

A  etB  désignant  des  constantes  arbitraires  et  <{/(Q)  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  que  l'on  peut  toujours  trouver  par  des 
quadratures. 
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Soit,  comme  exemple,  F=  —  /7ifjLr-*(cos2  6)  •,  jji  étant  une  constante 
réelle  positive  ou  négative.  On  aura  à  intégrer  l'équation 


^e» 


^--   =   gi(C0S2Ô)    » 


dont  rintégrale  générale  est 


-  =  A  cos6  -h  B  sin6  —  ~  v^cosîô, 


ou  en  coordonnées  cartésiennes 


f^» 


(i-Aar-Bj.)»=^J:rî-^V), 


équation  d'une  conique  tangente  aux  deux  droites  {fig,  i44)  OP  et  OQ, 


ayant  pour  équations  x'^ — y^=  o,  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par 
la  droite  o  =  i  —  kx  —  B^  qui  varie  avec  les  conditions  initiales.  La  po- 
sition initiale  du  mobile  se  trouve  nécessairement  dans  l'angle  POQ  ou 
dans  son  opposé  au  sommet,  car  l'expression  de  F  serait  imaginaire  à 
l'extérieur  de  ces  angles.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe 
soit  une  ellipse.  Si  [x  est  positif,  la  trajectoire,  devant  tourner  sa  conca- 
vité vers  O,  se  compose  d'une  partie  de  l'arc  QMP  ;  quand  le  mobile  ar- 
rive en  l'un  des  points  P  ou  Q,  la  force  devient  infinie  et  le  problème  n*a 
plus  de  sens.  Si  jx  est  négatif,  le  mobile  décrit  une  portion  de  l'arc  QNP. 
On  détermine  le  temps  à  l'aide  de  l'équation  des  aires 

dt  =  -^r-  » 


dans  laquelle  on  remplace  r*  par  sa  valeur  en  fonction  de  0  :  on  est  ainsi 
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conduit  à  une  quadrature  qui  est  elliptique,  sauf  pour  des  déterminations 
convenables  de  A  et  B. 

Remarque,  —  On  ramène,  de  même,  à  des  quadratures  le  problème  plus 
général  où  l'expression  de  la  force  serait  de  la  forme 

F  =  r-»tp(e)-+-X:r-3, 

k  désignant  une  constante.  On  est  encore  conduit  à  intégrer  une  équation 

linéaire  en  -  à  coefficients  constants  avec  second  membre. 
r 


225.  Problème  inverse.  Détermination  de  la  force  centrale 
quand  la  trajectoire  est  donnée.  —  Proposons-nous  le  problème 
suivant  : 

Un  mobile  décrit  une  trajectoire  plane  suivant  la  loi  des 
aires  autour  d^ un  point  fixe,  trouver  la  force  qui  produit  ce 
mouvement. 

Tout  d'abord  la  force  est  centrale;  en  effet,  prenons  le  point 
(ixe  pour  origine,  la  loi  des  aires  donne  l'équation 

dv  dx       ^ 


ou,  en  différentiant, 


d^y         d^x 


équation  qui  montre  que  Taccélération  et,  par  suite,  la  force  pas- 
sent constamment  par  l'origine.  Soit  alors  F  la  valeur  algébrique 
de  la  force;  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (6), 


par  hypothèse  on  connaît  l'équation  de  la  trajectoire  /(/*,  0)  qui 
définit-  comme  fonction  de  8,  -  =  <f)(8);  on  aura  donc 


It':!' .    Si  l*oii  ne  s'impose  à  l'avance  aucune  forme  pour  l'expression 
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de  F,  Je  problème  présente  une  indétermination,  car,  r  et  B  étant 
liés  par  une  équation  donnée,  on  pourra  transformer  d'une  infi- 
nité de  façons  cette  expression  de  F.  On  peut,  et  c'est  ce  que  l'on 
cherche  en  général,  exprimer  F  en  fonction  de  r  seulement,  ce 
qui  se  fait  en  éliminant  0  entre  l'équation  précédente  et  celle  de 
la  trajectoire. 

Exemples.  —  1°  Prenons  le  cas  d'une  conique  parcourue  suivant  la  loi  des 
aires  relativement  à  son  foyer  et  tournant  sa  concavité  vers  ce  point;  en 
le  prenant  pour  pôle,  on  a  pour  l'équation  de  la  conique 

I -h  e  cosO 
p  étant  le  paramètre  et  e  V excentricité.  On  en  déduit 


"(0  . 


I  \r/  _  I  _       /?iC* 

la  force  est  donc  une  attraction  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  delà 
distance. 

2"  Si  l'on  traite  le  même  problème  pour  une  branche  d'hyperbole  tour- 
nant sa  convexité  vers  le  foyer  et  dont  l'équation  est 

I        rcosO  —  I 

-    = y 

r  p 

on  trouve 

et  la  force  suit  la  même  loi,  mais  est  répulsive. 

3°  La  plupart  des  courbes  usuelles  peuvent  rentrer  dans  Téquation 

/•A  =  a  cosA-0  -f-  by 

où  or,  ^,  k  sont  des  constantes;  si  l'on  suppose  ces  courbes  parcourues 
suivant  la  loi  des  aires  par  rapport  à  l'origine,  on  trouve  pour  loi  de  force 
en  fonction  de  r 

(Cas  particuliers:  A=  — i,  coniques  ayant  le  pôle  pour  foyer;  A- =  —  2, 
coniques  ayant  le  pôle  pour  centre;  k  =  i  limaçon  de  Pascal,  k  =  1,  b  =  o, 
iemniscate,  . . ..) 
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II.  -  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES. 

^6.  Conséquences  des  lois  de  Kepler.  —  Dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  nous  ne  parlerons  que  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
des  planètes.  D'après  un  théorème  que  nous  démontrerons  plus 
tard,  le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  est  le  même  que  si 
toute  la  masse  de  la  planète  était  condensée  en  ce  point  et  toutes 
les  forces,  appliquées  à  la  planète,  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  ce  même  point. 

Les  lois  du  mouvement  des  planètes  ont  été  déduites  par  Kepler 
des  observations  de  Tycho  Brahé.  Ces  lois  sont  les  suivantes  : 

1°  Les  planètes  décrivent  autour  du  Soleil  des  courbes 
planes  suivant  la  loi  des  aires; 

2**  Ces  courbes  sont  des  ellipses  ayant  le  Soleil  pour  foyer  ; 

3**  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  sidérales  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  des  grands  axes  des  orbites. 

De  ces  lois  Newton  a  déduit  la  loi  de  la  force  qui  produit  le 
mouvement. 

Puisque  la  trajectoire  est  plane  et  que  la  loi  des  aires  a  lieu  par 
rapport  au  centre  du  Soleil,  la  force  est  centrale  et  passe  par  ce 
point.  Puisque  la  trajectoire  est  une  ellipse  ayant  le  Soleil  pour 
foyer,  la  force  qui  agit  sur  la  planète  est  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  sa  distance  au  Soleil;  nous  avons  trouvé  pour 
l'expression  de  cette  force  (premier  exemple  du  numéro  précé- 
dent) 

F=-— -, 

OÙ  C  est  la  constante  des  aires  et/>  le  paramètre  de  la  conique.  On 
peut  1  écrire  en  posant  [jl  =  — 

La  dernière  loi  de  Kepler  montre  que  a  est  indépendant  de  la 
planète  considérée.  La  constante  des  aires  C  est,  en  effet,  égale 
au  double  du  rapport  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  au 
temps  employé  à  la  décrire;  si  T  est  la  durée  de  la  révolution,  le 
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rayon  vecteur  décrit  l'aire  tzab  dans  un  temps  T;  donc 


C  = 


T 


Comme/)  est  égal  à  — 9  on  a,  pour  l'expression  de  ix, 


C«       47t«a 


3 


f^=  -T  = 


P  T« 

D'après  la  loi  dont  nous  parlons,  ;|;^  est  le  même  pour  toutes  les 
planètes;  par  suite,  la  force  sera  pour  une  planète  quelconque 


y  ^_rn^ 


En  résumé,  chaque  planète  est  sollicitée  vers  le  centre  du  Soleil 
par  une  force  proportionnelle  à  sa  masse  et  inversement  propor- 
tionnelle au  carré  de  sa  distance  au  Soleil. 

227.  Problème  direct.  —  Après  avoir  trouvé  ce  résultat.  Newton 
s'est  proposé  la  question  suivante  : 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  un 
centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 


La  force  centrale  étant 


F^  -  2Lif 


l'équation  des  forces  vives  donne 


—  —  —  SZ  ^^  1>5  —  — n  -f-  ^. 


d-=^-Sldr, 
'1  r* 


r 


On  a  d'ailleurs,  d'après  la  théorie  des  forces  centrales  (formule  4» 
p.  369), 


"-'^■[(-*)*4 


Remplaçons  v^  par  sa  valeur,  nous  aurons 


U) -- T.- h{-}  *'■)■■ 
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c'esl  réquatiun  différenlielle  de  la  trajecioire;  on  peut  l'écrire 
\rf6/  "      \r       C'/  ^C'^C» 


l'équation  en  p  est 

d'où,  en  intégrant, 

L'équation  de  la  trajectoire  prend  donc  la  forme 


=  #.-i/g-ê""«- 


où  l'on  petit  toujours  supposer  le  radical  pris  positivement,  car, 
en  ajoutant  n  à  la  constante  arbitraire  a,  on  ramènera  le  radical  à 
être  positifdans  le  cas  où  il  serait  négalir.  On  reconnaît  là  l'équa- 
tion d'une  conique  ajant  Iep61e  pour  foyer;  on  sait,  en  effet,  que 
l'équation  générale  des  coniques,  ayant  le  p61e  pour  foyer,  e.st 

1  =  1^-  icos{6_a), 
r        p        P 

OÙ  p  est  le  paramètre  et  e  l'exceniricité.  Ed  identifiant  ces  deux 
équations,  on  a  d'abord 

C 

résultat  déjà  obtenu,  puis 

et,  en  tenant  compte  de  la  valeur  dep, 


'  nne  le  genre  de  la  conique  qui,  comme 
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nous  allons  le  voir,  dépend  uniquement  du  signe  de  la  constante 
des  forces  vives  h. 

Si  h  est  négatif,  la  trajectoire  est  une  ellipse,  car  e  -<  i  ;  c'est 
une  parabole  ou  une  branche  d'hyperbole  si  h  est  nul  ou  positif. 
La  valeur  de  la  constante  des  forces  vives,  A,  est 


V^  —   — —    ' 


elle  ne  dépend  que  de  la  valeur  numérique  de  la  vitesse  et  non 
de  sa  direction;  si  donc  des  conditions  initiales  déterminées  ont 
donné  pour  trajectoire  une  ellipse,  on  aura  encore  une  ellipse  en 
lançant  le  mobile  du  même  point  avec  la  même  vitesse  initiale 
dans  toute  autre  direction. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  contient  implicitement  le 
cas  de  la  répulsion;  pour  traiter  ce  cas,  il  suffît  de  supposer  [x 
négatif  dans  toutes  nos  formules.  Dans  ces  conditions,  la  con- 
stante h  est  nécessairement  >  o  et  Ton  a  toujours  une  branche 
d'hyperbole;  cette  branche  d'hyperbole  tourne  sa  convexité  vers 
l'origine,  caria  force  est  située  dans  la  concavité  de  la  trajectoire. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  de  Tellipse,  en  supposant  A  <  o,  et 
exprimons  les  éléments  de  la  trajectoire  au  moyen  des  valeurs  ini- 
tiales des  variables.  Nous  avons  trouvé 


p  =  — ,  e  =z 

d'où 


et,  en  introduisant  les  axes  de  i'ellipse 


Cette  dernière  relation  donnera  le  grand  axe  de  l'ellipse  qui  ne 
dépend  que  de  la  constante  des  forces  vives;  le  petit  axe  sera 
donné  ensuite  par 


^  ~  a  ~~   \i 
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Ayant  ainsi  calcule  le  demi  grand  axe  a,  on  construit  facile- 
ment Tellipse,  connaissant  la  position  initiale  Mo  et  la  vitesse  ini- 
tiale Vo.  On  prend  le  symétrique  P  du  foyer  par  rapport  à  la 
tangente  V©,  on  joint  PMq  et  l'on  porte  sur  celte  droite  PMq  une 
longueur  PMoO'=  2a;  le  point  O'  est  le  deuxième  foyer  de  Tel- 
lipse. 

228.  Comètes.  —  Kepler  n'avait  pas  étudié  le  mouvement  des 

comètes,  qu'il  considérait  comme  des  météores  passagers.  Newton, 

ayant  remarqué  qu'un  point  matériel,  attiré  par  le  Soleil  en  raison 

inverse  du  carré  de  la  distance,  pouvait  décrire  non  seulement 

une  ellipse,  mais  une  parabole  ou  une  branche  d'hyperbole  aj'ant 

le  Soleil  pour  foyer,  fut  amené  à  penser  que  les  comètes  décrivent, 

comme  les  planètes,  des  ellipses  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer. 

Seulement,  tandis  que  les  planètes  décrivent  des  ellipses  de  petite 

excentricité  situées  à  peu  près  dans  un  même  plan,  il  supposa  que 

les  comètes  décrivaient  des  ellipses  très  allongées  et  situées  dans 

des  plans  quelconques.  Elles  nous  apparaissent  rarement  parce 

que  nous  ne  les  voyons  que  dans  la  partie  de  leur  orbite  la  plus 

voisine  du  Soleil.  Comme  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  comète 

est  très  grand,  cette  partie  de  l'orbite  voisine  du  Soleil  est  à  peu 

près  la  même  que  si  le  grand  axe  était  inGni,  c'est-à-dire  si  Tellipse 

était   remplacée  par  une  parabole   de  même  foyer  et  de  même 

sommet.  Newton  fut  ainsi  conduit  à  penser  que.  dans  le  voisinage 

du  Soleil,  une  comète  devait  décrire,  suivant  la  loi  des  aires,  un 

arc  de  parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer  :  il  eut  l'occasion  de 

vérifier  ses  prévisions  sur  une  comète  qui  parut  en  1680.  Halley, 

contemporain  de  Newton,  fit  la  même  vérification  sur  vingt-quatre 

comètes  :  toutes  les  observations  postérieures  ont  confirmé  les 

vues  de  Newton.  Imaginons  une  comète  de  masse  m  décrivant, 

suivant  la  loi  des  aires,  un  arc  de  parabole  ayant  pour  foyer  le 

centre  du  Soleil  :  cette  comète  sera  sollicitée  par  une  force  F 

dirigée  vers  le  Soleil,  ayant  pour  expression,  d'après  ce  que  nous 

avons  vu  précédemment, 

-,  w  C»   1 

F  = , 

p     /** 

p  étanl  le  paramètre  de  l'arc  de  parabole.  Pour  une  deuxième 
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comète  de  masse  m',  on  trouvera  de  même  comme  loi  de  la  force 

p       r  * 

L  observation  montre  que  les  rapports  —  et  — r  sont  égaux  entre 

eux  et  ont  pour  valeur  commune  la  quantité     ^^     relative  à  une 

planète  quelconque.  L'expression  de  la  force  centrale  qui  sollicite 
une  comète  est  donc,  comme  pour  les  planètes, 

pi 

le  coefficient  a  ayant  la  même  valeur  pour  toutes  les  comètes  et 
toutes  les  planètes. 

On  arrive  donc  à  ce  résultat  que  le  Soleil  attire  un  point  quel- 
conque de  masse  m  placé  à  une  distance  r  de  son  centre  avec  une 

intensité  — r>  ul  étant  un  coefficient  d'attraction  attaché  au  Soleil 
pi     i 

et  représentant  Tattraction  du  Soleil  sur  un  point  de  masse    i 
placé  à  l'unité  de  distance  du  centre. 

229.  Satellites.  —  Les  observations  démontrent  que  les  satel- 
lites, dans  leurs  mouvements  autour  des  planètes,  suivent,  à  très 
peu  près,  les  lois  de  Kepler;  on  en  conclut  que  chaque  planète 
attire  ses  satellites  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  leurs  dislances  au  centre  de  la  planète.  L'at- 
traction des  planètes  s'exerce  aussi  sur  les  corps  placés  à  leur  sur- 
face; elle  contribue  à  produire,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le 
Chapitre  III,  la  pesanteur.  A  chaque  planète  est  attaché  un  coef- 
ficient d'attraction  X,  de  telle  façon  que  l'attraction  de  cette  pla- 

nètesurun  point  /Wi,  placé  à  la  dislance  r^  du  centre,  soit — j-i. 

Ce  coefficients  varie  d'une  planète  à  l'autre. 

Ainsi,  c'est  principalement  l'altraclion  de  la  Terre  sur  les  corps 
placés  à  sa  surface  qui  les  fait  tomber  verticalement  quand  on  les 
abandonne  sans  vitesse,  ou  leur  fait  décrire,  quand  on  les  lance 
obliquement,  un  arc  de  parabole  qui  n'est  autre  chose  qu'une 
partie  d'ellipse  très  allongée  ayant  un  foyer  au  centre  de  la  Terre, 
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comme  il  résulte  de  ce  que  rattraclîon  de  la  Terre  sur  un  point 
extérieur  est  sensiblement  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la 
Terre  était  concentrée  en  son  centre.  La  force  qui  retient  la  Lune 
dans  son  orbite  est  donc  de  même  nature  que  la  pesanteur  :  c'est 
ce  que  Newton  a  vérifié  de  la  manière  suivante.  Soient  at  le  demi 
grand  axe  de  l'orbite  lunaire,  T|  la  durée  de  la  révolution  sidérale 
et  TWi  la  masse  de  la  Lune.  L'attraction  de  la  Terre  sur  la  Lune  a 
pour  expression 

Tcxcentricité  de  l'orbite  lunaire  étant  très  petite,  regardons  cette 
orbite  comme  un  cercle  dont  le  centre  coïncide  avec  celui  de  la 
Terre,  alors  ri  =  a^  et 

F jT-^^^' 

D'autre  part,  un  point  pesant  de  masse  rrii,  placé  à  la  surface  de 
la  Terre,  c'est-à-dire  à  une  distance  du  centre  égale  au  rajon  p 
de  la  Terre,  est  sollicité  par  une  force  attractive  qui  diffère  peu 
du  poids,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  et  que  nous  confon- 
dons ici  avec  le  poids 

Ces  forces  devant  être  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances  a^ 
et  p,  on  doit  avoir,  puisque  a^  =  ^op, 

F  =  p^^  ^"'' 
d'où 

En  mètres,  on  a  2irp  =  4^000000,  et  en  secondes 

.  T  =  27^7''43'"=  39343.60. 

Substituant  et  effectuant  les  calculs,  on  trouve  g  =^  9"î7>  valeur 
fort  peu  différente  de  l'accélération  moyenne  due  à  la  pesanteur  à 
la  surface  de  la  Terre  ^  =  9",  8.  La  petite  différence  tient  aux 
approximations  que  nous  avons  faites  et  disparaîtrait  complète- 
ment si  l'on  faisait  le  calcul  plus  rigoureusement. 
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230.  Attraction  universelle.  —  Ainsi  le  Soleil  attire  les  planètes, 
les  comètes  et,  en  général,  tous  les  corps;  inversement,  les  pla- 
nètes attirent  leurs  satellites,  les  corps  placés  à  leur  surface  et,  en 
généraL  tous  les  corps;  elles  doivent  donc  également  attirer  le 
Soleil.  Au  Soleil  et  à  chaque  planète  est  attaché  un  coefficient 
d^attraction  déterminé. 

Soient  M  la  masse  du  Soleil,  m,  m',  m".  ...  les  masses  des 
diverses  planètes,  a  le  coeflîcienl  d'attraction  du  Soleil,  a,  a', 
V,  ...  ceux  dos  planètes.  Le  Soleil  et  la  planète  m  étant  placés 
à  la  distance  i\  Fattraction  du  Soleil  sur  la  planète  a  pour  inten- 

site  — f--  et  celle  do  la  planète  sur  le  Soleil  '—r  :  ces  deux  attrac- 

lions  sont  égales  on  vertu  du  principe  de  Tégalité  de  Faction  et  de 
la  rt^action  :  on  a  donc 

m  '±  =  >1  A,  •—  =  —  . 

-M        m 

En  asMHMant  lo  Soleil  ù  d\uitres  planètes,  on  trouverait  ainsi 
une  >uile  de  rapports  égaux 

M         ••:         '•:  -lï' 

Appelons  /"  la  \aîeur  commune  do  ces  rapports.  L*iotensité  de 
l'aHraolion  mutuollo  du  Sv>loîl  ol  d*uno  plant  te  quelconque  s'écrit 
alor< 

■M  -: 


M  oMnt  \x  m.î>>o  du  So'.iùL  ••:  oc!lo  vîo  !a  plan:  te  ol  f\\i\  coefficient 
vj  .*.  i  0  >  5  ! o  îv.  0  :îîo  p v^u  r  î  v^ u  !  o >  I os  p la n o  t o> . 


«    ■  -^ -,■-•■"  -       '  •*•     "  •- >^.  > «..-.:>.;    f»*!^  iftS" 

■ • ,     •.■■ï^.>,i: •    \j^ 

î  *  .  •  ' 

^-■^    • "• ■•    «    »    ''^,* s»., A.,     ^,,      j    ^  "v  **>C  JIK*^    /    41^ 
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[Philosopilical  Transactions  y  i-y8).  Cette  constante  a  été 
rnesurre  d\ine  façon  très  précise  dans  les  expériences  récentes 
de  MM.  Cornu  et  Baille  {Comptes  rendus,  i,  LXXVI  cl 
LXXWl). 

Le  Mémoire  de  Cavendisli  a  été  traduit  en  français  et  publii'* 
dans  le  XVI 1*"  Cahier  du  Journal  de  r Ecole  Polytechnique 
(i8i5).  M.  Huri^ess  a  indiqué  dans  les  Comptes  rendus  des  21  et 
'À%  août  1899  ""^  méthode  pour  la  détermination  de  la  constante  y'. 

Dans  le  sj^stème  C.G.S.  on  a 

On  trouvera  des  détails  sur  la  mesure  de  f  dans  le  Cours  de 
Physique  de  M.  Viollc,  t.  I,  p.  'i^'i  et  suiv. 

Densité  moyenne  de  la  Terre.  —  La  détermination  du  coef- 
ficient  f  est  de  la  plus  haute  importance,  car  elle  donne  la  masse 
et,  par  suite,  la  densité  mojenne  de  la  Terre.  On  démontre  dans 
la  Théorie  de  l^ attraction  (l.  III)  qu^ine  sphère  formée  de 
couches  conceutri(|ues  homogènes  attire  un  point  extérieur 
comme  si  toute  la  masse  de  la  sphère  était  concentrée  au  centre. 
En  admettant  que  la  Terre  satisfait  approximativement  à  cette 
condition  et  appelant  m  la  masse  de  la  Terre  et  p  son  rajon,  ou 
voit  que  fattraclion  de  la  Terre  sur  l'unité  de  masse  prise  à  sa 

surface    est  /,;    d'autre   part,   cette  attraction  diflCère  peu  du 

r 

poids  g  de  Tunité  de  masse,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
Théorie  de  U équilibre  relatif  [QAid^ç,  XXII);  on  a  donc,  ap- 
proximativement, 

-m 

d'où  Ton  déduit  m, 

La  masse  de  la  Terre  étant  connue,  on  calcule  la  densité 
moyenne  de  la  Terre,  en  calculant  la  densité  que  devrait  avoir 
une  sphère  homogène  de  rayon  égal  à  celui  de  la  Terre  pour 
avoir  la  même  niasse  qu'elle.  Cette  densité  moyenne  est  notable- 
ment supérieure  à  la  densité  des  couches  superficielles;  on  en 
conclut  que  les  couches  profondes  de  la  Terre  ont  une  densité 
beaucoup  plus  grande  que  les  couches  superficielles. 

A.,  I.  25 
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Dimensions  de  f\  heure  naturelle,  —  La  valeur  du  coefficient/  dépend 
du  choix  des  unités  fondamentales,  longueur,  temps  et  masse.  Gomme  on 
a  pour  l'attraction  de  deux  masses 

on  en  déduit 


/  = 


mm 


Dès  lors,  si  Ton  prend  une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  de 
temps  T  fois  plus  petite  et  de  masse  fi  fois  plus  petite,  la  nouvelle  valeur 
de /est 

d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  76. 

Supposons  que  l'on  convienne  une  fois  pour  toutes  de  prendre  comme 
unité  de  masse  un  cube  ayant  pour  côté  l'unité  de  longueur  et  formé 
d'une  substance  déterminée,  d'eau  à  4°  par  exemple;  alors  on  a 

fJi=X3, 

et/ n'est  plus  altéré  par  le  changement  d'unité  de  longueur;  il  l'est  seu- 
lement par  le  changement  d'unité  de  temps;  si  l'on  prend  une  unité  de 

/ 
temps  T  fois  plus  petite,  /devient  -j»  En  prenant  comme  unité  de  temps 

la  seconde  de  temps  moyen,  on  a 

I 


•^       3802»  ' 

en  prenant   une   unité  de   temps  t  fois   plus  petite,   on  aura  pour  /  la 

valeur 

I 
386'2«T*' 

Prenons  t  =  t;^;  alors /aura  la  valeur  i:  la  nouvelle  unité  de  temps 

sera  386a  secondes  de  temps  moyen;  elle  diffère  peu  de  l'heure- 
M.  Lipi>nia""  propose  de  l'appeler  V heure  naturelle  {Comptes  rendus, 
8  mai  1899). 

D*après  cela,  Vheure  naturelle  serait  l'unité  do  temps  qu'il  faudrait 
adopter  prft"*  q"C,  l'unité  de  longueur  étant  quelconque,  et  l'unité  de 
iMS^e  étant  un  cube  unité  d'eau,  on  ait  pour  la  constante  de  la  gravitation 
MaîverscUc  /  =  »  • 
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231.  Étoiles  doubles.  —  La  loi  d'attraction  découverte  par  Newton 
s^étend  au  delà  des  limites  du  système  solaire  :  il  est,  en  effet,  très  pro- 
bable que  cette  loi  préside  aux  mouvements  des  étoiles  doubles.  Voici  ce 
que  l'observation  apprend  sur  ces  mouvements.  Remarquons  tout  d'abord 
que  l'observation  nous  fait  connaître  non  l'orbite  réelle  de  l'étoile  satel- 
lite autour  de  l'étoile  principale,  mais  la  projection  de  cette  orbite  sur  le 
plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  c'est-à-dire  sur  le  plan  mené  par  l'étoile 
principale  E  perpendiculaire  au  rayon  TE  joignant  la  terre  T  à  cette 
étoile  :  cette  projection  est  l'orbite  apparente  de  l'étoile  satellite.  L'ob- 
servation montre  que  : 

i^  L'orbite  apparente  est  parcourue  suivant  la  loi  des  aires  autour  de 
l'étoile  principale  E; 

a"  Cette  orbite  est  une  ellipse  dans  laquelle  l'étoile  principale  E  occupe 
une  position  quelconque  distincte  du  foyer. 

Le  fait  que  la  loi  des  aires  a  lieu  pour  la  projection  du  mouvement  sur 
le  plan  mené  par  l'étoile  E  perpendiculairement  au  rayon  TE  joignant  la 
Terre  à  l'étoile  nous  apprend  (203)  que  la  force  qui  agit  sur  l'étoile  satel- 
lite rencontre  constamment  la  droite  TE;  comme  cette  circonstance  se 
présente  pour  toutes  les  étoiles  doubles  et  que  la  Terre  occupe  dans  l'es- 
pace une  position  qui  n'a  aucune  relation  avec  les  étoiles  doubles,  il  est 
naturel  d'admettre  que  la  force  qui  agit  sur  l'étoile  satellite  rencontre 
constamment  Tétoile  principale  E.  La  force  étant  centrale,  l'orbite  est 
plane  et,  comme  sa  projection  est  une  ellipse,  elle  est  elle-même  une 
ellipse.  On  peut  alors  chercher  à  se  rendre  compte  de  la  nature  de  la 
force  qui  produit  ce  mouvement.  Puisque  chaque  étoile  satellite  est  solli- 
citée  vers  l'étoile  principale  par  une  force  qui  lui  fait  décrire  une  ellipse, 
(1  on  est  conduit  à  penser  que  la  loi  de  cette  force  est  telle  qu'elle  ferait  dé- 
crire une  conique  à  un  point  matériel,  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales  où  il  est  placé.  Pour  trouver  cette  loi  de  force,  il  faut  résoudre 
le  problème  suivant  : 

232.  Problème  de  J.  Bertrand.  —  Trouver  les  lois  de  forces  cen- 
fi    traies  dépendant  de  la  seule  position  du  mobile  et  faisant  décrire  au 
mobile  une  conique,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

Ce  problème  a  été  posé  par  J.  Bertrand  dans  le  Tome  LXXXIV  des 
Comptes  rendus  et  résolu  simultanément  par  MM.  Darboux  et  Halphen. 
M.  Darboux  a  développé  sa  solution  dans  une  Note  placée  à  la  fin  de  la 

^  Mécanique  de  Despcyrous.  Nous  exposerons  celle  d'Halphen  avec  quelques 
modifications  destinées  à  simplifier  les  calculs.  Celte  méthode  d'Halphen 

"*  *  repose  sur  la  formation  de  l'équation  différentielle  des  coniques. 

■         L'équation  générale  des  coniques  résolue  par  rapport  k y  est 

»  «■  y  —  IX -^^'\- ^ax^-^'ibx -\- c, 

vec  cinq  coefficients  arbitraires  a,  3,  a,  b,  c.  En  différentiant  deux  fois 
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et  appelant^',  y",  ...  les  dérivées  àt  y  par  rapport  à  ar,  on  trouve 

y"  zz^  {^ac — ^*)  (ci2r*-+- a^x  4- c)    *; 

la  quantité^'  ^  est  donc  un  trinôme  du  second  degré  en  x  et,  par  suite, 
sa  dérivée  troisième  est  nulle.  On  a  ainsi  Veçuation  différentielle  des  co- 
niques telle  qu*ellc  a  été  donnée  par  Halphen 

équation  qui  est  bien  du  cinquième  ordre. 

Cela  posé,  considérons  un  mobile  de  masse  i,  sollicité  par  une  force 
centrale  Ft  dépendant  seulement  des  coordonnées  (xx^yx)  de  son  point 
d'application  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  0\Xxy  Oxy\  ayant 
pour  origine  le  centre  0|  par  lequel  passe  la  force.  Les  équations  du  mou- 
vement sont,  en  appelant  le  temps  /i, 

('^                                 -dïT^^'Vx'          ^dïY^^'Tx' 
où  

L'intégrale  des  aires  donne 

dvx  dxi 

Faisons  maintenant  la  transformation  liomographique 

/     \  Xx  i 

(9.  )  X  =  —  >  y  =  — 

et  posons 

dtx 
dt  ='—        ' 


nous  aurons 


dxx  dyx 

dx        '^^'drx'~  ^^ITx    dix 

=  a, 


dy  _  I     dvx  dix  _  dyx 

777  ""       "Zl  ~Jr  "777  ""  777"  ' 


dt  y\  dt  '  dt  y\   dtx    dt         dt^ 

puis 

^^^  dt^~^'  dt^   "    dt\     dt    "         '  r, 

Ces  équations  montrent  que  le  point  (x^y)  se  meut,  dans  le  temps  /, 
comme  un  mobile  sollicité  par  une  force 

(4)  Y=-F,^ 
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constamment  parallèle  à  l'axe  Oy.  Cette  force  Y  est  d'ailleurs  fonction  de 
•''1  ct^i,  et,  par  suite,  d'après  (51),  de  x  et  y.  Si  Je  point  (o^ij^'t)  décrit 
une  conique,  le  point  (x,y)  en  di'crit  une  autre,  transformée  homogra- 
phiquc  de  la  première,  et  inversement.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  cher- 
cher toutes  les  lois  de  forces  parallèles  Y  faisant  décrire  à  leur  point  d'ap- 
plication (T,y)  une  conique,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales.  Or 
ce  problème  se  résout  comme  il  suit. 
Les  équations  du  mouvement  étant 

{{"^x  d-y       . , 
=  o           — ^  =  Y 

dx 
on  a  -7T  =  a  et  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est 

^^>)  4^'=  -Y, 

'  dx^        a»     ' 

Y  étant  une  fonction  do  x  et^.  Désignons  par^',^,  y\  ...  les  dérivées 
de  ^  par  rapport  à  Xy  l'expression  (5)  de^  devra  vérifier  l'équation  dif- 
férentielle des  coniques  \y  ^)  =0,  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales.  Soit,  en  désignant  par  (jl  une  constante, 

(6)  Y-»=,ji-»ç(x,7),         \  =  y.[o(T,y)]-^; 

on  devra  avoir  [tpt,T,_y)]"'=  o.  Développant  les  calculs,  on  a 

^        Ox*         ^   dxdy       "^     ôy^       -^    Oy 
•  dx*         *^   ôx^Oy         ''     âxây^ 

fîomme,  d'après  (5), 

-  a*  •       '        -^  2  a*  •        \âx      ^  Oy) 

l'équation  çp"  =  o  s'écrit 

'^?  ...  3  y'  -^-  +  3  v'«  .-^'?-  +  y'»  ^ 

v.a*  '        \    •  Oxày        Ox  Oy J         2a*    ^       |        <^y        \^y /  J 
4iOtte  condition,  devant  être  remplie  quelles  que  soient  les  conditions  ioi- 


l9^  TBOISICME    FABTie.   —    DT^AaiQCC    DT    FOI5T. 

û^Xe^f  â^^rti  être  irérî6é«  identiquement  quels  que  soient  jr,  v,  jr'  et  au 
pofftqoe,  au  commeDcemeat  do  moovement,  ces  quatre  qoantit^^s  sont  arbi- 
trai re«.  On  a  donc 

<^^  o^z.  <^^  c»*© 

I  7  )  fr  =  O,  -^^    =  O,  '—T  =  o.  — *-    =  o. 

*»»  2^ = ^    -^    =  O,  2  5  î  I  — ^   I     ~  O. 

'  oxoy       0x  0y  •  <f^«        V<tr/ 

Le* ^ondf lions  (^7;  montrent  que  ^  est  un  polynôme  du  second  degré  en  x 

tty 

'^( x^y )  —  Ajr*-i-  aBjr^-4-  C_^*-^  iDx-^  aEy-^  F. 

Ce  polynôme  devant  %'ériBer  les  conditions  (8),  deux  cas  sont  à  distinguer 
suivant  que  C  est  diflTérent  de  zéro  ou  non. 

I*  C;^o.  Alors       •   =  2C;  la  seconde  des  identités  (8)  donne 

expression  qui  satisfait  aussi  à  la  première  des  identités  (8),  comme  on  le 

vérifie  immédiatement. 

do 
2*  C  =  o.  Alors,  la  seconde  des  identités  (8)  donne  -p  =  o,  o  ne  dépend 

donc  pas  de/;  on  a 

B  =  C  =  E  =  o. 

^  =  Ax^-haDor-i-F; 

et  la  première  des  identités  (8)  est  évidemment  satisfaite. 

Il  y  a  donc  deux  lois  de  forces  parallèles  répondant  à  la  question  :  ce 
sont,  d'après  (6),  les  lois  exprimées  par  les  formules 


Y  = 


3 
HlC* 


(B^r-f-Cj^-hE)» 

Y= ^ -. 

(Aa7î-+-  2Da7-hF)* 

Il  y  a  donc  également  deux  lois  de  forces  centrales  répondant   à  la  ques- 
tion. D'après  les  formules  de  transformation  (2)  et  (4)» 

y\  yi  y\ 

elles  sont  données  par  les  formules 


F,=.   - 


(Bxj-f-Ej.-^G)» 
(\x\-^iDx,y,-^Vy\y' 
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Ce  sont  là  les  deux  lois  de  force  découvertes  par  MM.  Darboux  et  Hal- 
phen. 

Si  l'on  passe  aux  coordonnées  polaires  J7i=/*icos0,  ^i=risinO,  on 

3. 

trouve  les  deux  lois  de  forces  suivantes,  où  l'on  écrit  fx'  à  la  place  de  jxC*, 


fx  r, 


IJ- 


(BrjCosO-+-Erjsin6-(-C)3 


7.  ' 


rJ(Acos»0-+-2DsinOcose-hFsin20)'« 


Si  l'on  admet  que  l'action  exercée  par  une  étoile  sur  un  point  matériel 
ne  dépend  que  de  la  distance  ri  du  point  à  l'étoile  et  non  de  l'orientation  0 
du  rayon  vecteur,  les  deux  forces  ne  doivent  pas  dépendre  de  0,  ce  qui 
exige  pour  la  première  B  =  E  =  o,  et  pour  la  deuxième  D  =  o,  A  =F. 
C'est  d'ailleurs  dans  ces  cas  seulement  qu'il  existe  une  fonction  des  forces 
pour  l'une  ou  l'autre  des  deux  lois.  On  trouve  alors  les  deux  lois 


A2  r] 


La  première,  dans  laquelle  la  force  est  proportionnelle  à  la  distance,  fait 
décrire  à  son  point  d'application  une  conique  ayant  pour  centre  le  centre 
des  forces,  ce  qui  n*a  pas  lieu  pour  les  étoiles  doubles;  car,  si  l'orbite  réelle 
de  rétoile  satellite  avait  pour  centre  l'étoile  principale,  il  en  serait  de 
même  de  l'orbite  apparente. 

Il  ne  reste  donc  que  la  deuxième  loi,  dans  laquelle  la  force  varie  en  rai* 
son  inverse  du  carré  de  la  distance  :  c'est  la  loi  de  Newton.  D'après 
cette  loi,  l'étoile  satellite  décrit  autour  de  l'étoile  principale  une  ellipse 
<lont  l'étoile  principale  occupe  un  foyer.  Pour  trouver  l'orbite  réelle  de 
rétoile  satellite,  on  se  trouvera  ramené  au  problème  de  Géométrie  sui- 
vant : 

Connaissant  la  projection  d*une  ellipse  sur  un  plan  et  sachant  que 
Vun  des  foyers  de  V  ellipse  se  trouve  en  un  point  donné  E  du  plan  y  dé- 
terminer cette  ellipse  dans  V espace. 

On  trouve  deux  solutions  symétriques  par  rapport  au  plan  de  projec- 
tion. 


233.  Indications  sommaires  sur  quelques  problèmes.  —  Dans  un  ordre 
d'idées  analogues,  J.  Bertrand  a  résolu  le  problème  suivant  : 

Sachant  que  la  force  qui  produit  le  mouvement  d* une  planète  au- 
tour du  Soleil  dépend  seulement  de  la  distance  et  est  telle  qu'elle 
fasse  décrire  à  son  point  d'application  une  courbe  fermée^  quelles  que 
soient  les  conditions  initiales,  pourvu  que  la  vitesse  reste  inférieure 
à  une  certaine  limite,  trouver  la  loi  de  cette  force. 


39»  TROISIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

J.  Bertrand  démontre  (Comptes  rendus,  t.  LXXVII)  que  les  seules  lois 
«le  force  répondant  à  la  question  sont 

dont  la  première  doit  être  écartée  pour  les  raisons  que  nous  venons  d'in- 
diquer. 

Dans  le  Tome  LXXXIV  des  Comptes  rendus,  J.  Bertrand  résout  le 
problème  suivant  : 

Sachant  que  la  force  qui  agit  sur  un  mobile  dépend  seulement  de 
sa  position  et  lui  fait  décrire  une  section  conique  ayant  pour  foyer 
un  point  S  fixe,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  trouver  la 
loi  de  cette  force. 

Il  montre  que  la  force  doit  passer  constamment  par  S  et  varier  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance.  Si  donc  on  admet  la  première  loi  de  Kepler 
comme  une  loi  générale,  et  si,  de  plus,  on  admet  que  la  force  qui  agit  sur 
une  planète  ne  dépend  que  de  sa  position,  ces  seules  hypothèses  entraînent 
la  loi  de  Newton. 

C'est  à  la  suite  de  ce  travail  que  J.  Bertrand  a  proposé  la  question 
>uivante  : 

Sachant  qu'une  force  qui  dépend  seulement  de  la  position  du  mo~ 
hile  lui  fait  toujours  décrire  une  conique,  quelles  que  soient  les  con- 
ditions initiales,  trouver  la  loi  de  cette  force. 

Ce  problème  a  été  ramené  par  MM.  Halphen  et  Darboux  (Comptes 
rendus,  t.  LXXXIV)  au  problème  particulier  dont  nous  avons  exposé  la 
solution  plus  haut  (n"  !232).  Halphen  a  démontré  analytiquement  que, 
lorsqu'une  force  dépendant  seulement  de  la  position  du  mobile  lui  fait,  en 
toutes  circonstances,  décrire  une  trajectoire  plane,  cette  force  est  centrale 
ou  parallèle  à  une  direction  fixe.  M.  Darboux  a  donné  de  cette  même  pro- 
position une  démonstration  élémentaire  (Note  insérée  dans  la  Mécanique 
de  Dcspeyrous). 

Enfin  M.  Kœnigs  (Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVII)  a 
cherché  quelle  doit  être  la  lui  d'une  force  centrale  fonction  de  la  distance 
pour  que  son  point  d'application  décrive  une  courbe  algébrique,  quelles 

«lue  soient  les  conditions  initiales.  Il  retrouve  les  lois  —  txr  et  — ■^«  . 


III.    -  NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

234.  Problème  des  n  corps.  —  Nous  venons  de  voir  de  quelle 
façon  Newton  a  été  conduit  à  la  loi  de  la  gravitation  universelle. 


CHAPITRE    XI.    —    MOUVEMENT    DES    PLANÈTES.  3g3 

Il  s'agit  iTiainlenanl,  en  partant  de  cette  loi,  d'expliquer  les  mou- 
vements des  corps  célestes,  et  plus  particulièrement  des  corps 
qui  constituent  le  s^'stème  solaire  :  Soleil,  planètes  et  satellites, 
comètes.  Dans  Tétude  des  mouvements  relatifs  de  ces  derniers 
corps,  on  peut  négliger  complètement  les  actions  des  étoiles; 
en  effet,  à  cause  de  la  distance  immense  des  étoiles  par  rapport 
aux  dimensions  du  système  solaire,  ces  actions  sont  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses. 

I^es  deux  problèmes  principaux  de  la  Mécanique  céleste  sont  : 
1"  trouver  les  mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  cé- 
lestes; 2**  trouver  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de 
leurs  centres  de  gravité. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  donner  quelques  indications  sur  le 
premier  problème.  Considérons  un  groupe  formé  d'une  planète  P 
et  de  ses  satellites  1\  2',  ....  Le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité G  de   ce  groupe   est  le  même  que  si   toutes  les  masses  du 

Fig.  i45. 

.2; 

.1' 

lî ^'  •  *     t' c 

•p 
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roupe  y  étaient  réunies  et  toutes  les  forces  extérieures  agissant 
sur  le  groupe  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  G. 
Soit  M  tout  autre  point  du  système  solaire  ;  comme  sa  distance  aux 
<lifrérents  points  du  groupe  P,  2,  î/,  ...  est  très  grande  par  rapport 
aux  dimensions  du  groupe,  la  résultante  F  des  attractions  de  P, 
£,  £',...  sur  M  est  sensiblement  la  même  que  si  le  groupe  était 
remplacé  par  un  point  matériel  de  même  masse  placé  en  G  :  c'est 
ce  que  nous  verrons  dans  la  théorie  de  l'attraction.  Inversement, 
les  attractions  exercées  par  le  point  M  sur  les  différents  points  du 
groupe  P,  ï,  2',  .  .  .  sont  des  forces  égales  et  directement  oppo- 
sées aux  précédentes;  si  on  les  transporte  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  G,  elles  admettent  une  résultante  F'  égale  et 
directement  opposée  à  F.  Donc  l'action  du  groupe  P,  ï,  2',  .  .  . 
sur  un  point  M  et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G  du  groupe 
sont  sensiblement  les  mêmes  que  si  toute  sa  masse  était  réunie 
au  centre  de  gravité. 
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On  peut  donc  d'abord  considérer  le  système  solaire  comme 
formé  d'un  nombre  limité  de  points  matériels  s'attirant  suivant 
la  loi  de  Newlon,  et  placés,  le  premier,  au  centre  de  gravilé  du 
Soleil;  le  deuxième,  au  centre  de  gravilé  de  Mercure;  le  troi- 
sième, à  celui  de  Vénus  ;  le  quatrième,  au  cenlre  de  gravité  de 
la  Terre  et  de  la  Lune;  le  cinquième,  à  celui  de  Mars  et  de  ses 
deux  satellites,  .... 

En  supposant  le  nombre  de  ces  groupes  égal  à  n,  on  obtiendra, 
en  écrivant  les  équations  du  mouvement  des  n  centres  de  gravité, 
un  système  de  3n  équations  diiFérentielles  de  second  ordre,  trois 
pour  chaque  centre  de  gravité.  Ces  équations,  dont  l'intégration 
constitue  le  problème  des  n  corps,  admettent  sept  intégrales  pre- 
mières connues,  que  nous  indiquerons  comme  applications  des 
théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  des  systèmes.  Il  est  im- 
possible, avec  les  moyens  actuellement  employés  en  Analyse, 
d'effectuer  l'intégration  de  ces  équations.  On  a  pu,  néanmoins, 
en  Mécanique  céleste,  calculer  à  l'aide  de  ces  équations,  d'une 
manière  suffisamment  approchée,  le  mouvement  des  centres  de 
gravité  des  corps  célestes,  grâce  à  cette  circonstance  que  les 
masses  de  tous  les  corps  du  système  solaire  sont  très  petites  par 
rapport  à  celle  du  Soleil.  Ainsi,  la  masse  de  Jupiter^  la  plus  grande 
de  tout  le  système,  n'atteint  pas  la  millième  partie  de  la  masse  du 
Soleil.  En  réduisant  le  nombre  des  corps  à  trois,  ou  obtient  le 
célèbre  problème  des  trois  corps. 

235.  Problème  des  deux  corps.  —  Considérons  le  Soleil  et  une 
planète  déterminée  supposés  réduits  à  leurs  centres  de  gravité. 
Les  masses  des  autres  corps  du  système  solaire  étant  très  petites 
par  rapport  à  celles  du  Soleil,  supposons-les  nulles  dans  une  pre- 
mière approximation;  en  d'autres  termes,  supposons  que  le  sys- 
tème solaire  se  compose  du  Soleil  et  d'une  seule  planète.  Nous 
serons  ainsi  conduits  à  un  problème  simple,  le  problème  des  deux 
corps,  dont  on  peut  trouver  toutes  les  intégrales.  Ces  intégrales 
une  fois  calculées,  on  cherche,  en  Mécanique  céleste,  comment  il 
faut  les  modifier  pour  tenir  compte  des  actions  des  autres  corps 
du  système  solaire. 

Soient  M  et  m  les  masses  du  Soleil  S  et  de  la  planète  P;  a,  jî,  v, 
x,yjZ  leurs  coordonnées.  La  force  d'attraction  des  deux  points 
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/M  ni 


ayant  pour  valeur  absolue  - — - — >  les  projections  de  la  force  agis- 
sant sur  S  sont 

/Mm  X  —  a.  /M  m  y  —  3  /M m  z  —  y . 


r^ 


r 


r- 


r 


/•= 


/• 


les  projections  de  celle  qui  agit  sur  Psont  ces  mêmes  expressions 
changées  de  signes. 

Fig.  i46. 
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Les  équations  du  mouvement  seront  alors 


d^oL       fy\mx  —  OL 


/' 


(%) 


d**(        /Mm  z  —  Y 


M 


di^ 


r 


et 


m 


d^x  __^  /M  ma  —  x 
dn  ~  ~r«  r 


(P) 


^^  rf«^  ^ /Mm  3-2: 


m 


d*z  _  / M  m  Y  —  - 


On  peut  aisément  intégrer  ce  système,  qui  donnera  a,  ^,  y, 
X,  j',  z  en  fonction  de  t.  en  y  joignant  la  relation 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  de  même  rang  des 
systèmes  (S)  et  (P),  nous  obtiendrons  trois  équations  telles  que 


,.€/*a  d^x 

M  —r—  -h  m  -j-r  =  o, 
dt^  dt^  ' 
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qui  deviennent,  sï  l'on  désigne  par  Ç,  r„  ^  les  coordonnées  du 
cenlre  de  gravité  du  sjsLcine, 

M  a  +  ,1,3- 


Ces  trois  équalions  montreni  que  le  cenlre  de  gravilé  du  sys- 
tème est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  ce  qui 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  théoi'ème  général  sur  le  mouvement 
du  centre  de  gravilé. 

Cherchons  maintenant  le  mouvement  relatif  du  point  1*  pai' 
rapport  à  S;  pour  cela,  transportons  les  axes  en  Sj.^,,^;^,  ei  soient 
X,,  y,,  =,  les  coordonnées  nouvelles  de  P 


Si  l'on  retranche  les  équations  (S)  des  équations  (!')  membre 
i  membre,  après  les  avoir  divisées  respcclivemenl  par  M  et  m,  il 


/(M -H  m)  .1 


rf(> 


Ce  sont  là  les  équations  du    mouvement  relatif;   leur  forme 

montre  que  le  poinl  x,,j-,,  :,   se  meut  par  rapport  au  point  S, 

comme  si  ce  dernier  jioint   étant  fixe  avait  pour  masse  M+m 

au  lieu  de  M  et  continuait  à  attirer  P  suivant  la  loi  de  Newton. 

Eu  elTet,  les  équations  ci-dessus  sont  les  équations  du  mouvement 

d'un  point  de  masse  m  attiré  vers  une  origine  fixe  par  une  force 

/"(  M  -4-  m ) m  1     1     ,.  u.m      ,  ,  ,,m  \ 
j — - — I  expression  de  la  forme  i-j-  ou  |j.  =/(M -f- /h). 

De  là  résulle  que  ia  première  loi  de  Kepler  s'applique  à  ce 
mouvement  :  la  trajectoire  relative  est  une  conique  ajant  S  pour 
foyer,  parcourue  suivant  la  loi  des  aires.  Comme  il  s'agit  d'une 
planète,  cette  conique  est  une  ellipse,  et,  si  l'on  calcule  les  élé- 
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inenls  de  celle  ellipse,  on  trouvera,  comme  nous  Tavons  vu,  qu'en 
désignant  par  a  le  demi  grand  axe  et  par  T  la  durée  de  la  révo- 
lution, ces  deux  éléments  sont  liés  par  la  relation 

{x=t/(MH-  m)  =  — ;jT-^--> 

et  nous  remarquerons  que  le  rapport  =^  u  est  pas  indépendant 

de  m. 

Le  coeflicient  /  étant  connu  (n"  230),  celte  relation  donne  une 
valeur  approchée  de  M  -\-  m. 

Pour  une  autre  planète,  on  aurait,  au  même  degré  d'approxi- 
mation. 


(Toii  Ton  déduit 


/(M-i-m,)--  — ^q-S 


ni 


'■^   M 

comme  les  rapports  i^y  et  -^  sont  de   l'ordre  des  millièmes,  on 

voit  (|ue  le  second  membre  est  très  voisin  de  l'unité;  par  consé- 
quent, la  dernière  loi  de  Kepler  n'est  qu'une  loi  approchée. 

23G.  Masse  d'une  planète  accompagnée  d'un  satellite.    —   La 

formule  à  laquelle  nous  sommes  arrivés 

permet,  comme  l'a  montré  Newton,  de  calculer  la  masse  d'une 
planète  possédant  un  satellite. 

Soient  m,  /;2|  les  masses  de  la  planète  P  et  de  son  satellite  S 
(Jig^'  '4;);  les  actions  <I>,  <I>|  du  Soleil  et  des  autres  planètes  sur 
la  planète  considérée  et  sur  son  satellite  sont  sensiblement  paral- 
lèles et  proportionnelles  aux  masses,  puisque  la  dislance  /'i  de  la 
planète  à  son  satellite  est  très  faible  vis-à-vis  des  distances  de 
cette  planète  aux  autres  corps  du  système  solaire.  Si  nous  dési- 
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gnons  alors  par  (X,  Y,  Z)  les  projecltons  de  l'attraclîon  de  ces 
autres  corps  sur  l'uaitë  de  masse  de  la  planète,  les  équalîoDs  du 

Fig.   ,\-. 


*^ 


:ntdela  planète  et  de  son  satellite  seront 


/"> 


'^--z^--^ 


n.X-i. 

d'y, 

mi  -' 

„Y-/. 

d^xt  _ 

,.1-lL 

Transportons  les  axes  parallèlement  à   eui-mémes  en   P,   et 
soient^', ,^',,  z\  les  coordonnées  nouvelles  de  ï 


Après  avoir  supprimé  les  facteurs  m  et  m,,  on  déduira  par 
soustraction  des  équations  (P)  et  (S)  les  trois  équations  du  mou- 
vement relatif 

/  rf«y,  /(m  +  m,)  37', 


I  ^ft 


fim^m,)y, 


OÙ  les  actions  4»  et  4),  ont  dispai 
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On  reconnaîl  sur  les  équations  (Si)  que  le  satellite  décrit  une 
ellipse  autour  de  la  planète,  comme  si  celle-ci  était  fixe  et  Tatti- 

rait  avec  la  force  — ^— — -•  Si  Ton  désigne  alors  par  «i,  T|  le 

''1 

demi  grand  axe  de  l'orbite  du  satellite  et  la  durée  de  sa  révolution, 
on  aura 

/(mH-m,)=  -jT^; 
comme,  d'autre  part,  on  a  pour  la  planète  elle-même 

en. divisant  membre  à  membre,  on  obtiendra 


m  m        aj    ^  a' 

I  H 

M 

Si  la  masse  du  satellite  est  très  petite  par  rapport  à  celle  de  la 

/ni 

n 

planrle,  le  rapport sera  sensiblement  égal  à  l'unité  et  l'on 


m 


aura  approximativement 


m  _  af   ^  rt* 


ce  qui  permet  de  calculer  le  rapport  de  la  masse  m  de  la  planète 
à  celle  du  Soleil. 

Nous  avons  supposé,  pour  établir  cette  dernière  formule,  que 
la  masse  /W|  était  très  faible  par  rapport  à  m;  il  n'en  est  pas  ainsi 
lorsque  Ton  veut  appliquer  ce  calcul  au  système  formé  par  la 
Terre  et  la  Lune.  Dans  ce  cas,  on  a  recours  à  un  autre  procédé  : 

La  formule 

(I)  /(M-^'^)=^-> 

subsiste  toujours.  D'autre  part,  si  à  la  surface  de  la  Terre  on 
prend  un  point  matériel  de  masse  i,  on  peut  déterminer,  comme 
nous  le  verrous  plus  loin,  l'attraction  A  de  la  Terre  sur  ce  point; 
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on  sait  que,  en  supposant  la  Terre  spliérîque  et  formée  de  couches 
concentriques  homogènes,  cette  force  est  égale  à  Tattraction  d'un 
point  matériel  de  masse  m  placé  au  centre  de  la  Terre.  En  d'autres 
termes,  rallraclion  A  sera 

(^)  A  =  ^, 

en  désignant  par  p  le  rayon  de  la  Terre.  L'élimination  décentre 
les  équations  (i)  et  (;*)  donne  le  rapport  cherché 

M  _  47:«a3  _ 
m  ~  T*Ap»  "'• 

Nous  renverrons,  pour  la  détermination  des  masses  des  corps 
célestes,  à  une  Notice  de  Tisserand  publiée  dans  Y  Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes  pour  i8()^. 

237.  Détermination  du  temps  dans  le  mouvement  elliptique.  — 
Revenons  maintenant  au  problème  des  deux  corps  et  rappelons- 
nous  que  la  planète  i^  de  masse  ni  se  meut  par  rapport  à  des  axes 
de  directions  fixes  menés  par  le  centre  S  du  Soleil,  comme  si  le 
Soleil  élait  fixe  et  avait  une  masse  égale  à  sa  masse  véritable  M, 
augmentée  de  ///.  l^a  planète  se  meut  donc  autour  du  Soleil  comme 
un  point  de  masse  m  sollicité  par  une  force  centrale 


(  M  -«-  m  >  m  __       \i  m 


L'orbite  est  une  ellipse  de  foyer  S  dont  nous  prenons  le  plan 
pour  plan  des  xy.  En  appelant  p  le  paramètre  de  cette  ellipse, 
a  son  demi  grand  axe,  e  son  excentricité,  on  a,  comme  nous 
l'avons  montré  (227),  les  expressions  suivantes  pour  la  constante 
des  aires  C  et  la  constante  des  forces  vives  h  : 


C*  —  |x  /?  —  ;ji  a  (  I  —  e-  ),         /*  —  —    ■ 


Le  sommet  A  {Jig-  i  i^)  le  plus  rapproché  du  Soleil  est  le 
périhélie  y  le  sommet  A'  V  aphélie.  Désignons  par  lu  l'angle  que 
fait  le  ravon  vecteur  du  périhélie  avec  l'axe  Sx,  et  par  w  l'angle 
ASP  que  fait  le  rayon  vecteur  /•  =  SP  de  la  planète  avec  SA;  cet 
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angle  est  Vanomalie  vraie.  L'angle  polaire  ^SP=:0  est  Hé  à 
Tanomalie  vraie  par  la  formule  évidente  0  =  (p  -+-  lu,  où  lu  est  une 
constante. 

Fig.  i/|8. 


Calculons  maintenant  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  en 
un  point  de  la  trajectoire.  On  a  trouvé 

t^«=   -^  -^  h  =   -^  —   -  y 

r  r         a 

et,  d'autre  part,  l'expression  de  la  vitesse  dans  laquelle  on  a  éli- 
miné rfô  à  l'aide  du  théorème  des  aires  r^rfO  =  Crf/  est 


On  aura  donc 


( 


,      (dry      c« 


dry      ^_  iif  _  ff 
dt  )         r*  ^    r         a  ' 


Résolvons  par  rapport  à  (37)    et  remplaçons  C*  par  sa  valeur 
p.a(i  —  e^);  il  vient 

dt)  "  7*  ^  "7"  ""  à  ' 

qu'on  peut  écrire 

et,  par  suite, 

r  dr 


s/î"" 


/a*  e*  —  (a  —  r  )' 


Appelons  t  l'instant  du  passage  au  périhélie;  alors  r  va  d'abord 

dr 
en  croissant  à  partir  de  l'instant  t,  -r?  est  positif,  et  l'on  doit 

prendre  le  signe  -f-  dans  l'égalité  ci-dessus.  On  conservera  ce  signe 

lorsque  r  croîtra  depuis  sa  valeur  minimum  r=^a  —  c  =  a(i  — e) 

A.,  I.  26 


402  TROISIÈME    PARTIE.   —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

jusqu'à  sa  valeur  maximum  /•  =  a( i  -f-  e).  Posons 

a  —  r  =  ae  cosw, 

ce  qui  est  possible,  puisque  a  —  r  reste  plus  petit  que  ae]  u  variera 
de  o  à  27r  pour  toute  la  durée  d'une  révolution.  On  aura  alors 


v/s 


-  dl  =  a{i  —  e  cosu)du, 


équation  qui    s'intègre  immédiatement  et  donne,  puisque  t  —  t 
s'annule  avec  w, 


-  (  /  —  T )  =  u  —  esinu: 
a  V    a 


V 

t  est  ainsi  exprimé  en  fonction  de  ii^  u  étant  donné  en  fonction 
de  /•  par  la  relation 

(ï)  /•  r=  a(i  —  e  cosu). 

Si  l'on  veut  calculer  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t, 
la  première  de  ces  équations  donnera  u  et  la  deuxième  permettra 
de  calculer  r. 

L'angle  u  que  nous  avons  introduit  est  appelé  anomalie  excen- 
trique. On  écrit,  en  général,  le  premier  membre  de  Téquation 
entre  t  et  u  sous  la  forme  n(t  —  t),  en  posant 

fi  =  — 


V 


a  \     Cl  * 


n{i  —  t)  est  ce  qu'on  appelle  Yanomalie  moyenne*  Comme  on  a 
trouvé  pour  valeur  de  [Ji 


4'::*a- 


il  vient  /i  =  -7=^,  T  étant  la  durée  de  la  révolution,  et  l'équation 

en  u  prend  la  forme 

(a)  n{t  —z)  =  u  —  esinu, 

qui  montre  bien  que  l'on  doit  avoir  /?  =  -=-,  puisque  le  deuxième 
membre  augmente  de  27:  en  même  temps  que  w,  c'est-à-dire  à 
chaque  révolution  j  le  coefflcient  //  =  -—^  s'appelle  le  moyen  mou-- 
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çemenl.    L'équation  que  nous  venons   d'obtenir   porte   le  nom 
d^  équation  de  Kepler. 

Nous  avons  exprimé  r  en  fonction  de  u  :  il  nous  reste  à  exprimer 
l'anomalie  vraie  w  en  fonction  de  u.  Pour  cela  on  part  de  l'équation 
de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires 

a(i-  e«) 
I  -H  e  cosw 

où  le  numérateur  est  le  paramètre/?.  En  égalant  celte  valeur  de  r 
à  la  valeur  trouvée  ci-dessus  a(i  —  ecosw),  on  a  l'équation 

I  —  e  cos  u  =  » 

1  •+-  e  cosw 

d'où  l'on  tire 


I  —  cos  w 


.  ^w       (iH-e)(i  —  cos  M)  x 

=  2  sin*  —  = ^ =  

1  1  —  e  cos  u  r 


u 

,  .,  .       2aCi  — e)cos*- 

.  tv       (i  —  e)(n-cosa)  i 

1  -h  cos  H'  =  2  cos*  —  = '  =  

'2  1  —  e  cos  u       .  /• 

et,  en  extrayant  les  racines  carrées, 

(3)      /rsni—  =/«(!-+- e)sin  —  >         /rcos—  = /a(i  —  «)cos— > 

formules  calculables  par  logarithmes,  donnant  r  et  w  en  fonction 
de  u  :  on  en  déduit  par  division  la  relation 


(4)  lang--^.j— ^tang- 

qui  lie  l'anomalie  vraie  à  l'anomalie  excentrique. 

238.  Méthode  géométrique.  —  Pour  déterminer  la  position 
d'une  planète  sur  son  orbite,  au  temps  /,  on  peut  employer  une 
méthode  géométrique  qui  donne  la  signifîcation  des  variables  pré- 
cédemment employées.  On  sait  qu'une  ellipse  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projection  de  son  cercle  homographique  qu'on  a 
fait  tourner  autour  du  grand  axe  AA'  d'un  angle  dont  le  cosinus 

csl  -•  Soit  alors  M  un  point  de  Tellipse  et  M'  le  point  correspon- 
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danl  du  cercle  homographique.  Od  aura 


l'angle  MFA  ^  iv  a  été  précédemment  appelé  anomalie  vraie; 

Fig.  149. 


l'angle  M'OA  est  Vanomalie  excentrique  u.  En  effet,  le  secteur 
hfFA  à  pour  aire 


M'FA  =  M'OA  — M'OF  = 


c'est-à-dire 
donc 


MFA=  4^(M-esinH); 


l'aire  de  ce  secteur  est  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  dé- 
crire. Si  donc  on  désigne  par  (/  —  t)  ce  temps  et  par  T  la  durée 
de  la  révolution,  on  devra  avoir 


et,  en  remplaçant  MFA  par  sa  valeur, 
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en  posant  n  =  -^>  nous  arrivons  à  Téqualion  de  Kepler 

u  —  e%\nu  =z  n{t  —  t). 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  l'anomalie  moyenne 
n{t  —  t),  imaginons  un  mobile  partant  de  A  en  même  temps  que 
la  planète,  et  décrivant  le  cercle  homographique  d'un  mouvement 
uniforme,  de  façon  à  arriver  au  point  A'  en  même  temps  que  la 
planète.  A  Tinstant  t^  ce  mobile  sera  en  M";  Tangle  Ç  =  M^OA 
sera  Tanomalie  excentrique;  on  a,  en  effet, 

i;=^(/-x)=/i(/-T). 

Quant  à  l'expression  de  r  en  fonction  de  n,  elle  résulte  de  ce 
que  le  rapport  des  distances  d'un  point  d'une  ellipse  au  foyer  F 
et  à  la  directrice  correspondante  DD'  est  égal  à  e.  On  a  donc 

r  =  e  MK  =  c(OD  —  OH)=c  l  -  —  a  cos  i/  )  =  a  (  i  —  e  cos  u  ), 

car  la  distance  OD  de  la  directrice  au  centre  est  -• 

e 

239.  Déyeloppements  analytiques.  —  Pour  calculer  la  position  de  la 
planète  à  l'instant  /,  il  faut  d'abord  calculer  l'anomalie  excentrique  u  à 
l'aide  de  l'équation  de  Kepler 

(i)  tt  =  Ç-Hesina        [Ç  = 'iC' —  "c)]; 

on  a  ensuite  les  autres  coordonnées  qui  ont  toutes  été  exprimées  en  fonction 
de  u.  Quel  que  soit  l'arc  1^,  l'équation  (i)  de  Kepler  admet  une  racine  que 
nous  désignerons  par  u.  En  effet,  ^  est  compris  entre  deux  multiples  en- 
tiers de  ic 

Dans  cp(  tt  )  =  u  —  e  sin  a  —  2^  faisons  u  =  A-ic ;  nous  trouvons 

ff{kTz)  =  A-7r  —  ;  <o, 
tandis  que 

<p[(A:-4-i)7r]  =  (A:-+-i)7t— î>o. 

II  y  a  donc  toujours  une  racine  réelle  entre  (A:-Hi)ic  et  A:ic.  De  plus, 
cette  racine  est  unique,  car  la  dérivée  (p'(a)  =  i  —  ecosu  est  toujours 
positive,  puisque  e  est  compris  entre  o  et  i. 

I**  Approximations  successives.  —  Voici  comment  on  peut  calculer  par 
approximations  successives  cette  racine  réelle  unique. 
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Soit  ^0  un  arc  réel  quelconque  et  posons 

Ui     =  e  sinMo-+-  Ç, 
ttj     =  e  sinai-+-  Ç, 


Ui^i  =  e  sinw/-+-  Ç. 


Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Kœnigs  la  communication  de  la  mé- 
thode suivante  qui  permet  de  démontrer  que  les  quantités  Ui^  Uf,  , , .,  Un 
tendent  effectivement  vers  la  racine  cherchée  u  et  d'évaluer  la  limite  de 
l'erreur  commise  en  prenant  u^  au  lieu  de  u.  Cette  méthode  est  l'appli- 
cation à  l'équation  de  Kepler  des  résultats  généraux  contenus  dans  les  Mé- 
moires de  M.  Kœnigs  sur  les  équations  fonctionnelles  {Annales  de  r École 
Normale,  i884  et  i885). 

En  appelant  u  la  racine  réelle  unique  de  l'équation,  on  a 


Ui^i  —  w  __  ^  sin  M/  -f-  Ç  —  u 
Ui —  u  Ui —  u 

maiS)  puisque 

Ç  —  u  =  —  ^  sin  £^, 
on  peut  écrire  encore 


.    u,—  u 
sin 


M/-f-i  —  u          sin  Ui  —  sin  u                Ui-h  u             •?. 
=  e =  e  cos • 

Ui u  Ui —  u  •>.  Ui — u 


.      Ui—  u 

5in  

Les  modules  de  cos—'       -  et  étant  moindres  que  i,  on  a 

1  Ui —  u  ^ 

Ui+i  —  u  ^ 

mod ;.e. 

Ui —  u 


De  là  on  peut  conclure  par  multiplication 

,  u,i  —  u  . 

mod  — <  e". 

Uq  —  u 

Or,  e  étant  compris  entre  o  et  i,  c"  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indé- 
finiment; en  conséquence,  la  limite  de  Un  est  la  racine  cherchée  u.  La 
suite  des  quantités  Wq,  Wi,  . . .,  a,»  a  donc  u  pour  limite;  mais  on  voit  de 
plus,  d'après  Pinégalité  précédente,  que  ces  quantités  vont  en  se  rappro- 
chant sans  cesse  de  leur  limite  u.  Ce  fait  est  remarquable,  puisque  m©  est 
choisi  arbitrairement.  Si  par  un  procédé  quelconque  on  a  pu  trouver  une 
valeur  approchée  de  «,  on  pourra  prendre  pour  Mq  cette  valeur  approchée  ; 
Ml,  Mj,  ...  s'approcheront  encore  plus  de  u.  Supposons,  comme  on  le  fait 
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souvent,   que   l'on   prenne   pour  Uq  la  valeur  Ç  elle-même;   nous  avons 


trouve 


,  Un —  u 
mod <  e". 


iio—  Il 
Or  de 

//  —  <?  sin  M  =  Ç 
l'on  tire 

mod(Ç  —  u)  <i  e: 
donc 

mod{Ua —  w)  <  e"-^^. 

On  a  ainsi  une  limite  de  l'erreur  commise.  Par  exemple,  pour  la  Terre, 
e  =  g-y  à  peu  près;  il  suffira  de  trois  opérations  (/i  =  3)  pour  obtenir  u 
avec  sept  décimales  exactes. 

2"  Série  de  Lagrange.  —  On  peut  obtenir  des  développements  de  w, 
sin  M,  cosM,  u —  Ç,  r,  ...  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  c,  'par  la  série  de  Lagrange.   Considérons  une  équation  de    la 

forme 

"  -  ï   :-  ej\u), 

qui  détermine  u  en  fonction  des  variables  Ç  et  e,  et  appelons  u  celle  des 
racines  de  cette  équation  qui  tend  vers  Ç  quand  e  tend  vers  zéro.  Lagrange 
se  propose  de  développer  une  fonction  donnée  F(a)  de  celte  racine,  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  e;  il  donne 
pour  cela  la  formule 

F(M)=F(0--/(OF'(î)--  —  ^^-^'^y'^^^J 

1.2...  m  ^/Ç"'-» 

Nous  renverrons  pour  la   démonstration    de   cette    formule    au   Cours 
d'Analyse  professé  par  M.  Hermite  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  et 
à   un  Mémoire   de    M.   Rouché    {Journal   de    VÉcole   Polytechnique, 
XXXIX'  Cahier). 

Dans  l'équation  de  Kepler  on  a 

/(Ç)  =  sinÇ, 

et  l'on  pourra  prendre  successivement,  pour  F(a),  l'anomalie  excentrique 
elle-même  a,  ou  le  rayon  vecteur  a{i  —  e  cosw),  ...  ou  toute  autre  fonc- 
tion de  u  développable  suivant  les  puissances  de  e.  On  a,  par  exemple, 

e*  e^ 

î/  =  Ç  -h  e  sinÇ  H isiuit-^. ir — T(3*sin3r  —  3sinn  -f-. . . , 

2.2  ^  2.>.2*^  '  ' 


e  ,  ^  e^ 

2.2' 


cos  w  =  cosÇ  -+-  -(C0S2Ç  — 1;  -f-  3;— j(3cos3Ç  —  3cosÇ) 
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Laplace  a  trouvé  le  premier  que  ces  développements  sont  convergents 
tant  que  e  reste  inférieur  à  la  limite  0,662743...  et  Cauchy  a  confirmé 
ce  résultat  par  une  méthode  plus  directe. 

3®  Fonctions  de  Bessel,  —  Les  développements  précédents  sont  conver- 
gents pour  les  planètes,  mais  cessent  de  l'être  pour  certaines  comètes  pério- 
diques décrivant  autour  du  Soleil  des  ellipses  allongées.  On  peut  alors 
employer,  pour  cosm,  sina,  .,.,  cosya,  sinyw,  où  j  désigne  un  entier 
positif,  un  mode  de  développement  qui  est  valable  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'excentricité  comprises  entre  o  et  i  et  dans  lequel  figurent  les /o/ic/*o/is 
de  Bessel.  Pour  donner  une  idée  de  ces  développements,  remarquons 
d'abord  que  l'équation  de  Kepler 


u  —  e  sin  a  =  !i 


définit  u  comme  une  fonction  impaire  de  ^,  car  l'équation  ne  cesse  pas 
d'être  vérifiée  si  l'on  change  simultanément  ^  et  u  de  signes;  de  plus,  si 
l'anomalie  moyenne  ^  augmente  de  2*7:,  il  en  est  de  même  de  l'anomalie 
excentrique  a.  D'après  cela,  cosj'u  et  siny  w,  où  j  désigne  un  entier  positif, 
sont  des  fonctions  de  t^  ne  changeant  pas  de  valeur  quand  ^  augmente  de 
21c,  la  première  paire,  la  seconde  impaire.  On  sait  que  toute  fonction  réelle 
finie  et  continue  d'une  variable  ^,  ne  changeant  pas  quand  1^  croit  de  27c, 
est  développable  par  la  formule  de  Fourier  en  une  série  procédant  suivant 
les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  ^  :  dans  le  cas  où  la  fonction  de  Ç 
que  l'on  développe  est  paire,  le  développement  ne  contient  qne  des  cosinus 
avec  un  terme  constant  ;  dans  le  cas  où  cette  fonction  est  impaire,  le 
développement  ne  contient  que  des  sinus  sans  terme  constant. 

On  aura  donc,  pour  cosj'u  et  siny  w,  des  développements  de  la  forme 
suivante,  où  nous  employons  les  notations  de  Tisserand  dans  le  Tome  I 
de  sa  Mécanique  céleste  (Chapitre  XII), 

cosya  =  7/?S/^  -H p^/^  cos Ç  -h  p^J^  cos 2 Ç  -h .    .  -+-  p[^'^  cos  iÇ  -f- . . . , 
s'inju  =  q^J^  sinl^-^q^f  s'in^t^-^. .  .-h  qY^  sineÇ-h...  , 

les  coefficients  étant  donnés  par  les  formules  connues 

ipT-  I     cosya  cos eÇcf;,  -q^/^=  I     sinya  siniÇ  rfÇ, 

dont  la  première,  par  exemple,  s'obtient  immédiatement  en  multipliant  les 
deux  membres  du  premier  développement  par  coseÇcfÇ,  intégrant  de  o  à  it 
et  remarquant  que  tous  les  termes  du  second  membre  ont  des  intégrales 
nulles,  sauf  le  terme  en  p)/K  Nous  allons  exposer  le  calcul  des  coefficients 
p^/^  :  le  calcul  des  y^/>  se  fait  d'une  manière  analogue.  On  a  d'abord,  en 
faisant  i  =  o, 


7t  /*^ 
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OU,  en  remplaçant  2^  par  u  —  e  sinu  et  remarquant  que,  si  u  varie  de  o  à  ic, 
il  en  est  de  même  de  ^, 


■^p^^^  =  /     cos ju(ï  —  e  cosu)  du. 


ire 


Cette  intégrale  est  nulle  quand  j  est  >  i  :  pour  y  =  i,  elle  est --• 

Donc 

Puis  on  a,  en  intégrant  par  parties  (<  >  o), 

-^J/)=/     cosyacosiÇé/Ç  =  -    cosyasiniÇ    -h  4   /     siny a  sin i Ç  û?a. 

La  partie  intégrée  est  nulle;  l'autre  partie  devient,  en  remplaçant  le 
produit  des  deux  sinus  par  une  différence  de  cosinus  et  mettant  pQur  X^  sa 
valeur  u  —  e  sinw, 

pi  =4-   I     cosfa(i  —  f)  —  ies\nu]du—''f-    1     cosïu(i'hj)  —  ies\nu]du. 

C'est  ici  qu'interviennent  les  fonctions  de  Bessel  que  Ton  peut  définir 
comme  il  suit.  Soient  k  un  entier  et  x  un  paramétre;  l'expression 

}j^(x)=~   I     co8(A:o  —  xs\nr^)df 

définit  une  fonction  de  Bessel.  Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  de 
Bessel  correspondant  à  toutes  les  valeurs  positives,  négatives  ou  nulles  de 
l'entier  k.  Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  peut  toujours  supposer  k  positif:  en 
efi'et,  changeant  cp  en  ir  —  cp',  on  a 

df     =     do' y 

et  l'intégrale  ci-dessus  donne 

J^(a?)=  ^    j     cos(— A:©'  — a?sinç')û?^'=  (— i)^J-.^(a:), 

formule  qui  permet  de  passer  d'un  indice  négatif  à  un  indiee  positif.  La 
fonction  J^(â:)  est  une  fonction  transcendante  entière  de  x  contenant  x^ 
en  facteur  :  en  développant  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  x,  on 
trouve 

,„  œ'r  (f)',    œ' 

i,'i...k\_         i.A-t-i        i.5t(/' -h  i)(A: -h  2) 


(M 1 


i.2.3(k  -hi)(,k-i-2)(k-hi 


4lO  TROISIÈME    PARTIE.    •—    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

D'après  ces  notations,  on  a,  pour  le  coefficient/?/,  la  valeur 


on  trouve  de  même 


En  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  cosj'u  et  siny  w,  on  ob- 
tiendra les  développements  cherchés  convergents  pour  toutes  les  valeurs 
de  e  entre  o  et  i.  On  a,  par  exemple, 


1=  • 


cos  u  = 


\  -H^  [J/-,(fe)— J/^.,(ie)] 


cosij^ 


1  =  1 


Si,  dans  ce  développement,  on  cherchait  les  coefficients  de  e,  e-,  ...  on 
retrouverait  ceux  que  donne  la  formule  de  Lagrange  écrite  plus  haut; 
néanmoins,  les  deux  dcvcloppcments  sont  bien  distincts:  celui  de  Lagrange 
procède  suivant  les  puissances  de  e  et  ne  converge  que  si  e  est  plus  petit 
qu'une  certaine  limite;  celui  que  nous  venons  d'obtenir  procède  suivant 
les  cosinus  des  multiples  de  X^  et  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  e 
tMitre  o  et  i. 

Nous  renverrons,  pour  une  élude  plus  détaillée  des  fonctions  de  Bessel, 
au   Traite  de  Mécanique  céleste  de    Tisserand,   auquel  nous  avons  fait 
de  nombreux   emprunts,   et  à  l'Ouvrage  de  Todhunter  :   On  Laplaces, 
Lanié's  and  Bessei's  Functions,  Avant  Bessel,  ces  fonctions  ont  été  ren- 
contrées par  Fourier. 

240.  Éléments  du  mouvement  elliptique.  —  Le  mouvement  eU 
liptique  d'une  planète  est  défini  dans  Tespace  par  six  constantes. 
Menons  par  le  centre  S  du  Soleil  trois  axes  Sx,  Sy^  Sz  de  direc- 

Fig.  i5o. 


il' 


lions  fixes:  il  est  dans  Fusagc  actuel  d'adopter  pour  plan  des  xv 
le  plan  de  l'ëcliplique  au  r*""  janvier  i85o,  pour  parties  positives 


CHAPITRE    XI.   —    MOUVEMENT    DES    PLANÈTES.  4ll 

de  Sx  et  Sy  les  droites  aboutissant  à  Téquinoxe  du  printemps  et 
au  solstice  d'été  à  cette  époque  et  pour  partie  positive  de  S>3  celle 
qui  est  dirigée  vers  le  pôle  boréal  de  Técliptique.  (Ces  axes  sont 
orientés  autrement  que  ceux  que  nous  employons  habituellement.  ) 
Le  plan  de  Torbite  de  la  planète  coupe  le  plan  des  j7K  suivant  une 
ligne  NN'  qu'on  appelle  ligne  des  nœuds.  L'un  des  points  d'in- 
tersection N  de  l'orbite  avec  le  plan  de  l'écliptique  est  le  nœud 
ascendant;  c'est  le  point  que  traverse  la  planète  quand  sa  coor- 
donnée z  de  négative  devient  positive.  L'autre  nœud  N'  est  le  nœud 
descendant.  Pour  définir  le  plan  de  l'orbite,  on  se  donne  l'angle 
0=^j;SN  compté  positivement   deS^  vers  Sy^  angle  que  Ton 
appelle  longitude  du  nœud  ascendant,  et  l'inclinaison  cp  du  plan 
de  l'orbite  sur  le  plan  de  l'écliptique,  cet  angle  o  étant  mesuré 
par  l'angle  que  l'ont  entre  elles  les  perpendiculaires  menées  au 
point  N  à  SN,  l'une  dans  le  plan  de  l'écliptique  dans  le  sens  du 
mouvement  de  la  Terre,  c'est-à-dire  de  Sx  vers  Sy,  l'autre  dans 
le  plan  de  l'orbite  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  planète  (ou 
de  la  comète).  Une  fois  le  plan  de  l'orbite  déterminé,  il  faut  fixer 
la  position  et  la  grandeur  de   l'ellipse.   Soit  A  le  périhélie;  on 
appelle  tïj  la  somme  des  angles  j:SN  et  NS/V,  ce  dernier  angle  étant 
compté  à  partir  de  SN  dans  le  sens  du  mouvement ^  tïj  se  nomme 
la  longitude  du  périhélie.  L'angle  NSA  est  égal  à  m  —  8.  Cet 
angle  fixe  la  position  de  l'ellipse;  on  détermine  sa  grandeur  en  se 
donnant  son  demi  grand  axe  a  et  son  excentricité  e.  Enfin,  pour 
indiquer  la  façon  dont  la  planète  parcourt  son  orbite,  on  donne 

la  durée  de  la  révolution  T  ou  le  moyen  mouvement  /?  =  -^  et 

l'instant  t  du  passage  au  périhélie.  Remarquons  que  a  et  T  ne  sont 
pas  des  quantités  distinctes,  car  elles  sont  liées  par  la  relation, 
établie  plus  haut  (p.  897), 

où  M  désigne  la  masse  du  Soleil  et  m  celle  de  la  planète.  En  ré- 
sumé, pour  définir  le  mouvement  d'une  planète  ou  d'une  comète 
périodique,  il  faut  connaître  six  constantes  6,  cp,  w,  a,  e,  t,  qu'on 
appelle  les  six  éléments  du  mouvement  elliptique.  A  la  place  de  t 
on  introduit  souvent  un  autre  élément  e  donné  par 
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et  que  l'on  appelle  longitude  moyenne  à  V époque  zéro.  Les  coor- 
données rectangulaires  x^  y^  z  de  la  planète  s^expriment  alors,  par 
des  formules  qu'il  est  inutile  d'écrire  ici,  en  fonction  du  temps  et 
des  six  éléments  elliptiques 

(  x=/,(^e,o,  m,  a,  e,  s), 
(A)  j  ^'=/»(',^?,w.a,<r,6), 

(  -  =/J(^e,  j>,TO,  a,  ^,  e). 

241.  Méthode  de  la  rariation  des  constantes.  —  Si  le  système 
solaire  était  formé  du  Soleil  et  d'une  seule  planète,  les  six  éléments 
du  mouvement  elliptique  conserveraient  indéfiniment  les  mêmes 
valeurs;  mais^  comme  nous  l'avons  vu,  le  mouvement  elliptique 
ne  donne  qu'une  première  approximation  du  mouvement  de  la 
planète.  L'action  des  autres  planètes  sur  la  planète  considérée 
aura  pour  effet  de  troubler  ce  mouvement  elliptique  :  pour  repré- 
senter ce  mouvement  troublé,  qui  est  le  mouvement  réel  de  la 
planète  et  qui  diff*ère  peu  du  mouvement  elliptique,  on  conserve 
les  formules  (A)  du  mouvement  elliptique  en  y  regardant  les  six 
éléments  8,  q,  t«j,  a,  e,  e,  non  plus  comme  des  constantes,  mais 
comme  des  fonctions  de  t.  Par  la  suite  des  temps,  sous  l'action 
des  autres  planètes,  ces  éléments  subiront  des  variations  SO,  8tp, 
OT«j,  oa.  Se,  û£  qu'on  appelle />er/wr6a/io/i5  des  éléments,  d'où  ré- 
sulteront des  perturbations  correspondantes  pour  les  coordonnées 
X,  j^,  z.  La  partie  de  la  Mécanique  céleste  qui  a  pour  but  le  calcul 
de  ces  variations  se  nomme  Théorie  des  perturbations. 

242.  MouTement  parabolique  des  comètes.  —  Imaginons  une 
comète  décrivant  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  centre  du 
Soleil,  ce  qui  est  le  cas  du  plus  grand  nombre  des  comètes.  On  a 
alors,  en  appelant  ir  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  SM  =  r  avec 
le  rayon  vecteur  SA  du  périhélie, 


a  ces*  — 


L'intégrale  des  aires  doiine 

r^dw  =r  Cdt 
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m  désignant  la  masse  de  la  comète  et  M  celle  du  Soleil.  Il  résulte, 
en  efifet,  du  problème  des  deux  corps  que  nous  avons  résolu,  que 
la  comète  se  meut  autour  du  Soleil  comme  si  le  Soleil  était  fixe 


et  la  force  attractive  du  Soleil  sur  la  comète  égale  à 

/(M  -^  m) m  [im 


,.j  ^î 


La  constante  des  aires  est  alors  C  =  \/it^p  =  \//{^  -f-  ni)p.  On  a 
donc 


-Jl^i^-3 1  dt  = =  f  I  -i-  tangî  ~  J  û?  tang  - 


2  C08 

2 


d^où,  en  intégrant  et  appelant  t  Tinstant  du  passage  au  périhélie, 

ai//(M  -H  /n)  .  ^  w        I  ,  cv 


Telle  est  Téquation  du  troisième  degré  en  lang  —  qu'il  faut  résoudre 

pour  avoir  la  position  de  la  comète  à  Tépoque  t  :  cette  équation 
n'a  qu'une  racine  réelle  ;  on  Técrit  comme  il  suit,  en  posant/?  =  2q 

et  remarquant  que  ^M  H-  m  peut  être  remplacé  par  ^M,  car  m  est 
tout  à  fait  négligeable  devant  la  masse  du  Soleil  : 

On  a  construit  des  Tables  numériques  donnant  la  racine  de  cette 
équation  pour  une  suite  de  valeurs  attribuées  au  premier  membre, 
la  masse  M  du  Soleil  étant  prise  pour  unité. 


-Il  -i  iJia   .»mt:-:     —  jrx\»    iii   dt   ?»:tt 


•« 


.    —   r.«ir    îrrnair"  . 


te  ~  • 

m.  %  — 


;*•.♦:  fHiKiK 


*'  =  —  Tf/»'  •  ir-M»  r*:i'nni-!!f  \    u   ii^;  iiii"^      u  *  iii-iIli-t  nu-    .«    r-vjemiir-s   st   xius 
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dont  l'intégrale  est 

-  =  A  cos8  -+■  B  sinO  —  rr;  H-  0-7^  cosaO. 
/•  C-        0  C^ 

La  trajectoire  est  une  courbe  algébrique  du  quatrième  degré,  quelles  que  soient 
les  constantes  A,  B,  C,  à  moins  que  b  =  o;  elle  est  alors  une  conique,  car  la  loi 
d'attraction  devient  la  loi  de  Newton. 

L'intégrale  des  aires  donne  ensuite  t  par  une  quadrature. 

4.  Soit 

h  =  3  _  -. 

r'{a  cos'O  ■+■  2b  sinô  cosO  +  c  sin^6)î       r^(a  COS2O  -h  p  sin26  -^  y)2 

(i  —  c 
rt,  b,  c,  désignant  des  constantes  et  a,  p,  y  ayant  les  valeurs  a  =  • — ■ —  ,  p  =  6, 

Y  =  •  (Cette  loi  de  force  centrale  est  l'une  de  celles  trouvées  par  MM.  Dar- 

boux  et  Halphen.) 

Réponse.  —  En  posant  4'(^)  =  *  cosaO  +  p  sina8  +  y,  on  devra  intégrer 
Téquation 

/*  I  U  —S. 

Lorsque  a'-f- p* — y^  ou  b- — ac  est  différent  de  zéro,  cette  équation  admets 
comme  on  le  vérifie  sans  peine,  une  intégrale  particulière  de  la  forme 


/.  :=XvW),         ^  =  -rT 


.-"(a'-h^-  — Y-) 
La  trajectoire  a  donc  pour  équation 

-  =  Acose  +  Bsine  +  Xv/^T^ë) 

avec  les  constantes  arbitraires  A,  B,  C  ou  A,  B,  X.  C'est  une  conique  tangente  aux 
deux  droites  fixes  ayant  pour  équation 

4*(6)=:o        ou        aL{x'^  —  y'^)'h'î'j^xy-^^{x'-{-y^)  =  o, 

Lorsque  a' -i- p*  —  y'-*  =  o,  b^—ac  =  Oy  <K8)est  le  carré  d'une  fonction  0(6)  de 
la  forme  /rcosO  +  /sioO,  4'(^)  =  <3^(8).  L'équation  admet  une  solution  particu- 
lière de  la  forme  -  =  — tât»  et  la  trajectoire  devient 

r       0(6)  "* 

-  =  A  cos6  +  B  sin  e  H rrr-  , 

r  a  (  6  ) 

langente  à  Tongine  à  la  droite  fixe  0(6 )  =  o,  ou  kx  '\-  ly  -  o. 

Ixtr  que,  si  ron  sait  trouver  la  trajectoire  d'un  mobile  sous  l'action 


I 


4iO 
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'1        \      • 

d*uDe  force  centrale  F  =  m^|>f  hL  on  sait  également  la  tronrer  sous  ractioa 
de  la  force 

F,  =  m^( acos6  —  6sin9,  6j  (i  —  ar  cosO  —  ^rsinO)"*, 

a,  b  désignant  des  constantes. 
Béporue.  —  On  suppose  qu'on  sache  intégrer  Inéquation  différentielle 


^'&^7)=-^'*(;'<') 


et  il  faut  montrer  qu'on  sait  intégrer  aussi 


(i  —  arcosO 


, —  . — ^-g-rj  4»(-  —  acose  —  ^sinS,  6) 


Or  la  seconde  équation  se  ramène  à  la  première  par  la  substitution 


a  cos9  +  b  sinO. 


C.  Sachant  que  la  force  F  =  mixr  fait  décrire  à  son  point  d'application  une 
conique  ayant  pour  centre  l'origine,  trouver  la  trajectoire  d'un  mobile  sollicité 
par  la  force 


F. - 


'M '.    '  ^  '•*''*'^  —  ft  sinO  j 


(deuxième  des  loin  d«:  forre  trouvées  par  MM.  Darboux  et  Halphen). 

lui  ponte.  —  Crtto  qui^^tiori  c%t  une  application  du  problème  5.  On  trooTc 
comme  èquutioii  gènt':r;il<:  dr  U  irajcrtoire  du  mobile  sous  Faction  de  la 
force  !•', 


9,  |s,  Y  rtant  iroî»  tj,tn^i$u^f^  Hfh\i3»\tr%.  Ottc  trajectoire  est  une  conique  telle 
t\n*i  \ià  poluiffï  d«'  Vtt9\^'tuf  p4f  Mppoil  ig  cette  conique  est  une  droite  fixe 
ax      hy  —  I      o, 

7.  llotii»ff$'tiphf.  \tnhz  1*  fooM^Mfiniii  d'une  planète  autour  du  Soleil,  oq 
mène  par  lit  i:riii»<'  du  î^'J'd  d<c  ««^tfmfiii*  i'khux  et  parallèles  aux  vitesses  de  la 
planète  diin»  %*•%  lUfîftmU^  \tnzï\\in%%,  Lieu  géométrique  des  extrémités  de  ces 
hcgmeuH;  «  «•  Imu  »>ipp<n<  \  huihutinitUv. 

Uéptmte.  -  i'.*'  li'ij  «*4  MM  «'#«l«'  dont  le  crnlre  est  sur  Tordonnée  du  foyer  et 
qui  contient  le  foyT  ditiu  c«/ii  MM/ikur.  On  peut  le  démontrer  en  s'appuyant  sur 
la  relation  psf  -•  <-,  •ur  «r  qui-  !»•  lieu  de*  projections  d'un  foyer  d'une  ellipse 
sur  les  lungenles  i»t  un  ofi|i  ii  «ur  ii>  ipic  1»  ligure  inverse  d'un  cercle  est  un 
cercle. 
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8.  Pour  obtenir  rhodographc  d'un  mobjle  quelconque  décrivant  une  courbe 
plane,  suivant  la  loi  des  aires,  autour  d'un  point  O,  il  suffit  de  faire  tourner  d'un 
angle  droit  autour  du  point  O  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
(courbe  inverse)  de  la  podairc  du  point  O  par  rapport  à  la  trajectoire. 

Pour  que  l'hodograpbe  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  la  podaire  du 
point  O  par  rapport  à  la  trajectoire  soit  un  cercle;  la  trajectoire  est  alors  une 
conique  de  foyer  O  et  la  force  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

9.  Un  point  décrit,  suivant  la  loi  des  aires,   une  circonférence  passant  par  le 

centre  des  aires  O;  trouver  la  loi  de  la  force  :   i"  en  fonction  de  la  distance  r: 

o(0) 
}.°  sous  la  forme       ,    • 

/•' 

mit  mit 

lieponse.  —  i" -.-,    2» :; — ^-r  • 

f.b  /-^cos^O 

10.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  la  force  centrale  F  = ~-t  {x>  o. 

Jiéponse.  —  Le  théorème  des  forces  vives  donne  v -  =  -'/  4- A.  Différents  cas 

•  /•* 

M, 

sont  à  distinguer,  suivant  que  h  =  v]—  -^  est  positif,  négatif  ou  nul.  Supposons 
h  <  o.  On  trouve  pour  équation  différentielle  de  la  trajectoire 

Cdr  Cdr 


di  --= 


yZ/i r*  —  C V- 4- |x        v^A(r2  — a')  (r'-f-^^^j 


-  f 


en  mettant  en  évidence  les  racines  du  trinôme  en  r^  qui  sont  l'une  positive  et 
l'autre  négative. 

Faisant  r  —  a  costp  et ^ =  gy  on  trouve  la  forme  normale 

g  db  =  ^   »         A  -  = 


v/i-Ar^sin'^  a^4-6^ 

On  a  donc  c?  =  am^(6  —  ôj)»  d'où,  pour  la  trajectoire, 

r  =  acn^(Ô  —  8o). 
Le  temps  est  donné  par 


ct  =  a? y  cn2g'(ô— e,)rfe. 


intégrale  de  seconde  espèce  qui  s^exprime  à  Paide  des  fonctions  6  et  H  de  Jacobi, 

Si  l'on  suppose  b  =  <x>,  A  =  o,  hb^  =  —  -^-^  =  —  C,  Ar*=  o,  comme  il  résulte  des 

relations  entre  les  coefficients  et  les  racines,  on  retrouve  le  cercle  r  =  acos(6 — 6,). 

11.  Fonctions  de  Bessel.  —  Démontrer  que  l'on  a  les  relations  suivantes 

(i)  ^^  =  î[J.-.(-^)-.'..,(x)], 

A.,  I.  27 


( 


4iB 
et 

(3) 


TROISIEME    PARTIE.   —    DYNAMIQUE    DU    POINT 


(PJi(x)         I   rfJJx) 


dx' 


X      dx 


^\~  p)''*^^^'^''' 


Ces  relations  se  vériTient  sans  peine  si  l'on  y  remplace  les  fonctions  J  par  leurs 
expressions  sous  forme  d'intégrales  définies.  Prenons,  par  exemple,  la  première: 
on  est  amené  à  démontrer  la  relation 


s. 


ir 


X  i 

A'Cos(Ar?  — arsinç)^» •  cos[(A'  -\-\)  9  —  x  sinç] 


-f-  cos  [(  Ar  —  I  )  9  —  j?  sin  ç  ]  >  rf»  =0 
ou,  en  remplaçant  la  somme  des  deux  cosinus  par  un  produit  de  cosinus, 

j      cos(Ar»  —  a:  sin9)  (A- rfç  —  j:  cosw  rfç)  =  o. 

ce  qui  est  évident,  puisque  l'intégrale  indéfinie  de  l'expression  placée  sous    le 
signe  /  est  la  fonction  sin(Ar9  —  xsinç),  qui  s'annule  aux  limites. 

12.  Développer  la  fonction  if,{x)  en  série  entière  ordonnée  par  rapport   aux 
puissances  positives  croissantes  de  x. 

Réponse.  —  On  peut  se  servir  de  l'expression  de  J». (a?)  sous  forme  d'intégrale  : 
les  coefficients  du  développement  contiendront  des  intégrales  de  la  forme 

j      cosArç  sin'"9  c?9,  /      sinA*9  sin'"9  ^9, 

aisées  à  calculer  en  exprimant  sin'"9  en  fonction  linéaire  des  cosinus  et  des  sinus 
des  multiples  de  9. 

On   peut  également   employer   l'équation  difTérentielIe  (3)   en   y  substituant 
pour  Jjt(j7)  une  série  de  la  forme 

.  .   /  X  X'  x"  \ 

J.  —  xM  «0  -^  «i h  ûfo     — h ...  -h  a^ {- . . . 

*  \  1  -  I  .  :!  "^  1 . 2 ...  V  / 

et  calculant  les  coefficients  par  voie  récurrente. 

13.  Théorème  d'Euler.  —  Le  temps  G  que  met  une  comète  à  passer  sur  une 
orbite  parabolique  du  point  P  au  point  P'  est  donné  par  la  formule 


6v^/(M-+-m)G=  (rH-r'-+-7)2i^(rH-/-'— (7)ï", 

r  et  /•'  désignant   les   rayons  vecteurs   des   deux    positions    P   et  P',   et    a    la 
corde  P,  P'. 

(Nous   démontrons  ce  théorème  en  Mécanique  analytique.  Voyez  Tisserand, 
Mécanique  céleste,  p.  112.) 

14.  Un  point  attiré  par  un  centre  fixe,  suivant  la  loi  de  Newton,  décrit  une 
orbite  hyperbolique  :  calculer  sa  position  à  chaque  instant. 
On  emploie  la  mémo  méthode  que  pour  l'ellipse  n''237;  il  s'introduit  des  loca- 
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rithmes  et  des  exponentielles  à  la  place  des  lignes  trigonométriques  et  des  fonc- 
tions inverses. 

15.  Méthode  des  approximations  successives  pour  la  résolution  de  l'équation 
de  Kepler.  Soit  u  la  racine  de  l'équation.  Démontrer  les  propositions  suivantes  : 

I**  On  prend  sur  le  cercle  trigonométrique,  à  partir  de  l'origine  A  des  arcs, 
deux  arcs  AM  =  AM',  égaux  et  de  signes  contraires,  égaux  en  valeur  absolue  à 

-  — e.  Si  l'arc  ^  a  son  extrémité  sur  l'arc  MAM',  cosu  est  positif,  sinon  cos</ 

est  négatif. 

-i**  Si  cosa  est  positif,  ce  qu'indique  la  disposition  de  ^y  toutes  les  valeurs  de 
la  suite  u,,  i/,,  . . .,  i/„,  ...  iront,  à  partir  d'un  certain  moment,  en  s'approchant 
de  Uj  toutes  par  excès  ou  toutes  par  défaut. 

3"  Si  cosu  est,  au  contraire,  négatif,  les  valeurs  approchées  de  u  seront,  à 
partir  d'un  certain  momeni,  alternativement  approchées  par  excès  et  par  défaut, 
à  l'instar  des  fractions  continues.  (Kœniqs.) 

16.  Un  centre  attractif  d'abscissr;  Ç  se  meut  sur  0^7  d'un  mouvement  oscilla- 
toire ^  =  a  cosnt.  Ce  point  attire  un  point  matériel  libre  M  proportionnellement 
à  la  distance  :  trouver  le  mouvement  du  point  M. 

(La  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des^^  est  une  ellipse  de  centre  O.) 

17.  La  force  centrale  produisant  le  mouvement  d'un  point  est  proportionnelle 

ç^  r 
ù  —  y  V  désignant  la  vitesse  du  mobile,  r  sa  distance  au  centre  des  forces,  p  le 

rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

(Resal,  Comptes  rendus^  t.  XC,  p.  769.) 

18.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force  centrale  d'intensité  constante. 
Discuter  la  trajectoire  (0  est  donné  en  fonction  de  r  par  une  intégrale  elliptique. 
On  verra  plus  loin,  à  propos  des  équations  intrinsèques  du  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface,  que  l'on  peut  ramener  au  problème  précédent  l'étude  du 
mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical). 

19.  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale 

p=-"'L      /-^      — ;^-J' 

a  est  la  distance  initiale  du  point  au  point  attirant.  La  vitesse  initiale  est  per- 

pendiculaire  au  rayon  vecteur  initial  et  a  pour  valeur  -• 

(La  trajectoire  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  ellipse 
par  rapport  à  son  centre.) 

20.  Trouver  le  mouvement  d'un  point  sollicité  par  la  force  centrale 


r^  cos^  0 
(Trajectoire  conique;  cas  particulier  des  lois  trouvées  par  Halphen  et  Darboux.) 
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'21.  Forces  centrales  avec  résistance  de  milieu.  —  Un  point  de  masse  i  se 

meut  sous  l'action   d'une  force  centrale  F  et  d'une  résistance  R  tangente  à  la 

trajectoire.  Démontrer  que  la  trajectoire  est  plane.  Puis,  prenant  le  plan  de  la 

dv  dx 

trajectoire  pour  plan  des  xy\  et  désignant  par  S  la  quantité  x~  — y~;r'*    P^r 

p  la  distance  de  la  tangente  au  centre  des  forces  O,  et  par  p  le  rayon  de  cour- 

r   S^  S   <^S 

bure,  démontrer  les  formules  F  = ,  — ,   R      —  -^  -  -  • 

'  p^    p  p'   ds 

dx               S  dx 
On  peut  partir  de  l'identité     ,    —  ^ — -j^ —  qu'on  dilTérentie,  en  se  rap- 


En 


(< 

pelant    que    x  dy  —  y  dx  —  p  ds ,    dy  d-x  --  dx  d}y  =  —  ,4;=—  =  — .J 

particulier,  si   T{  =  kv^,  on  a  l'intégrale  S  =  Ae""*'  qui  remplace  l'intégrale  des 
aires,  s  désignant  l'arc  de  courbe  parcouru. 

(SiACCi,  Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII.) 

22.  Si,  dans  l'exercice  précédent,  on  suppose   R  =  kv,  résistance  proportion- 
nelle à  la  vitesse,  on  a  l'intégrale 

S  =  Ce-*'. 

(Elliot.) 

23.  Mouvement  d'un  point  de  masse  i  sollicité  par  une  force  centrale  égale  à 
~~  ^ 4  *    ^^^^^   ^^*   ^^  force  est,   avec  une  approximation  suffisante  pour 

l'Astronomie,  l'expression  approchée  de  l'attraction  d'un  sphéroïde  sur  un  point 
éloigné.  (Gyldén,  Comptes  rendus,  t.  XCI,  p.  957.) 

2i.  Mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnelle- 
ment à  la  distance  et  soumis  à  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la 
vitesse. 

(Trajectoire  plane;  x  cl  y  sont  donnés  en  fonction  de  t  par  des  équations 
dilTérenticlles  linéaires  à  coefficients  constants.  Discussion.) 


25.  Soit  un  point  matériel  gravitant  autour  d'une  masse  M  en  décrivant  une 
orbite  circulaire  de  rayon  a.  Appelons  6  la  durée  de  la  révolution  en  supposant 

M 

M  est  la  masse  d'un  cube  d'eau  ayant  a  pour  côté,  on  a  M  =  a\  6  =^  27:.  Le 
point  matériel  est  alors  l'aiguille  d'une  horloge  absolue;  il  décrit  un  arc  égal  au 
rayon  pendant  chaque  unité  de  temps. 

(LippMANN,  Comptes  rendus,  8  mai  1899.) 


l'unité  de  temps  égale  à  l'heure  naturelle;  {f  —  i)  :  on  aura   6   -  -^'î^i/  ^'  Si 
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CHAPITRE  XII. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  COURBE  FIXE 

OU  MOBILE. 


I.   -     MOUVEMENT    SUR    UNE    COURBE    FIXE. 

214.  Équation  du  mouvement.  —  Soient  C  la  courbe  sur 
laquelle  le  polul  est  assujetti  à  se  mouvoir,  et  MF  la  résultante 
des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  mobile.  Celui-ci  exerce 
sur  la  courbe  une  certaine  pression,  et  la  courbe  agit  sur  le  mobile 
'par  une  réaction  égale  et  opposée  qui  est  normale  à  la  courbe 
iixe,  si  l'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  frottement.  Le  point  peut, 
par  suilc,  être  considéré  comme  libre  dans  l'espace,  à  la  condition 
qu'on  lui  applique  la  force  F  et  la  réaction  normale  MN  {fig.  1 02). 

Fig.   152. 


l^uisque  la  position  du  mobile  sur  la  courbe  dépend  d'un  seul 
paraniùlre,  il  suffit  d'une  seule  équation  ne  contenant  pas  la  réac- 
tion pour  définir  le  inouveuïenl.  Cette  équation  est  donnée  par 
le  théorème  des  forces  vives  sous  la  forme 


nu- 


d      -  —  X  (Ix  H-  Y  dy  -h  Z  dz, 

équation  où  n'entre  pas  le  travail  de  N,  puisque  la  réaction  restant 
normale  au  déplacement  ne  produit  aucun  travail. 
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Pour  acbevcr  le   calcul,  on  exprimera  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  en  fonction  d'un  paramétre  q 

on  aura  alors 

«■>  -  (S)*- (f)'-(è)'= <»■-♦■—■•)(§)•• 

Q  désignant  la  quantité  Xç'  +  Yij^'+ Ztîj'.  Dans  le  cas  le  plus 
général  qui  puisse  se  présenter,  la  force  dépend  à  la  fois  de  la 
position  du  mobile,  de  sa  vitesse  et  du  temps.  Les  composantes 
X,  Y,  Z  et,  par  conséquent,  Q  seront  alors  des  fonctions  de  y, 

-^  et  /,  et  l'équation  (i),  écrite  sous  la  forme 

sera  une  équation  diflTérentielle  du  second  ordre,  donnant  q  en 
fonction  de  t. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  ne  dépend  que  de  la  position 
du  mobile,  Q  est  une  fonction  de  q  seulement  et  l'intégration  de 
l'équation  se  ramène  à  des  quadratures.    L'équation  des  forces   ' 
vives  donne  en  effet 


a 


-  =  ^dq,         ~ ^=j     Qrfy. 

On  tire  de  cette  équation,  après  avoir  remplacé  v'^  par  sa  va- 
leur (i),  [-jTj  en  fonction  de  <7 

Le  problème  est  ainsi  résolu  par  deux  quadratures  successives. 
L'expression  de  -j-  comporte  un  double  signe;  au  début  du  mou- 
vement on  sait  quel  signe  il  faut  prendre,  car  le  sens  de  la 
vitesse  initiale  donne  le  signe  de  la  valeur  initiale  de  -^;   on 
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conservera  ce  signe  lant  que  -^  ne  s'annulera  pas;  si,  au  bout 

d'un  temps  fini,  f{^q)  s'annule,  la  vitesse  s'annule;  le  sens  de  la 
c  omposante  tangentielle  de  la  force  détermine  alors  le  sens  du 

mouvement  et,  par  suite,  le  signe  de  •^» 

Lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  U(a:,jKi  -s),  la  première 
intégration  est  immédiate;  on  a 


mv? 


h  ajant  pour  valeur  — ^-^  —  U(^o>  J'o?  ^o)*   On  achève  le  calcul 

comme  ci-dessus,  en  remplaçant  Xy  y^  z  par  leurs  expressions  en 
fonction  de  q. 

245.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Supposons  que  la  force  X,  Y,  Z 
ne  dépende  que  de  la  position  du  mobile;  la  quantité  Q  est  alors 
une  fonction  de  q  seulement,  et  pour  trouver  les  positions  d'équi- 
libre il  faut  trouver  les  valeurs  q  annulant  Q  (n**  92).  Ce  pro- 
blème conduit  aux  mêmes  calculs  que  la  recherche  des  maxima  et 
rainima  de  la  fonction 


i^(g)^fQdq, 


qui  n'est  définie  qu'à  une  constante  additive  près.  Nous  voulons 
démontrer,  d'après  Lejeune-Dirichlet,  que  si,  pour  une  valeur 
q  =z  a,   cette  fonction  tJ  est  réellement  maximum,  la  position 
d'équilibre  correspondante  est  stable» 

Pour  simplifier,  nous  pouvons  supposer  a  =  o,  car  cela  revient 
à  prendre,  comme  nouveau  paramètre,  q  —  a  au  lieu  de  q.  Nous 
pouvons  aussi  supposer  que  la  fonction  U{q)  s*annu]e  dans  la 
position  d'équilibre  considérée,  y  =  o  ;  car  cela  revient  à  déter- 
miner convenablement  la  constante  arbitraire  qu'on  peut  ajouter 
à  U{q),  c'est-à-dire  à  prendre 

U(q)=   I      qdq. 


w'o 


La  fonction  iJ{q)  est  alors  nulle  et  maximum  pour  q  =  o  :  cela 
veut  dire  que,  e  étant  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à 


t 

J 
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une  certaine  limite  fixe,  la  fonclioii  U(<7)  est  négative  pour  Coûtes 
les  valeurs  de  //,  autres  que  o,  vérifiant  la  seule  condition 


i\ 


-  r  q    t' 


Ce  nombre  e  étant  choisi  arbitrairement  aussi  petit  qu^on  le 
veut,  déplaçons  le  mobile  de  la  position  d^équilibre  pour  ramener 
dans  une  position  initiale  correspondant  à  une  valeur  Çq  du  para- 
mètre comprise  entre  —  c  et  +  £,  et  imprimons-lui  une  vitesse 
initiale  (*o-  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  assigner  des  nombres 
[)osilifs  a  et  [i  tels  que,  sous  les  seules  conditions 

vo<^,  —  ;^<7')</' 

le  mobile,  dans  le  mouvement  qui  se  produit,  ne  sorte  pas  des 
positions  limites  correspondant  aux  valeurs  zii  s  du  paramètre  gr, 
et  même  n'atteigne  pas  ces  limites.  En  cfiel,  U(e)  etU(  —  s)  élanl 
des  (|uantités  négatives  et  non  nulles,  on  peut  déterminer  un 
nombre  positif/;  (jui  soit  plus  petit  à  la  fois  que  — U(e)  et 
—  l  ( — c),  de  sorte  (|ue  la  somme  LJ((7)H-/^  positive  pour  q  =  Oj 
devienne  négative  [)Our  r/  =  t.-  z.  D'après  le  théorème  des  forces 
vives,  on  a,  dans  le  mouvement  qui  se  produit, 


fm> 


nn 


^^ 


--L(7)-H— -^'-rcryo). 


Déterminons  r©  ^^  (j^  par  les  conditions 


'}. 


-- 1  u/oX  -; 


la  première  donne  pour  v^^  une  limite  supérieure  a  égale  à  1/  — ; 

la  deuxième,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  lj(y)  qui 
s'annule  pour  q-  n,  exige  (|ue  q^  soit  en  valeur  absolue  inférieur 
à  un  certain  nonibre  positif  fi.  Alors,  si  ces  conditions  sont  rem- 
pli(rH,  on  a 

:  Im.  7  )  •  /> 


'2 


el  il  est  évident  (pie  q  ne  peut  pas  atteindre  les  limites  zbs,  car, 
si  <i  atteignait  une  de  ces  limites,  la  demi-force  vive  —->  qui  est 


1 
i.i 
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essentiellement  positive,  devrait  être  pl^s  petite  que  le  second 
membre,  qui  devient  négatif  pour  q=r.±t',  ce  qui  est  absurde. 
L'équilibre  est  donc  bien  stable. 

Remarque,  —  Lorsque  la  force  dépend  de  la  vitesse,  Q  dépend 
de  ^  et  •—■;   pour  obtenir  les  positions  d'équilibre,  il  faudra  cher- 

cber  les  valeurs  de  q  qui  annulent  Q,  sous  la  condition  —^  =  o. 

Une  de  ces  positions  étant  trouvée,  pour  reconnaître  si  ellp  est 
stable  ou  instable,  il  faut  étudier  le  mouvement  du  point  en  le 
supposant  infiniment  peu  écarté  de  cette  position  et  animé  d'une 
vitesse  initiale  infiniment  petite.  On  trouvera  dans  la  théorie  du 
mouvement  du  pendule  simple,  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
proportionnelle  à  r,  un  exemple  de  la  marche  à  suivre.  Nous  dé- 
velopperons plus  tard,  d'une  manière  systématique,  l'étude  des 
petits  mouvements  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 

216.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  fixe.  —  Pre- 
nons trois  axes  rectangulaires,  l'axe  des  z  étant  une  verticale 
dirigée  vers  le  haut.  Les  projections  de  la  force  étant  {/ig»  i53) 


X  =  o,        Y  =  o, 


Z=r 


—  ''»^, 


0 


Fig.   i53. 


le  travail   élémentaire  du  poids  est  — mgdz^   et  l'équation  des 
forces  vives  donne  immédiatement 


r.2 


'1 


formule  qu'on  peut  écrire 


ija6  thoisiéui!  partie.  —  dvnaviqub  du  poi.nt. 

en  posant 


ConsidéroDs  le  plan  II  dont  l'équation  est  5  =  a  ;  la  distance  MP 
du  mobile  à  ce  plan  est  a  —  z,  de  sorte  que  la  vitesse  est  donnée 
par 

La  valeur  numérique  de  la  vitesse  est  donc  la  même  que  si  le 
point  était  tombé  verticalement  de  P  en  M  sans  vitesse  initiale. 

Supposons  que  la  courbe  considérée  soit  fermée;  deux  cas 
peuvent  se  présenter,  suivant  que  le  plan  II  coupe  ou  ne  coupe 
pas  cette  courbe.  Quelle  que  soit  la  position  initiale  Mg  du  mo- 
bile, on  peut  toujours  le  laucer  avec  une  vitesse  Co  suffisamment 
grande  pour  que  le  plan  II  soit  aussi  haut  qu'on  le  voudra,  puisque 
l'on  a 


Supposons  donc  fg  assez  grand  pour  que  II  soit  au-dessus  de 
la  courbe,  la  vitesse  ne  s'annulera  jamais,  et  le  mobile  tournera 
indéfiniment  sur  sa  trajectoire.  Le  mouvement  sera  périodique, 
la  vitesse  maxima  se  produisant  au  point  le  plus  bas,  et  la  vitesse 
mînima  au  point  le  plus  haut. 

Admettons  mainlcnant  que  le  plan  U  coupe  la  courbe.  Soient 
A,  A'  deux  interseclions  consécutives;  supposons  le  mobile  lancé 
du  point  le  plus  bas  M,  de  l'arc  AA'  vers  l'extrémité  A.  On  voit 
aisément  que  te  mobile  arrivera  aussi  près  du  point  A  que  l'on 
voudra;  en  effet,  la  vitesse  entre  Mg  et  B  restera  constamment 
supérieure  A  ^'2^". Bit,,  BB(  étant  la  distance  de  B  au  plan  II,  et 
le  mobile  arrivera  nécessairement  en  B  au  bout  d'un  temps  fini. 
Si  la  tangente  en  A  n'est  pas  horizontale,  le  mobile  atteindra  ce 
point;  on  a,  en  eûei, 

.-.-_-■  ('liV- 

d'où 

Hg'ii^-  -— ^-_-_- 

Comptons  les  arcs  à  partir  de  Mg,  et  le  temps  à  partir  de  l'in- 
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slant  initial;  puisque  s  croît  avec  t^  on  devra  prendre  le  signe  -f- 
dans  Téquation  ci-dessus  et  Ton  aura 


ds 


I —  r^      ds  I  dz 

Si  la  tangente  en  A  n'est  pas  borizontale,  -r-  reste  fini  pour  5  =  a, 

et  Télément  de  l'intégrale  devient  infini  de  l'ordre  \]  donc  cette 
intégrale  reste  finie  lorsque  z  tend  vers  a.  Le  temps  T  que  mel 
le  mobile  à  arriver  en  A  est  alors  donné  par 


c/,^,.    ^a--z 


Après  avoir  atteint  le  point  A,  le  mobile  redescendra  vers  Mo,  y 
arrivera  avec  la  vitesse  v^  et  repartira  sur  l'arc  Mq  A',  où  le  mou- 
vement sera  analogue  et  durera  un  temps  T|  si  la  tangente  en  A' 
n'est  pas  horizontale.  Le  mouvement  est  donc  une  oscillation  de 
A  en  A',  chaque  oscillation  simple  ayant  pour  durée  T-f-Ti. 
Nous  pouvons   donner  deux  limites  entre  lesquelles  T  devra 

élre  compris;  ces  deux  limites  seront  d'autant  plus  voisines  que 

l'arc  Mo  A  sera  plus  petit.  Si  l'on  pose 

dz  _ 

ds  ~  ^' 
on  sait  que  l'on  a 

d'*z  _  <^Y  _  y' 
ds^       ds       p 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  ^  le  cosinus  de  l'angle  que  fait 
ce  rayon  de  courbure  avec  l'axe  des  5,  cosinus  qui  est  positif,  car 

l'angle  est  aigu.  Soient  k^  K  les  limites  de  ^  pour  l'arc  considéré; 
on  aura  entre  M©  et  A 

d^z 

on  en  conclut,  en  intégrant,  que 

dz        , , 

-, Ks  ■_  (), 

ds 


I 


U9 


i 

•s 

1 
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car  celle  fonction  qui  s'annule  pour  5  =  0  est  conslamnient  dé- 

croi^-anle.  d'après  Tinégalilé  qui  précède.  La  fonclion  primitive 

K 

z  —   -S'  sera  par  suite  toujours  décroissante;  écrivons qu Vile  csl 

constamment  supérieure  à  sa  valeur  finale^  nous  aurons 

-:        -  5-,.  a /*, 


v///  : 


V 


x 


I 


K  »//' 


OÙ  /est  la  longueur  de  l'arc  Mo  A.   En  remplaçant -—1    . 
deuxième  membre  dans  Texpressioii  de  T,  on  aura 


=z  par  le 


\ 


>V    K 


Kn  parlant  d(î  l'iué^alilé  -v-^  —  A^^o,  on  trouverait  de  la  même 
façon 

Si  l'on  diminue  la  vitesse  inilialr?  de  façon  à  abaisser  le  plan  II 
juscprau   voisina<;e   d<r    M,,,   les  d(;ux.  (juantités   K  et  A*  tendent 

simultanément  vers   la  uu\tuf:  limite,  à  savoir  la  valeur  de  —  au 

P 

|)oinl  le  plus  bas,  \n\t:iir  quf:  nrnis  caractérisons  par  Tindice  o. 
l^ar  conséquent,  lor.-»que  ToHcillation  aura  une  amplitude  infini- 
ment petite,  la  durée  d'une  demi-oscillation  simple  sera  -  i/ -—r 

w         o    «  0 

et  Toscillalion  sinqile  aura  pour  duré(î  7:1/   ^—^  si,  pour  la  por- 

tion  Mo  A'  de  la  trajectoire,  la  rpiantité  -*-  a  même  limite  que  pour 

? 

la  portion  M©  A.  ICn  particulier,  si  la  trajectoire  est  un  cercle  de 
rayon  II  dans  un  plan  vertical,  on  retrouve  l'expression  connue  de 

la  durée  d'une  oscillation  infiniment  petite  ^^i  / -• 

Revenons  maintenant  aux  oscillations  d'amplitude  finie,  et  con- 
sidérons le  cas  où  lu  lang^  *     -*  horizontale.  Rappelons  la 
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formule  qui  donne  le  temps 


Lorsque  z  tend  vers  «,  s  tend  vers  la  longueur  /  de  Tare  MqA, 

——    —  croît  indéfiniment,  -y-  également.  Prenant  s  pour  variable 
sla^z  '  dz    ^  y 

indépendante,  on  aura 


yj'lgt  ---= 


Soit  A  Tordre  de  l'infiniment  petit  a  —  z  par  rapport  as  —  /  dans 
le  voisinage  de  5  =  /,  Télément  de  Tintégrale  sera  infini  d'ordre 

-  par  rapport  à  -,;  si  -  est  ?^  i,  l'intégrale  qui  donne  t  croîtra 

indéfiniment*,  si,  au  contraire,  on  a  -  <;  i ,  l'intégrale  restera  finie. 

Le  premier  cas  se  présente  pour  un  point  ordinaire,  où  l'on  aX=2, 
comme  on  le  voit  en  développant,  par  la  formule  de  Tajlor,  z  con- 
sidéré comme  une  fonction  de  s  dans  le  voisinage  de  5  =  /  et  re- 
marquant que  ~  est  supposé  nul  pour  s  =  l.Le  second  cas  peut  se 

3 
présenter  pour  un  point  de  rebroussement,  où  en  général  ).  =  -  • 

Si  donc  A  est  un  point  ordinaire  à  tangente  horizontale,  le  mobile 
s'approchera  indéfiniment  de  ce  point  sans  jamais  l'atteindre.  Si  A 
est  un  point  de  rebroussement,  le  mobile  peut  y  arriver  sans  vi- 
tesse et  s'arrêter  dans  cette  position  d'équilibre.  On  en  trouvera 
un  exemple  dans  l'exercice  (5). 

247.  Réaction  normale.  Équations  intrinsèques.  —  Si  l'on  ap- 
plique les  équations  intrinsèques  du  mouvement  (n"  200),  on 
trouve  d'une  part  l'équation  du  mouvement,  d'autre  part  deux 
équations  permettant  de  calculer  la  réaction  normale. 

Menons  en  M  la  tangente  MT  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
Soit  MC  =  p  le  rayon  de  courbure  principal  (Jiff-  i54);  menons 
la  binormale  MB.  Les  équations  intrinsèques  du  mouvement 
seront  actuellement 

dv  v^ 

(I)         F,=  m-T-,  (2)  F„-f-N„=m-,         (3)  Fb-h  Nb=  o; 

at  p 
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car  les  seules  forces  agissant  sur  M  sont  F  el  la  réaction  nor- 
male N. 

La  première  de  ces  équations,  qui  n^cst  autre  que  Téquation 
des  forces  vives  sous  une  autre  forme,  donne  le  mouvement  sur 
la  courbe,  car  elle  est  indépendante  de  la  réaction;  les  deux  autres 

Fi  g.   154. 


donneront  ensuite  la  réaction  normale  par  ses  composantes  N,,,  Ng. 
Le  calcul  se  simplifie  lorsqu'il  y  a  une  fonction  de  forces  U.  Dans 
ce  cas,  Téquation  des  forces  vives  est 


//jr* 


'2 


=  U  -^-  A, 


et,  en  portant  cette  valeur  de  v^  dans  l'équation  (2),  on  pourra 
entièrement  déterminer  la  réaction  sans  connaître  le  mouvement. 
L'équation  (i)  écrite  sous  la  forme 

_  dç  ds  dv        I   dmv- 

Yt  =  m— — 7-  =  mv  -r-  = -, — 

ds  dt  ds        -1      ds 

est  bien  identique  à  celle  des  forces  vives.  Elle  montre  que  le 
mouvement  ne  change  pas,  si  Ton  déforme  la  courbe  sans  changer 
sa  longueur  et  si  l'on  modifie  la  force  F  sans  changer  sa  compo- 
santé  tangenlielle  F^.  Cette  opération  modifiera  uniquement  la 
réaction  normale.  En  particulier,  on  peut  de  cette  façon,  sans 
changer  le  mouvement,  transformer  la  courbe  en  une  droite  et 
ramener  le  problème  à  une  question  de  mouvement  rectiligne. 

Application.  —  Gomme  application  de  ce  qui  précède,  nous  démontre- 
rons le  ihéorème  suivant  : 

Supposons  qu'un  mobile  parlant  de  .Mo  décrive  librement  une  trajec- 
loire   r,,   lorsqu'on  le  lance  avec   des  vitesses  successives  rj,,  i'JJ,  ...,  sous 

laclion  de  forces  qui  respectivement  sont  F',  F' pour  chacun  des 

iiiouvcmonl<.    Admettons    maintenant    qu'on    lance    ce    mobile    sur    une 


,1 


fi  k 
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courbe  fixe  qui  réalise  matériellement  C  et  qu'on  le  soumette  au  système 
de  forces  a' F',  a' F',  ...,  agissant  en  même  temps,  a',  a*,  ...  étant  des 
constantes;  dans  ce  dernier  casj  la  réaction  normale  de  la  courbe  est 
dirigée  suivant  la  normale  principale  et  varie  en  raison  inverse  du 
rayon  de  courbure. 

Soient  v' ,  t'",  v"'^  ...  les  vitesses  que  possède  successivement  le  mobile 
au  point  M  dans  la  première  série  d'expériences.  Les  équations  intrin- 
sèques d'un  quelconque  de  ces  mouvements,  du  premier  par  exemple, 
seront 


(>) 


Y-ni^^=mv—,  F'„=m-,  Fb  =  o  j 


Dans  la  dernière  expérience  le  point  n'est  pas  libre,  il  faut  donc  intro- 
duire la  réaction  normale  de  la  courbe  fîxe,  et  les  équations  du  mouvement 
sont  alors 

mv'^  =a'Fi-f-a''F';-f-a'"Fi"-^..., 
as 

m-  T-.  N„  -f-a'F;,-+-a'F;,-^a'"F;' -•-..,, 
o^    Nb  --a'F'BH-at'FS-ha"'FiV.... 

En  tenant  compte  des  équations   (i),  on  a  d'abord  Nb  =  o,  puis 

dv         ,  ,  dv'         _  ,  dv" 

V  -r  ~  OL  V  -, — h  a.  V  —, h  . . . 

ds  as  ds 

et,  en  intégrant, 

vi=  CH-aV'2   i-  TTv'i^  ..., 


la  constante  C  ayant  pour  valeur 

c»î a'p'*—  l'y"-  — 


on  a  enfin 


mp*       „  ,  mv'*         -  mv"* 

—  ]V«-+-a' h  7." 


P 

iV;,  —  --(v^ —  ai'- —  a  i-  -  — . .  .)  —  —  (^. 
P  P 

Cette  égalité,  jointe  à  Nb  =  o,  démontre  le  théorème  que  nous  avions  en 
vue. 

On  pourra  disposer  de  la  vitesse  initiale  de  façon  à  annuler  la  con- 
stante G.  Dans  ce  cas,  la  réaction  sera  constamment  nulle  et  le  point  dé- 
crira librement  la  courbe  donnée.  Ce  dernier  résultat  est  dû  à  O.  Bonnet. 

Par  exemple,  un  point  matériel  peut  décrire  librement  une  ellipse  sous 
l'influence  d'une  des  cinq  forces  suivantes  :  une  attraction  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  la  part  de  chacun  des  foyers,  une  attrac- 
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tion  proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  et  enfin  des  attractions  des 
axes  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  Si  donc  on  force  le  point  à 
décrire  l'ellipse  sous  l'action  de  ces  cinq  forces  simultanées,  en  le  plaçant 
dans  des  conditions  initiales  quelconques,  la  pression  sur  l'ellipse  varie  en 
raison  inverse  du  rayon  de  courbure. 

^48.  Pendule  simple.  —  Un  pendule  simple  est  constitué  par  un  point 
matériel  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  circonférence  située  dans 
un  plan  vertical  (y?^.  i55). 

Fig.  i55. 


Prenons  les  axes  indiqués  sur  la  figure  et  supposons  le  mobile  lancé  du 
point  le  plus  bas  Mo(>s  =  —  /)  avec  une  vitesse  initiale  Vq;  le  théorème  des 
forces  vives  donne 


i,'2=  2g(rt  —  Z) 


avec 


a^^l 


'1  /y 


II 


i"  Supposons  d'abord  que  la  droite  \\{z  =  a)  coupe  le  cercle  en  A,  A', 

c'est-à-dire  que  Ton  ait  a  <  /,  ou  Vo<C  ^y//^.  Comme  nous  l'avons  vu,  le 
mouvement  consistera  en  oscillations  isochrones  cnlre  A  et  A'.  Pour  étu- 
dier le  mouvement,  nous  prendrons  pour  variable  l'anj^le  MoOM  =  6.  On 
a  u  ra 

z  --  —  l  cosO,         (i  --.  —  /  cosa, 


1- 

i- 


en  appelant  a  l'angle  d'écart  maximum  MqOA. 
Avec  cette  variable  0,  l'expression  de  la  vitesse  est 

ds        IdO 


dt 


dt 


et  l'équation  des  forces  vives  devient 


/-(-,    )    —  2^/(cosO  —  cosa), 

\  dt  i 
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qu'on  peut  écrire 
d'où 


1/  sin* sin*-« 

y  •!  a 


Nous  prendrons  le   signe  -^  en  supposant  que   le   mobile   monte.    En 
comptant  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mobile  part  de  Mq,  on  aura 


i 


et  en  posant 

.0  .a 

sm  -  =  /«  sin  - 

2  1 


V    /         Jo     v^(i  — ««*)(!  — A-«w«)  \  •i/ 

On   est  donc  ramené  à  une  intégrale  elliptique,  et  Tcquation  ci-dessus 
peut  s'écrire 

«  =  '»(v'?)' 

c'est-à-dire 


cos 


on  obtient  ainsi  les  coordonnées  /  sin  0  et  /cosO  du  mobile  en  fonction 
uniforme  du  temps. 

Pour  avoir  le  temps  T  que  met  le  mobile  à  aller  de  Mq  en  A,  il  faut 
faire  varier  0  de  o  à  a,  c'est-à-dire  u  de  o  à  i;  donc,  en  posant  comme 
(l'ordinaire 


on  aura  pour  T  la  valeur  K4  /   -  et  la  durée  de  l'oscillation  simple  sera 

aKi/ —  •  Si  l'on  ajoute  cette  quantité  à  ^,  lo  mobile  doit  prendre  la  posi- 
tion M',  symétrique  de  M,  et  sin  0  doit  changer  de  signe^  ce  qui  fournit  une 
A.,   I.  28 


1 
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vérificatioD  de  la  formule  connue 

sn(j:-h  2K)  =  —  snx. 

Il  est  utile  d'avoir  le  développement  de  T  suivant  les  puissances  de  sin  ^9 

c'est-à-dire  celui  de  K  suivant  les  puissances  croissantes  de  k.  Pour  obtenir 
ce  développement,  nous  écrirons,  d'après  la  formule  du  bioome, 


•2.4 


1.3.').    ...   '2/1  —  I 

•2 .  -i .  (*) .  ...  x  n 


k*nu*n 


et,  en  nous  appuyant  sur  la  formule  facile  à  établir 


Xu^^du    __  r  Î.3.5...9-/1  — I 
â/i ut        1      2.4*6. ..2/1 


nous  aurons 


par  conséquent, 

r=-4/-     I-+-     -)    sin' ---     — -      sin^->+-. 


■•] 


Four  les  oscillations  infiniment  petites  (a  =  o),  on  trouve  ainsi  la  formule 


=-V-- 


Four  les  oscillations  de  faible  amplitude,  on  pourra  remplacer  sin  -  par 
-  et  ne  conserver  que  le»  deux  premiers  termes  du  développement 


T  =  - 


V? 


l-i- 


iG 


7?  Il  nous  faut  maintenant  considérer  le  cas  où  la  droite  II  ne  rencontre 
pas  le  cercle,  c'est-à-dire  où  l'on  a  «  >  /.  L'équation  des  forces  vives 
(;î=  2^(«  —  z)  peut  s'écrire 


ou 


/M -j- j   =  ig{a-^  /cosO)  =  igya-^  i  —  ^/sin*-  ) 
l'  (  J  )'=  -ygia  -+-  l)  i^x  -  1^  sinî  ?J, 
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en  posant  A*=  %;  A*  est  plus  petit  que  i   puisque  a  est  plus  grand 

CL  — |—  / 

que    /.    En   résolvant  par  rapport  à  dt  et  posant    X  =  —  v'^ff(^~^  0, 
on  aura 


^._A-.M„.^  ^  / 


sin*- 


A 

Prenons  enfin  u  =  sin  -  comme  nouvelle  variable:  il  viendra 

1 


.  r  du 

u  =  sn(Xf), 


c'est-à-dire  sin  -  =  sn(X/).  On  en  déduit 

2 

0 
2 


cos-  =  /i  — sn«(X/)  =  cn(Xo. 


Le  temps  T  que  met  le  mobile  à  arriver  au  poii^t  le  plus  haut  s'obtient 
en  faisant  varier  6  de  o  à  tc,  c'est-à-dire  u  de  o  à  i;  on  a  donc 

.T.K.^[,.(l)V..(i^)V...,]. 

3°  Il  reste  enfin  à  traiter  le  cas  intermédiaire  où  la  droite  n  serait  tan« 
gente  à  la  circonférence  donnée  :  a  =  i.  On  peut  alors  effectuer  les  inté- 
grations à  Taide  de  fonctions  e^iponentielles,  car  le  module  k*  des  fonctions 
elliptiques  précédentes  devient  égal  à  i.  Revenons,  en  effet,  à  Téquation 
des  forces  vives  i?*=  2^(a  —  z);  nous  l'écrirons 

/»/^y=2^(/-h/cosO)  =  4^/co5»^, 


v/ 


l  6 

cos- 


et,  en  intégrant, 


^f.  =  logtang(?^|) 


La  constante  d'intégration  est  nulle  puisque  t  doit  s'annuler  avec  0. 
Lorsque  t  croit  indéfiniment,  0  tend  en  croissant  vers  la  limite  n;  le  mo- 
bile s'approche  indéfiniment  du  point  le  plus  haut  sans  jamais  Tatteindre. 
Ce  point  est  une  position  d'équilibre  instable. 
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■l 
II 


Calcul  de  la  réaction,  —  La  réaction  en  chaque  point  est  dirigée  sui- 
vant le  rayon  du  cercle;  on  la  compte  positivement  vers  le  centre  et  néga- 
tivement dans  le  sens  contraire.  Soit  alors  N  sa  valeur  algébrique;  la 
seconde  des  équations  intrinsèques  du  mouvement  devient 


/;/i" 


r  /y  ■   -  .1  — J 

I 

car  N  coïncide  avec  sa  projection  sur  la  normale  principale;  on  a  en  outre 
{fis.  i55; 

V  H  —  -^  mg  cos  0  =  —  ~  , 

et  le  rayon  de  courbure  p  est  la  longueur  /  du  pendule;  par  conséquent 
on  a 

'xwi:  .  m  £r  z        n\r 


^  =-.  — ^—  (a^  z\ —  =  -j-  (  ■>.  a 


35). 


La  réaction  décroit  donc  quand  le  point  s'élève  sur  le  cercle,  et  son  maxi- 
mum, essentiellement  positif,  a  lieu  pour  le  point  le  plus  bas.  Cette  réac- 
tion s'annule  et  change  de  signe  aux  points  où  la  circonférence  est  coupée 

...  'y  a 

par  la  droite  z  ^  —- 

D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  suppose  le  mobile  lancé  dans  un  tube 
rirculaire,  le  point  pressera  sur  la  paroi  extérieure  du  tube  quand  la  réac- 
tion N  sera  positive,  et  sur  la  paroi  intérieure  quand  N  sera  négative.  Le 
plus  souvent,   le  point  mobile  est  relié  au  point  fixe  par  un  fil  flexible; 
tant  que  la  réaction  est  positive,  le  fil  reste  tendu  ;  mais  lorsque,  après  s*étre 
annulée,  elle  devient  négative,  le  point  tend  à  se  rapprocher  du  centre,  et 
le  fil  ne  peut  le  maintenir  sur  la  circonférence.  Si  l'on  néglige  la  masse  du 
fil,  le  mobile  quittera  la  circonférence  au  point  où  N  =  o  et  se  déplacera 
librement  sous  l'action  de  son  poids;  il  décrira  donc  une  parabole  qui  se 
raccordera  avec  le  cercle.  Au  point  de  contact  de  ces  deux  courbes,  le 
rayon  de  courbure  sera  le  même;  en  effet,  la  vitesse  du  mobile,  ainsi  que 
les  forces  qui  agissent  sur  lui,  varient  d'une  façon  continue  au  moment  où 

le  mobile  quitte  le  cercle;  l'équation  intrinsèque  qui  donne montre 

P 
alors  que  le  rayon  de  courbure  varie  aussi  d'une  façon  continue,  et  les 

deux  courbes  sont  bien  osculatrices,  au   point  de  contact.  La  parabole, 

ayant  son  axe  vertical,  est  entièrement  déterminée  par  la  condition  d*être 

nsculatrice  au  cercle,  au  point  considéré. 

Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  être  assujetties  les 

données  pour  que  le  mobile   quitte   ou   ne  quitte  pas    la   circonférence. 

(Considérons  les  droites  A  (  c  =  -^  j  et  II(-5  =  a)  {fig.  i55).  Si  a  est  né- 


v,./ 
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«ii^atif,  la  réaction  ne  s'annulera  jamais,  car,  la  droite  A  étant  située  au-dessus 
delà  droite  TT,  le  mobile  qui  oscille  entre  A  et  A' ne  pourra  jamais  l'atteindre, 

ot  la  réaction  restera  toujours  positive.  De  même,  si  -—  est  supérieur  à  /, 

la  droite  A  sera  extérieure  au  cercle,  et  la  réaction  ne  s'annulera  pas;  le 
mobile  décrira  périodiquement  la  circonférence  d'un  mouvement  continu. 
La  réaction  ne  s'annulera  donc  que  si  Ton  a 

o  <  «  <  — , 

•jt 

c'est-à-dire  en  remplaçant  a  par  sa  valeur,  si  l'on  a 

v/2^  <  Vq  <  V'^S^, 

Tq  désignant,  comme  plus  haut,  la  vitesse  au  point  le  plus  bas. 

249.  Mouvement  du  pendule  simple  dans  un  milieu  résistant.  —  Si 
l'on  veut  tenir  compte  de  la  résistance  du  milieu  où  se  fait  le  mouvement, 
il  suffit  d'ajouter  aux  forces  N  et  —  mg^  qui  agissent  sur  le  mobile,  une 
troisième  force  R  dirigée  suivant  la  tangente,  en  sens  inverse  du  mouve- 
ment et  croissant  avec  la  vitesse. 

L'équation  des  forces  vives  ou  la  première  des  équations  intrinsèques 
(lu  mouvement 


donnera  alors 


ml  -7-    =  —  mff  sin  0  —  R, 
a/* 


équation  dans  laquelle  les  projections  sont  faites  sur  là  tangente  dirigée 
dans  le  sens  des  arcs  positifs. 

1°  Nous  traiterons  le  cas  des  oscillations  très  petites  dans  un  milieu  où 
la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse.  Dans  ces  hypothèses,  on  aura 

R  ,  d^ 

ml  dt 

et  l'équation  du  mouvement  deviendra,  en  remplaçant  sinO  par  0, 

_H-a-^-H-^0=o. 

Cette  équation  convient  aussi  bien  au  mouvement  descendant  qu'au  mou- 
vement ascendant,  car  le  signe  de  R  change  avec  le  sens  du  mouvement. 
L'équation  du  mouvement  est  une  équation  linéaire  à  coefOcients  con- 
stants; pour  l'intégrer,  posons 

0  =  €'•', 
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Dous  aurons,  pour  déterminer  /*,  Téquation 


r*-h  9./r-f-  y  =  o, 


/• 


=  -^±\/^'-7 


Si  l'on  suppose  la  résistance  très  faible,  ces  deux  racines  seront  imagi- 
naires, et  nous  pourrons  poser 


r  =  —  A-  ±:  (JL  « 


avec        [X*  =  ^  —  A', 


de  sorte  que  Tintégrale  générale  de  l'équation  du  mouvement  sera 

0  =  e-*'(Acos[x/  -i-Bsin[x/). 
La  vitesse  angulaire  sera  donnée  par 

— .  =e-*'[(Bfi--AA:)cosfi/  — (Afi-*-  BA:)sin{x^]. 

Supposons  le  mobile  abandonné  sans  vitesse  initiale  du  point  Mo  ;  soit  Oq 
Tangle  d'écart  initial.  En  faisant  t  =  o  dans  les  formules  précédentes,  on 
voit  que 

A  =  0o,         B  =  ^. 

Avec  ces  valeurs  des  constantes,  la  valeur  de  la  vitesse  sera 

= }L L__i  e-A'sinu/. 

df  [k  ^ 

Le  mobile  partant  de  Mo  décrit  un  arc  de  cercle  MoMi  et  arrive  jusqu'en 


un  point  Mi  (Jig'  i^6)  où  la  vitesse  s^annule;  la  durée  ti  de  cette  demi- 
oscillation  est  la  première  valeur  de  t  annulant  -7-»  c'est-à-dire  /j  =  _  . 

^  dt  ^L 
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Le  mobile  reviendra  ensuite  sur  ses  pas  jusqu'au  point  M2,  où  il  arrivera 


2TT 


à  l'époque    1^= — f  et  ainsi   de  suite;   les   oscillations  sont   isochrones 
comme  dans  le  vide,  mais  la  durée  des  oscillations  est  un  peu  augmentée, 

car  on  a  {JL  <  4  /  -  et,  par  conséquent,  -  >  ir  i/  —  • 

Pour  étudier  les  variations  de  l'amplitude,  reportons-nous  à  l'expres- 
sion de  0  :      ' 

6  =  e-*'(0ocosfi^  H Ssinp.  n. 

Si  l'on  y  fait  ^  =  - ,  on  trouve 

e,  =  — e   1^    60; 

donc  0|  est  <  Ôq.  Au  temps  /,  =  —  on  aura  6t  =  Oy  e    H-    ,  et  ainsi  de  suite. 

Les    amplitudes    varient    donc    en    progression    géométrique    de    raison 

-kn 

—  e   1^    . 

7°  L'équation  du  mouvement  s'intègre  encore  aisément,  même  pour  des 
oscillations  d'amplitude  finie,  dans  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle 
au  carré  de  la  \'itesse.  Pour  le  mouvement  ascendant,  on  a 

_=__s,ne-A-*(^^j; 

réquation  du  mouvement  descendant  s'obtiendrait  en  changeant  k*  en  — A*. 
Prenons  pour  nouvelle  variable  0'=  -t-;  nous  aurons 

^  =  ^  ^  =  A'  —  =  *  ^^^''^ 
dt  ~~  d^   dt  '^      c?e  ""  '}.      d^ 

et  l'équation  du  mouvement  deviendra  linéaire  en  0'< 

L'équation  privée  du  second  membre  a  pour  intégrale  générale 
9'*  =  Ae-»*"Q.  Nous  chercherons  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
complète  de  la  forme  9'*=  X  cosô -f- jisinS;  on  voit  facilement  que,  pour 
satisfaire  à  l'équation  proposée,  il  suffit  de  faire 

/(4A-*^i)'  ^""       /(4A:'*-f-i)' 
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Cl  rintégrale  générale  sera 


On  aura  /  en  fonction  de  0  par  une  quadrature  qu'on  pourra  effectuer 
en  termes  finis  dans  le  cas  d'amplitudes  très  petites. 


250.  Pendule  cycloïdal.  —  Nous  étudierons  sous  ce  nom  un  point  ma- 
tériel pesant  assujetti  à  se  déplacer  sans  frottement  sur  une  cycloïdc  à 
base  horizontale  située  dans  un  plan  vertical  et  tournant  sa  concavité  vers 
le  haut. 

Prenons  pour  origine  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  et  pour  axe  des  z 
la  verticale  dirigée  vers  le  haut  :  soit  U  le  rayon  du  cercle  générateur. 

Rappelons  tout  d'abord  quelques  propriétés  élémentaires  de  la  cycloïdc. 
Considérons  une  position  du  cercle  générateur  et  le  point  décrivant  M; 
la  normale  à  la  courbe  est  MB  {fis;,  i57),le  centre  de  courbure  est  en  E 


FIr.  iS;. 


symétrique  de  M  par  rapport  à  B,  et  le  lieu  du  centre  de  courbure  E  est 
une  cycloïde  égale  à  la  cycloïdc  donnée,  ayant  ses  sommets  en  AA';  enfin 
lu  tangente  MG  est  moitié  de  l'arc  OM  qui  sera  désigné  par  s. 
Dans  le  triangle  rectangle  BMC,  on  a 


MCî=  BG.CP, 


c'est-à-dire 


A* 


-7   =2R-, 

I 


dz  s 


dz 


La  projection  du   poids  sur  la   tangente  étant  égale  à — m^-j-   sera 

cis 

s 
—  '"^Tr'   I^  équation  des  forces  vives  ou  l'équation   intrinsèque  donne 

<lonc 


-I 


li.iiiJ 
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Nous  retrouvons  la  même  équation  que  dans  le  mouvement  rectiligne 
d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. Nous  aurons  pour  intégrale  générale 

qui  se  réduira   ù 

lorsque  le  mobile  sera  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  une  distance  5o  de 
Torigine.  Dans  ces  conditions,  le  temps  que  met  le  mobile  pour  arriver  au 

f»oint  le  plus  bas  est  T  —  '^\/  —  't  la  durée  de  l'oscillation  est  donc  indé- 
pendante de  la  position  initiale  du  mobile,  c'est-à-dire  de  l'amplitude  :  le 
mouvement  est  dit  tautochrone, 

Huygens  a  réalisé  matériellement  le  pendule  cycloïdal  de  la  façon  sui- 
vante :  au  point  de  rebroussement  O'  de  la  développée  il  attache  un  fil  dont 
la  longueur  \  H  est  égale  à  l'arc  de  développée  O'A.  D'après  les  propriétés 
rappelées  plus  haut,  si  Ton  assujettit  le  fil  à  s'enrouler  successivement  sur 
les  deux  arcs  C'A,  C'A',  l'extrémité  M  de  ce  fil  décrit  la  cycloïde  con- 
sidérée. 

Réaction  normale,  —  L'une  des  équations  intrinsèques  du  mouvement 
donne 

F„  -f-  N  — 

P 
Or 

v^=2g(a  —  z),        p  =  2 MB,        Fn^  —  mg cosoL  =  —  m^  ~Mb~  * 

en  appelant  a  l'angle  de  la  normale  avec  la  verticale  et  remarquant  que 
•'.  R  —  >5  est  la  projection  de  MB  sur  la  verticale.  On  a  donc 


N 


_  mff{a  —  z)        mg(^iK  —  z) 
MB         "^  Ml 


Dans  le  cas  particulier  où  le  mobile  serait  abandonné  sans  vitesse  au 
point  de  rebroussement,  on  aurait  a  =  7.R,  le  premier  rapport  deviendrait 
égal  au  deuxième  et  la  réaction  serait 

mg{iK  —  z) 
^-^ MB =-^F„. 

La  réaction  est  alors  égale  et  opposée  au  double  de  la  composante  nor- 
male du  poids  (EuLER). 


*4^ 
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251 .  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  sitoée  dans 
un  plan  vertical  avec  résistance  de  milieu  et  frottement.  —  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
le  haut  et  que  le  mobile  se  meuve  en  sens  contraire  du  sens  O'S, 
choisi  sur  la  courbe  comme  sens  positif  des  arcs  s  {/iff*   i58). 

Fig.  i58. 


\  o 


1m^ 


Appelons  a  Tangle  que  fait  avec  une  horizontale  la  tangente  MT, 
menée  dans  le  sens  des  arcs  positifs.  Les  forces  agissant  sur  le 
mobile  sont  le  poids  mg,  la  réaction  normale  N,  la  force  de  frot- 
tement/N  (n®  195),  et  la  résistance  de  milieu  R  =  mf(if)y  ces 
deux  dernières  forces  étant  dirigées  en  sens  contraire  de  la  vitesse, 
c'est-à-dire  suivant  la  tangente  MT.  Les  équations  intrinsèques 
donnent 

m  -7--  =—  m^sina  -f-/N  -+-  /?i<p(p), 


dt^ 


nw^ 


"  N  —  nigcosoL. 


d^s 


Éliminant  N  entre  ces  deux  équations  et  remplaçant  ^-j-  par 


di 


I  dv^ 
•2   ds 


-T.-  ou 7->  on  a  Téquation 


(I) 


acp(c;). 


Le  long  de  la  courbe,  a  et  p  sont  des  fonctions  connues  de  s . 
On  a  donc  là  une  équation  diflTércntielle  du  premier  ordre  donnant 
r  en  fonction  de  s.  Une  fois  celle  fonction  trouvée,  on  a  t  en  s 
par  une  quadrature.  Si  la  résistance  est  nulle  ou  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse  (f(v)  =  An^^,  l'équation  est  linéaire  en  p*  el 
Ton  peut  achever  les  calculs. 

Le  point  de  la  courbe  pour  lequel  sina  — /cosa  est  nul  est  la 
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position  d'équilibre  limite  du  mobile,  en  tenant  compte  du  frot^ 
tement,  si  l'on  appelle  aussi  /  le  coefficient  du  frottement  au 
départ  (n«  190). 

2o2.  Courbes  tautochrones.  —  Nous  avons  trouvé  plus  hau  t 
que  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  cycloïde  est  taiito  - 
chrone.  D'une  manière  générale,  considérons  un  mobile  assujet  ti 
à  se  mouvoir  sur  une  courbe  matérielle  donnée  sous  l'action  de 
forces  également  données.  On  dit  que  la  courbe  est  tautochrone 
s'il  existe  sur  la  courbe  un  point  O'  tel  que  le  mobile,  étant  aban- 
donné à  lui-même  sans  vitesse,  revienne  toujours  en  O'  dans  le 
même  temps,  quelle  que  soit  la  position  initiale.  Le  point  O'  s'ap- 
pelle point  de  tautochronisme , 

Il  faut  tout  d'abord  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  mobile 
est  sollicité  par  des  forces  dépendant  seulement  de  sa  position  ou 
par  des  forces  dépendant  aussi  de  la  vitesse. 

Premier  cas.  —  Les  forces  dépendent  uniquement  de  la 
position,  —  Le  problème  se  pose  alors  comme  il  suit  : 

Soit  F(X,  Y,  Z)  une  loi  de  force  donnée,  X,  Y,  Z  étant  fonc- 
tions de  X,  r,  z  seuls.  Sur  quelle  courbe  faut-il  assujettir  le  mobile 
à  glisser  sans  frottement  pour  que  le  mouvement  soit  tautochrone? 

Supposons  une  de  ces  courbes  tautochrones  trouvées  et  comp- 
tons l'arc  5  à  partir  du  point  de  tautochronisme  O'.  L'équation  du 
mouvement  est 

d^s       _,        ^dx       ^dy       rj  dz 
dt^  ds  ds  ds 

• 

Le  long  de  la  courbe,  x^y^  z  sont  des  fonctions  de  5  ;  X,  Y,  Z 
sont  donc  aussi  des  fonctions  déterminées  de  s  et,  dans  celte 
équation,  le  deuxième  membre  F^  est  une  fonction  de  s.  Cette 
équation  est  alors  identique  à  l'équation  d'un  mouvement  recti- 
ligne  qui  s'effectue  sur  un  axe  O' s  sous  l'action  d'une  force  F^» 
fonction  de  la  seule  position  du  mobile;  et  l'on  veut  que  ce  mou- 
vement soit  tautochrone.  Or  nous  ayons  vu,  d'après  la  méthode 
de  Puiseux,  n®  214,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  du 
tautochronisme   est  que   la   force   F^   soit    de   la  forme    — k^s^ 
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A-  étant  une  constante  positive.  Donc,  pour  que  ia  courbe  sup- 
posée soit  tautochrone,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(  1  )  \  -y-  -^  Y  -•  -  -T-  Z  -.-  —  —  k^s. 

as  as  as 

Toutes  les  courbes  vérifiant  cette  condition  unique  seront  taulo- 
chrones.  Le  point  de  tautochronisnie  s  =  o  est  évidemment  une 
position  d'équilibre  stable  du  mobile  glissant  sur  la  courbe. 

Pour  achever  de  déterminer  le  problème,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  une  deuxième  condition  ;  voici,  par  exemple,  deux 
manières  différentes  de  choisir  celte  condition  supplémentaire  : 

1°  On  peut  assujettir  la  courbe  à  se  trouver  sur  une  surface 
donnée 

(2)  /(J?,  r»-)  ^*'- 

Cette  équation  et  Téquation  (i),  jointes  à  l'équation  évidente 

(ë)'-(S)''(ê'- 

déterminent  or,  y,  z  en  fonction  de  s.  L'intégration  de  ces  équa- 
tions introduit  deux  constantes  arbitraires,  outre  A'^,  qui  a  déjà 
été  choisi  arbitrairement.  Si  la  force  dérive  d'une  fonction  de 
forces,  l'équation  (i)  s'intègre  immédiatement,  car  on  a  alors 

X  dx  -h  Y  €//  -H  Z  dz  =  rfU(:r,  ^,  c)  =  —  k^sds, 

2 

:>."  Au  lieu  d'assujettir  la  courbe  à  se  trouver  sur  une  surface 
donnée,  on  peut  l'assujettir  à  être  également  tautochrone,  avec  le 
même  point  de  tautochronisme,  pour  une  deuxième  loi  de  force 
Xf,  Y{,  Z{  ne  dépendant  que  de  la  position  du  mobile.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait,  avec  l'équation  (i),  la  nouvelle 
équation 

Les  deux  équations  (i)  et  (i'),  jointes  à  (3),  déterminent  x^y^  z 
en  fonction  de  s.  La  courbe  obtenue  est  tautochrone  pour  la  force 
).X    H  [Jt.X,,  . .  .,  X  et  [X  étant  des  constantes  positives. 
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Lorsque  la  deuxième  loi  de  force  dérive,  comme  la  première, 
d'une  fonction  de  forces  U<,  on  a  aussi 

la  courbe  cherchée  se  trouve  alors  sur  la  surface 

Deuxième  cas.  —  Les  forces  dépendent  de  la  vitesse.  —  Sup- 
posons que  la  force  (X,  Y,  Z)  dépende  ou  non  de  la  vitesse  et 
qu'il  y  ait,  de  plus,  une  résistance  de  milieu,  fonction  de  la  vitesse 

R  =  '^((^),  où  i>  égale  -rj*  L'équation  du  mouvement  sur  la  courbe 

cherchée  est 

r/^s  dx  dy  dz  (  ds\ 

"'dT^^^-d~s--^'d;--^di-^'^\dt)  '- 

x^y^  z  étant  des  fonctions  de  5,  le  second  membre,  dont  la  pre- 
mière partie  dépend  de  x^  y^  Zj  -r-y  -~>  ~y  peut  être  exprimé 

en  fonction  de  5  et  ^»  L'équation  est  alors  identique  à  celle  du 

mouvement  rectilîgne  d'un  mobile  sur  un  axe  O'^  sous  l'action 
d'une  force  dépendant  de  la  position  et  de  la  vitesse.  On  ne  con- 
naît pas  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  tau- 
tochronisme;  on  sait  seulement  qu'il  y  a  tautochronisme  quand 
la  force  suit  certaines  lois  déterminées,  par  exemple  celle  de 
Lagrange  (n°  214).  On  obtiendra  donc  des  courbes  tautochrones 
en  égalant,  si  cela  est  possible,  l'expression 


X  —  ~  Y  --^  --  Z  — 
^    ds    '       ds 


dz  /ds\ 

ds  '^'^[dt) 


à  l'une  de  ces  lois  de  force,  par  exemple  à  celle  de  Lagrange. 

Nous  ne  traiterons  pas  ici  ce  cas  en  détail,  ni  le  cas  où  il  y  aurait 
un  frottement  venant  s'ajouter  à  une  résistance  de  milieu;  nous 
renverrons  le  lecteur  à  une  Note  de  M.  Darboux  {Mécanique  de 
DespeyrouSf  t.  I,  Note  XIII),  à  un  Mémoire  de  M.  Haton  de  la 
Goupillière  (Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  2*^  série),  et  à  une 
Note   de   M.   Hadamard  {Procès-verbaux   des  séances   de   la 
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Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
7  février  1896). 

253.  Applications.  —  i*  Pesanteur  sans  résistance  de  milieu  ni  frot- 
tement, —  On  peut  tout  d'abord  ramener  la  recherche  des  courbes  tauto- 
chrones  gauches,  sous  l'action  de  la  pesanteur,  à  celle  des  courbes  planes. 
En  effet,  imaginons  une  tautochrone  gauche  G  et  considérons  le  cylindre 
projetant  cette  courbe  horizontalement;  si  Ton  développe  ce  cylindre  sur 
un  plan  vertical,  en  maintenant  ses  génératrices  verticales,  la  courbe  G 
devient  une  courbe  plane  G'  de  même  longueur,  et  la  composante  tangen- 
tielle  F^  du  poids  du  mobile  n'est  pas  modifiée.  Par  conséquent,  le  mou- 
vement n'est  pas  changé  et  la  nouvelle  courbe  est  tautochrone.  L'opéra- 
tion inverse  permet  de  repasser  de  la  courbe  plane  G'  à  la  courbe  gauche  G. 

Nous  allons  établir  que  la  seule  courbe  tautochrone  pour  la  pesanteur, 
située  dans  un  plan  vertical,  est  la  cycloïde. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  tautochronisme  sur  la  courbe  tauto- 
chrone, l'axe  des  5  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  La  force  donnée 
étant  la  pesanteur,  on  a  actuellement  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  —  mg^  et  la  com- 

rtz 
posante  tangcntielle  F^  de  la  force  est  —  mg-^'  Gcttc  composante  doit 

être  de  la  forme  —  k'^s.  On  a  donc,  en  désignant  par  /i*  une  constante 

positive, 

dz  ,.  //Vç' 

-7-    — -i-//«5  z—-^ i 

as  2 

r 

sans  ajouter  de  constante,  car  z  s'annule  avec  s.  Gette  équation  est 
caractéristique  d'une  cycloïde  ayant  sa  base  horizontale  et  son  sommet  à 
l'origine. 

'>.**  Deux  lois  de  forces,  —  Nous  avons  vu  qu'une  courbe  tautochrone 
est  «lélcrminéc  à  des  constantes  prés  quand  on  exige  que  le  tautochro- 
nisme ait  lieu  séparément  pour  deux  lois  différentes  de  forces,  le  point  de 
tautochronisme  étant  le  même  pour  les  deux  lois. 

Cherchons,  par  exemple,  une  courbe  qui  soit  à  la  fois  tautochrone  : 
i"  pour  la  pesanteur,  '?!"  pour  une  attraction  d'intensité  constante  f  issue 
d'un  axe  vertical  0-.  Prenons  cet  axe  pour  axe  0-s  en  le  supposant  dirigé 
vers  le  haut  :  nous  pourrons  toujours  choisir  l'origine  et  l'axe  Ox  dételle 
façon  que  le  point  do  tautochronisme  soit  sur  l'axe  Ox,  à  une  distance  a 
de  l'origine. 

Gomme  actuellement  la  première  loi  de  forces  dérive  de  la  fonction  de 
forces  —  gz  et  la  deuxième  de  la  fonction  de  forces  — fr^  en  appelant  r 
la  distance  du  mobile  à  l'axe  O^,  r>n  a  les  deux  conditions  de  tautochro- 
nisme 

—  gz=— ,  —Jr=^ fa\ 

car,  pour  a  ==  o,  x;  doit  être  nul  et  /'  égal  à  a. 
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Ces  équations  s'écrivent  plus  simplement 

(  1  )  -5  =  — r  »  /•  —  rt  =  -^ , 

6  et  c  désignant  des  constantes  positives. 

L'élimination  de  5'  montre  que  la  courbe  doit  être  située  sur  la  surface 

('?.)  r  =  a  -\ — Zj 

c 

qui  est  un  cône  de  révolution  autour  de  0^.  Pour  achever  de  la  déter- 
miner, prenons  un  système  de  coordonnées  semi-polaires  r,  0  et  z. 
L'élément  ds^  est  donné  par 

(3)  ds^=dr^-h  r«  rfO«-h  dz*. 

Exprimons  5  et  ;;  en  fonction  de  r  à  Taide  des  formules  précédentes; 
l'équation  (2)  et  la  deuxième  des  équations  (i)  donnent 

en  substituant  dans  (3)  et  réduisant,  on  a  pour  l'équation  de  la  projection 
horizontale 


'-V'-UWy^^T- 


OÙ  a  désigne  une  constante  positive  plus  grande  que  a.  Comme  la  courbe 
part  du  point  de  tautochronisme  r  =  a,  0  =  o,  on  a  pris  comme  limite 
inférieure  r  =  a. 

La  courbe  en  projection  horizontale  est  comprise  entre  les  deux 
cercles  r  =  a  et  r  =  a;  elle  est  tangente  au  premier  et  normale  au  second, 
sur  lequel  elle  présente  des  rebroussements.  L'intégration  se  ramène  à 
r  intégrale  d'une  fonction  rationnelle  par  la  substitution  évidente 


-■ =  u^. 

r  —  a 


254.  Courbe  brachistochrone  pour  la  pesanteur.  —  CherchoDs 
d'abord  la  courbe  brachistochrone  pour  la  pesanteur,  —  Étant 
donnés  deux  points  A  e/  B  dont  le  plus  élevé  est  le  point  A, 
cherchons  par  quelle  courbe  C  il  faut  joindre  ces  deux  points 
pour  qu^un point  matériel  pesant,  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse  initiale  en  A  et  glissant  le  long  de  la  courbe,  arrive 
en  B  dans  le  moindre  temps  possible. 


•I 


44^  TROISIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

Celte  courbe  est  la  courbe  brachistochrone  {^fig*  iSg)  pour  la 
pesanteur,  ou  courbe  de  plus  rapide  descente. 

Prenons  pour  origine  le  point  A,  pour  axe  des  z  la  verticale  S.z 
vers  le  bas,  pour  plan  des  xc;  le  plan  vertical  contenant  les  deux 

Fig.  ijg. 


*  .•  - 


points  A  et  B.  Si  un  point  pesant  de  masse  m  glisse  sans  frotte- 
ment sur  la  courbe  C,  la  vitesse  initiale  en  A  étant  nulle,  la  vitesse 
r  dans  la  position  m  sera  donnée  par  le  principe  des  forces  vives 
sous  la  forme 


C'A  —  o  "'  ": 


d$ 


En  remplaçant  v  par  -^  >  ds  désignant  un  élément  d'arc,  on  a 


di 


dtJ 


^^' 


si 


en  appelant  t  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  au  point  B. 

Pour  rendre  ce  temps  minimum^  il  faut  déterminer  la  courbe  C 
de  façon  à  rendre  minimum  l'intégrale  définie  ci-dessus,  qui  est 
de  la  forme 


o{x^y.  z)  ds. 


ou  Ci 


/-- 


Nous  avons  trouvé  précédemment  (Chap.  Vil,  §  III)  que  la 
courbe  rendant  minimum  une  intégrale  de  celte  forme  est  la 
figure  d'équilibre  d'un  fil  sous  l'action  d'une  force  dérivant  de  la 
fonction  de  forces  —  ^(•^j J^>  ^)j  '^i  tension  étant  'f  (^,y,  z).  Les 
trois  équations  différentielles  que  nous  avons  données  pour  cette 
courbe  se  réduisent  à  deux,  comme  nous  l'avons  vu. 


(•  /' 
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Dans  le  problème  que  nous  éludions,  o(a:,y,  z)  =  -^y  la  force 

qui  agirait  sur  le  fil  serait  verticale,  puisque  Ton  a  /-  =  o,  -^  z=  o: 

la  figure  d'équilibre  est  dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deux 
points  donnés.  Si  Ton  prend  alors  ce  plan  pour  plan  des  xz,  il 
suffira  d'une  équation  pour  définir  la  courbe.  Nous  prendrons  la 

première  des  équations  générales  dy^-^\  —  -^cls  =  o^  qui  se 

réduit  à 


par  suite 


,/   I     dx\  I     d.r 

d  ('----)  ^n,  -—  —  =  G, 

\^z  as  j  yj z  cis 

dx^'z=.  Cizds^=  C*z{dx^-^dz^), 


Les  variables  se  séparent  et  l'on  a,  en  posant  p-  =  2R, 


G* 


dx 


-W^ 


équation  différentiel  le  d'une  cycloïde  dont  la  base  est  l'axe  Ox, 
On  retrouverait  facilement  les  équations  de  la  courbe  sous  la  forme 
habituelle  en  faisant 

x;  =  R(i  —  cosO  ), 

e/x  =  2Rsin*  -  6?0,        x=jro-+-R{^  —  sinO). 

La  cycloïde  devant  passer  par  le  point  A,  Xo=  o,  et  le  point  A 
est  le  point  de  rebroussement  de  la  courbe  {Jig-  iSg).  Pour  ache- 
ver de  déterminer  la  cycloïde  C  passant  par  les  deux  points  A 
et  B,  on  construit  une  quelconque  C  des  cycloïdes  ayant  A  pour 
rebroussement  et  pour  base  Kxy  on  joint  AB  qui  coupe  C  en  B', 
puis  on  transforme  la  cycloïde  QI  par  homothétie  en  prenant 
pour  centre  d'homothétie  le  point  A  et  pour  rapport  d'homothétie 
le  rapport  de  AB'  à  AB. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons,    pour   simplifier,    supposé 

nulle  la   vitesse  initiale  avec   laquelle  le  mobile  part  de  A.   Si 

l'on  voulait  trouver  la  courbe  de  plus  rapide  descente  de  A  en  B 

en   supposant  que  le   mobile  est  lancé  en  A  le  long  de  cett« 

A.,  1.  29 
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courbe  avec  une  vitesse  donnée  Co?  îl  suffirait  de  remplacer  Tin- 
tégrale 

par 


f: 


La  courbe  serait  encore  une  cycloïdc  ayant  sa  base  horizonlale, 

mais  celte  base  serait  située  à  la  hauteur  z-=. ^• 

Ossian  Bonnet  a  démontré  directement  que  la  cycloïde  donne 
cfTectivement  le  temps  de  descente  minimum. 

253.  Brachistochrones  en  général.  —  Supposons  un  mobile  sollicité  par 
une  force  F  dérivant  d'une  fonction  de  forces  U(3?,^,  5).  Cherchons  la 
courbe  C  par  laquelle  il  faut  joindre  deux  points  A  et  B  pour  que  le  mo- 
bile, étant  assujetti  à  glisser  sans  frottenient  le  long  de  cette  courbe  et 
lancé  de  A  avec  une  vitesse  donnée  l'o,  arrive  en  B  dans  le  moindre  temps 
possible  {Jig.  i^o)-  Cette  courbe  C  est  brachistochrone  pour  la  loi  de 
force  donnée.  Le  thcorcme  des  forces  vives  donne,  en  appelant  a:©,  j^©.  «o 
les  coordonnées  de  A, 


.2  • 


•2  •.>. 

l  ou,  en  posant 

.S  ,        mvl  ds 


-xh 


Telle  est  l'inlrgrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum;  elle  rentre  dam  le 
type  général  étudié  dans  le  Chapitre  Vil,  §  111,  en  faisant 


?(^,.K, -)  = 


D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  VI  sur  les  courbes  ren- 
dant  minimum  l'intégrale    /     ^i^x^y\z)ds^  la  courbe  cherchéa  sam  lft?«d| 
figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  soumis  à  l'action  de  la  force  F| 
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pour  projections 

â  ï  d  i  0  i 

la  tension  du  fil  étant 


v/2(U-+- A) 

Les  équations  que  l'on  obtient  ainsi  ont  été  données  par  Roger  {Journal 
de  Liouville,  1848). 

On  sait  que  Ton  peut  ramener  le  problème  à  des  quadratures  lorsque 
cette  force  fictive  F|  et,  par  conséquent,  la  force  F  résultent  de  l'at- 
traction d'un  point,  d'une  droite  ou  d'un  plan  fixe  en  fonction  de  la  dis- 
tance. 

TnéoRèME  d'Euler.  —  Dans  le  mouvement  brachistochrone,  la  réac- 
tion normale  est  dirigée  suivant  la  normale  principale  y  égale  et 
opposée  au  double  de  la  composante  normale  de  la  force. 

En  effet,  regardons  la  courbe  comme  la  figure  d'équilibre  d'un  fil.  Les 
composantes  de  la  force  fictive  Ft  agissant  sur  le  fil  qui  est  supposé  rem- 
placer la  courbe  sont 

x.=[2(u-*-A)r^g, 

Y,=  [2(U  +  A)]    »^. 


la  tension  du  fil  étant 


Z,  =  [.2(U-+-/r)]    «î^, 


T  = 


/•2(U-+-A) 


D'autre  part,  la  force  F  qui  agit  réellement  sur  le  mobile  a  pour  pro 
jections 


d\}       d\}       0\) 

y 


„  > 


ôx        Oy         Oz 
les  équations  intrinsèques  de  l'équilibre  du  fil  donnent 

(F,)b  =  o,        (F,)«  =  -I. 

Les  projections  de  Fi  sur  les  trois  axes  étant  égales  aux  projections 

de  F  mnllipliées  par  [a(U-i-A)]  *,  il  en  est  de  même  des  projections 
sur  U  binormale  et  la  normale.  On  a  donc 

M^  \.fA  -r. ' flliili"frillliA-<flÉr..''n.ti*- ■  N  ■  T  I 


**  p/a(U-hA) 
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ù 

d'après  l'équation  des  forces  vives, 

F„  =  —  //-  -';-  ■ 

rcnoDS   maintenant   les   équations   intrinsèques 

du  mouvemeni; 

nou 

F„+N„-n.         F„  -y.--,,, 

''', 

en  tenant  compte  des  iquations  (i)  cl  i-i). 

Ni,  =  o,            \,^— aF„. 

Ces  deux  inégalités  démontrent  la  proposition  énoncée,  que  nous  avuii> 
vérifiée  pour  la  cycloïdo  (n"  2.10).  On  peut  consulter  au  sujet  de  ce  ihéu- 
rème  une  Noie  de  M.  Andoycr  (Comptes  rendus,  t.  C). 

M.  Ilaton  de  la  Goupillîèrc  a  complété  l'étude  des  brachistochrone» 
en  traitant  \v  cas  d'un  système  île  forces  dépendant  de  la  vitesse  avoi- 
fi'Ottemcnt,  et  en  résolvant  le  problème  inverse  de?  brachistochroncs 
{  Mémoires  de  l'Académie,  t.  \XVII  cl  XXVIII). 

2">6-  Application  dea  théorëmea  de  Tait  et  Thomson  aux  brachlsto- 
chrones.  —  Nous  avons  indiqué  dans  le  Chapitre  V!l  plusieurs  propriétés 
intéressantes  îles  courbes  renilant  minimum  une  intégrale  de  la  forme 


^x:"' 


i,  appliquées  en  particulier  aux  courbes  braehistoehrones 
une  forme  simple.  On  obtient  les  rourbes  brachintO' 
:s  à  une  loi  de  forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces 
liercbant  les  courbes  rendant  minimum  l'intégrale 


vuteur  déterminée.  Cette  valeur  étant  choisie,  dans 
i  que  l'on  considère  leî  coordonnées  de  la  posjt 
de  la  vitesse  initiale  sont  liées  par  la  relation 


inittaU^^H 
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1.'int<-gr3le  (i)  deviendra  donc  identique  à  (s)  si  l'on  prend 

ut  la  valeur  de  l'intégrale  I  prise  le  long  d'une  courbe  est  précisément 
('gale  au  temps  t  que  met  un  mobile  de  masse  i  à  parcourir  cette  courbe 
sous  l'action  de  la  force  considérée  dans  les  conditions  initiales  que  nous 
venons  d'indiquer. 

Les  courbes  brachistochrones  sont  alors  les  courbes  appelées  précédcm- 
menl  (n°  146)  les  courbes  G,  qui  dépendent  de  quatre  constantes  arbi- 
traires. Par  exempte,  si  l'on  fait  V  =  —  ffs,  A  =  o,  les  brachistochrones 
sont  des  cycloïdes  situées  dans  des  plans  icrticau^i  au-dessous  du  plan 
des  xy  et  ayant  leurs  rebrousscmunis  dans  le  plan  des  xy. 

Revenant  au  cas  général,  nous  verrons  que  la  formule  fondamentale  de 
Tait  et  Thomson  s'énonce  ainsi  : 

Soient  AGB  ec  A,  G,  B,  deux  courbes  brachistochrones  infiniment  voi- 
sines parcourues  par  un  mobile  de  masse  I,  ta  première  pendant  le 
temps  t,  la  deuxième  pendant  le  temps  t  +  3f,  on  a  (n"  H7) 


v'îdJ^  +  A)  /afUB+fi) 

V\  et  Ub  désignant  les   valeurs  de  U  aux  extrémités  A  et  B. 

Voici  quelle  forme  prennent  alors  les  propositions  énoncées  dans  te 
II"  117  comme  application  de  la  formule  de  Tait  et  Thomson  : 

i"  Etant  données  deui  surface»  fixes  S  el  ï,  la  courbe  qu'il  faut  tracer 
de  l'une  des  surfaces  à  l'autre  pour  que  le  mobile  assujetti  à  glisser  sur 
cette  courbe,  dans  les  conditions  initiales  indiquées,  mette  le  temps 
minimum  à  la  parcourir,  est  une  hrachistochrone  normale  à  la  fois  aux 
deux  surfaces.  Le  théorème  subsiste  si  l'une  ou  l'autre  des  surfaces,  ou 
toutes  les  deux,  sont  remplacées  par  des  courbes  ou  des  points. 

Par  exemple,  étant  donnés  un  point  A  et  un  plan  P,  la  courbe  qu'il  faut 
tracer  de  A  jusqu'au  plan  pour  qu'un  mobile  pesant,  abandonné  sur  cette 
courbe  sans  vitesse  au  point  A,  mette  le  moindre  temps  possible  à  arriver 
au  plan,  est  une  cycloïde  située  dans  un  plan  vertical,  ayant  une  base 
horizontale,  admettant  un  rebroussement  en  A  et  coupant  normalement 
le  plan  P. 

a°  Si  l'on  considère  tes  brachistochrones  normales  à  une  surface  S  et  si 
OD  lance  lur  toutes  ces  brachistochrones,  au  même  instant  initial  1  =  0, 
a*  mobik»  identiques  nu  tniiLlIc  dunuo  'Uins  les  r<iudilious  initiales  ïndi- 
Décs.  A  un  insluiit  quelL'uiiijue  t,  lou;  ces  mobiles  se  irouvorunt  sur  une 
irfacc  S'  également  noriiiLili:  uu\  brachistochrones.  (Ce  théurénie  a  déjà 
Ali  indiqué  par  Euler.) 

Par  eMaplst  aï  l'on  coiuitlâre  toutes  tes  cycloldcs  issues  d'un  point  A 


^1 

1 

I 

I; 


11 

'il 

tri 

il 

ij 


i 

i 


\\i 


iij 
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et  admettant  ce  point  pour  rebroussement,  avec  une  tangente  verticale  A^, 
et  si  Ton  abandonne  à  Tinstant  /  =  o,  sans  vitesse,  des  points  pesants  sur 
toutes  ces  cycloïdes,  à  un  instant  quelconque  /  ces  mobiles  seront  sur  une 
surface  S'  normale  à  toutes  les  cycloïdcs.  Dans  cet  exemple,  la  surface  S 
est  réduite  à  un  point  A  :  la  surface  S'  est  évidemment  de  révolution  au- 
tour de  Xz. 

■ 

Nous  proposerons  comme  exercice  la  vérification  de  cette  propositioD 
sur  la  cycloïde. 

3**  Enfin  la  formule  de  Tait  et  Thomson  permettrait  d'énoncer  également 
pour  les  brachistochrones  des  théorèmes  analogues  aux  propriétés  des 
développées,  en  remplaçant  dans  les  énoncés  classiques  les  longueurs  des 
arcs  de  courbes  par  les  temps  que  le  mobile  mettrait  à  les  parcourir  s'il 
était  assujetti  à  glisser  sur  ces  arcs  sans  frottement.  Nous  n'insisterons  pas 
sur  ce  point  que  nous  proposons  comme  exercice. 

257.  Brachistochrones  sur  une  surface  donnée.  —  Il  s'agit 
alors  de  trouver  sur  une  surface  donnée  /{x,  Xi  ^)  ^^^  ^1  parmi 
toutes  les  courbes  joignant  deux  points  A  el  B,  celles  qui  rendent 

f  —  minimum.  Ce  problème  est  identique 


(A 


v/2(U-4-A) 


à  celui  qui  a  été  traité  au  n**  149,  sauf  le  changement  de  ç(a:,  y^  z) 
en  -- —  Il   se  ramène  à  la  recherche  de  l'équilibre  d'un  fil 


/2(U-h/0 


sur  la  surface  donnée. 


II.  -  MOUVEIŒNT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  COUIUBB 

VARIABLE. 


258.  Équations  du  mouvement.  —  Nous  supposerons  un  mo- 
bile assujetti  à  glisser  sans  frollcmcnl  sur  une  courbe  C  dont  la 
forme  et  la  position  varient  avec  le  temps;  rapportées  à  des  axes 
fixes,  les  équations  de  celte  courbe  seront 

/(^,  r»  -'  o  =  «,      fxi^^yj  -,  0  =  0.  ■ 


La  réaction  normale  N  de  la  courbe  aura  pour  projections 


(N) 


et  Ton  pourra  considérer  le  mobile  comme  libre,  mais  soumis  à 
Taclion  des  forces  données  de  rcsultante  F  el  de  la  réaction  N  : 
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les  équations  du  mouvement  seront  alors 

dn  âz  ^  dz 


m 


Ces  trois  équations,  jointes  aux  équations  de  la  courbe^  déter- 
mineront x^  r,  Zj  c'est-à-dire  le  mouvement  du  point,  et  X,  X,, 
c'est-à-dire  la  réaction  en  fonction  du  temps.  Il  est  bon  de  remar- 
quer que  la  réaction  ne  disparaît  pas  dans  Téquation  des  forces 
vives.  On  peut  s'en  assurer  analjtiquement  en  multipliant  les 
équations  (i)  par  dx^  dy,  dz  et  ajoutant;  dans  cette  combinaison 
les  coefficients  de  X  et  de  X4  ne  sont  pas  nuls.  En  effet,  quand  / 
croît  de  dt,  x^  y,  z  croissent   de   dxj  dy,  dz  et,  la  fonction 
/{x,y^  z^  t)  restant  nulle,  on  a 

<>f  ■,  c[/,  0/^  df, 

-^  dx-\-  -^ dy  -\-  -T-  dz  -^  -^  dt  =  o\ 

àx  ôy   ^        Oz  dt 

le  coefficient  de  \  se  réduit  donc  à  —  ~a}^^\  ^^  même  celui  de  X« 

Ot 

Ce  même  fait  résulte  géométriquement  de  ce  que,  le  déplacement 
réel  du  mobile  ne  se  faisant  pas  tangentiellement  à  la  courbe  maté- 
rielle, le  travail  de  la  réaction  n'est  pas  nul.  Pour  éliminer  la 
réaction,  on  opérera  comme  il  suit. 

259.    Équation  de  Lagrange.  —  Soit  q  le  paramètre  qui  définit 
la  position  d'un  point  sur  la  courbe  C;  à  l'instant  t  les  coordon- 
nées d'un  point  de  celte  courbe  et,  en  particulier,  celles  du  mobile 
seront 

le  mouvement  du  mobile  sera  connu  lorsque  l'on  aura  défini  la 
variation  de  q  en  fonction  de  /. 
Multiplions  les   équations  du   mouvement  (i)  respectivement 

par  ^,  ^,  -r^,  et  ajoutons-les;  les  coefficients  de  X  et  de  X|  s'an- 


■    « 

1    ; 
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niilent;   car  ils  représentent,  à  un  facteur  près,  les   cosinus  des 
r  angles  que   fait  la  tangente  à  la  courbe  C  avec  les  normales  à 

chacune  des  surfaces/=  o,/i  =  o;  il  reste  alors 


fd^T  ùx       d^y  dy       d^z  dz\ 


en  posant 


oq  Oq  Oq 


C'est  là  Téquation  du  mouvement  définissant  en  fonction  de  l 
la  valeur  du  paramètre  q  qui  sert  à  fixer  la  position  du  point  sur 
la  courbe.  Pour  écrire  cette  équation  d'une  manière  commode, 
nous  emploierons  une  transformation  importante  qui  est  due  à 
Lagrange  et  que  nous  retrouverons  dans  le  problème  le  plus  gé- 
néral de  la  Dynamique  des  systèmes  holonomes. 

Appelons  </'  la  dérivée  du  paramètre  q  par  rapport  au  temps,  et 
•^S  y\  ^'  'es  projections  de  la  vitesse  du  mobile  sur  les  axes. 
D'après  la  formule  x  =  'f  (7,  t)^  l'abscisse  x  du  mobile  dépend  du 
temps  directement  el  par  l'intermédiaire  de  7,  qui  est  une  fonc- 
tion de  /;  on  a  donc 

Oq  ^  Ot 

Considérant  x'  comme  une  fonction  des  trois  lettres  q,  q'^  i^  on 
a  manifestement 

àx  __  f)r  dx   __  ù^x    ,        ô^x 

Oq'        Oq^  Oq  Oq"^  ^        OqOt 

Celte  dernière  formule  montre  que 


Oq    ~  df  \ôq)  ' 


Ox 

car,  -r    dépendant  de  t  directement  et  par  l'intermédiaire  de   q 


Oq 

on  a 


TU  \0q)  ~   lûp'^  ~^  Oq  ot 
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On  élablira  poiir^  et  y  des  formules  analogues 

dq'        Oq'  Oq    '     dt\dq)  ' 

d^'  "  ôq'  âq~di\'dq)' 

Cela  posé,  Téquation  (2)  peut  évidemment  s'écrire 

dt  L       \      Oq        -^    Oq  dq  J  J 

d^  X  dx' 

car --^  est  égal  à  -^.  ••••   En  remplaçant  dans  cette  dernière 

,  *        dx     dy      àz  ,  ,  .     ,  dx      Oy'     dz' 

équation  3-,  -f^»  -r-  par  leurs    valeurs   ci-dessus  -r-,,    /-,»  -r— ,> 

^  dq      Oq      Oq    ^  dq'      dq       dq 

,     d  fdx\      d  /Oy\      d  /dz\  ,  ,  dx'    df    dz' 

''  di[:j^)'dt[^)'di[d^)  P^^  leurs  valeurs  ^^^>^>  on  a 
Inéquation 

dr    /  ,dx'       ,dy      ,dz'\-]        i  ,dx'       ,dy      ,dz\     ^ 

ou  enfin,  en  désignant  par  T  la  demi-force  vive  du  mobile 

T«=  im(ar'«-4-r'»-+-y«), 
2 

C'est  là  Téquation  du  mouvement  d'après  Lagrange.  La  quan- 
tité T,  après  qu'on  y  a  remplacé  ^',  ^,  z!  par  leurs  valeurs  ana- 
logues à  (3),  devient  une  fonction  de  y,  q'  et  ^,  du  second  degré 
par  rapport  à  q' ,  Une  fois  cette  fonction  T  ainsi  calculée,  on  écrit 
immédiatement  l'équation  (4). 

Nous  avons  écrit  plus  haut  la  valeur  de  Q.  On  peut  déterminer 
cette  quantité  Q  à  l'aide  de  la  remarque  suivante.  Imaginons 
qu'on  imprime  au  point  mobile  le  déplacement  virtuel  que  l'on 
obtiendrait  en  laissant  la  courbe  C  immobile  dans  la  position 
qu^elle  occupe  à  l'instant  t  et  déplaçant  le  point  sur  cette  courbe; 
ou,  analytiquement,  imaginons  qu'on  imprime  au  point  le  dépla- 


.! 
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cernent  obtenu  en  laissant  /  constant  et  faisant  croître  q  de  S^; 
on  a  alors 


ox  =  —  07 , 


>  àz  ^ 

<jZ  =    -r-  07 

oq     •' 


Pour  ce  déplacement  virtuel,  le  travail  de  la  force  donnée  X, 
Y,  Z  est 

La  quantité  Q  est  donc  le  coefficient  de  S^  dans  l'expression  de 
ce  travail  virtuel. 

S*ll  existe  une  fonction  de  forces  U{x^j',  z),  ou  même  si,  plus 
généralement,  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à 
x^y,  z  d^une  fonction  U(x,^,  ^,  t)  contenant  le  temps,  on  a  aussi 

àq 

celte  dernière  dérivée  étant  calculée  après  qu'on  a  remplacé,  dans 
U(j:,  j',  Zj  /),  les  coordonnées  par  leurs  expressions  en  fonc- 
tions de  t  et  q.  En  elTel,  on  a  évidemment,  U  dépendant  de  gr,  par 
l'intermédiaire  de;r,^,  z, 

OU        OV  Ot        f)V  dy       ô\}   ôz       ^,  dx       ^dy       r,  àz        ^ 

-—  =  ---—  -^  - — r-^-r-^=^T--*-Y-r-+"^:r=Q- 

Oq         dx   oq        Oy   oq         Oz   Oq  Oq  Oq  Oq         ^ 

260.  Problème. —  Un  point  matériel  glisse  sans  frottement  sur  une 
circonférence  située  dans  un  plan  horizontal  xOy  et  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  ta  autour  d! un  de  ses  points  0  qui  est  fixe. 
Etudier  le  mouvement  du  point  en  supposant  quHl  n'est  sollicité  par 
aucune  force  directement  appliquée. 

Soit  A  le  point  de  la  circonférence  diamétralement  opposé  au  point  Oxe  : 
l'angle  xOX  varie  proportionnellement  au  temps.  En  comptant  le  temps  / 
à  partir  de  l'instant  où  cet  angle  est  nul,  on  a  donc  {fig*  160). 

xO\  =  ti}t. 


Soit  C  le  centre  de  la  circonférence,  M  le  mobile;  nous  déterminerons  la 
position  du  mobile  sur  la  circonférence  par  l'angle  ACiM  =  0,  qui  va  jouer 
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le  rôle  du  paramètre  q.  En  projetant  le  contour  OGM  sur  les  axes,  on  n 
^  =  o  et 

a:  =  R  coscu/  -h  R  cos(6  -4-  w/), 

y  ~  R  sina)<  -f-  R  sin(6  -+-  u)/). 
Fig.  160. 


Donc,  en  appelant  x\y\  6'  les  dérivées  de  ar,  ^,  6  par  rapport  à  /, 

37'=  —  Ro)  sinw/ —  R(ô'-H  (u)  sin(6  -4-  (*)/), 
y^      R  eu  cosù)/ -h  R(  6' -+-<!))  008(6  4- (*)/), 

771  R« 


T  = 


i 


[(D«H-  ( e'-h  ii>)*-+-  2a)(6'-+-  w)  cosO]. 


de' 


— -,  =  mR*(6'-i- 0) -f- a)cos6), 


-S-  =  —  /nR><i)(e'-i-  ii>)sine. 
dv 


Comme  il  n  y  a  pas  de  forces  données,  on  a 

Q  =  0. 

L'équation  du  mouvement  (4)  devient  donc,  toutes  réductions  faites, 


-.--  = —  0)*  sin6. 


En  comparant  cette  équation  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simple 


on  voit  que  le  mouvement  relatif  du  point  M,  pour  un  observateur  qui 
serait  entraîné  avec  le  cercle,  sera  le  mouvement  d'un  pendule  simple  dans 
lequel  le  point  A  jouerait  le  rôle  du  point  le  plus  bas.  La  durée  d'une 

double  oscillation  ii.finimcnt  petite  étant  airl/-  sera  ici  — "-;    elle  est 

donc  prc'cisément  égale  à  la  durée  d'une  révolution  du  cercle.  La  durée 
des  oscillations  fînies  sera  plus  grande. 

Pour  calculer  la  réaction  normale  N,  partons  des  équations  du  mouve- 
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m 


eir- 


=  —  Ncos(0  -h  o)t), 


m 


=  —  Nsin^O  -f-<o/). 


puisque  le  mobile  est  soumis  à  la  seule  force  N.  On  en  tire 

[d^x  d^Y  1 

-^  cos(0-î- w/)-i-    j^  sin(6-hco/)  I , 


qu  on  peut  écrire 


N=—  77» 


dt 


\dr 
Idt 


COS(0  -r-  liit) 


-^/n(e'4-io) 


[- 


dx   . 


dt 


in(0 


-j-  sin(6  -♦-  0)/)  I 

dv 
w/)-^ — f-cos(6 

'       dt        ^ 


U.O] 


dx       dy 
En  remplaçant  dans  cette  formule  -^  et  --:    par  leurs  valeurs,  on  a 

N  rrr  m  R  [  w»  cos  0 -f- (  6' -h  co  )«  ]. 

Cette  expression  dépend  de  0'  :  la  réaction  normale  n*est  donc  pas  la 
même  lorsque  le  mobile  repasse  au  même  point  du  cercle  en  marchant 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  car  le  signe  de  0'  n'est  pas  le  même  dans  les 
deux  cas. 

Si  le  mobile  était  repoussé  par  O  proportionnellement  à  la  distance 
OM  —  r,  la  force  répulsive  étant  /mr,  cette  force  dériverait  de  la  fonc- 


tion de  forces  U  = 


'2 


i  qui  exprimée  en  fonction  de  6  devient 


0 
U  =  ifin  R*  cos*  -  ; 


alors  on  aurait 


Q  =  ^J-=-/mR«sinO, 


et  l'équation  du  mouvement  garderait  la  forme  de  l'équation  du    mouve- 
ment  d'un  pendule  simple  dans  laquelle  -j-  serait  égal  à  (w*-i-y  ). 


261.  Cas  où  la  courbe  est  flxe.  —  II  va  de  soi  que  cette  mé- 
thode, érant  générale,  s'appliquera  au  mouvement  d'un  point  sar 
une  courbe  fixe.  Il  arrive  alors  qu'on  peut  choisir  le  paramètre  a 
de  telle  façon  que  les  expressions  de  x^  y,  z  en  fonclîon  dé  <irj|^ 
contiennent  pas  explicitement  t 


x--='^(y}, 


I'  _  ,1 


V(7^ 


^Kq)\ 
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d'où 

T  esl  alors  homogène  el  du  second  degré  en  (f  :  Téqualion  de 
Lagrange 

\ôq'}         ôq         ^ 


d  làT 
dt 


doit  élre  identique  à  celle  que  donne  Téquation  des  forces  vives, 
puisque,  la  courbe  étant  fixe,  on  obtient  Téquation  unique  du 
mouvement  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives.  Il  esl 
facile  de  le  vérifier.  En  effet,  en  multipliant  Péquation  de  La- 
grange par  q\  on  a 

on 

HT 

or,  à  cause  de  l'homogénéité  de  T,  le  produit  (/ -r—,  est  égal  à  2T 

et,  de  plus,  on  a,  T  dépendant  de  t  par  Tintermédiaire  de  q  et  q' 

seulement, 

fj^  _àT_    ,      dT  dq' 
dt   "  dq^  ~^  dq'    dt  ' 

L'équation  s'écrit  donc 

dt  dt        ^^ 

OU 

dT  -.  Q  dq, 

ce  qui  est  bien  l'équation  des  forces  vives. 


EXERCICES. 

1.  Un  poîttt  iMtériel  ftirajelti  ft  se  moavoir  sur  uo  cercle  est  aitiré  ou  repoussé 
par  va  polal.  dt  fO'Olvtft*  TnwTar  qadle  doit  être  la  loi  de  la  force  pour  que  la 

4  et  B,  assujettis  à  glisser  sans  frot- 
\  s'attirent  suivant  une  loi  quel- 


/iQ'i 
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conque  exprimée  par  une  fonction /(r)  de  leur  distance  mutuelle.  Ils  partent 
sans  vitesse  initiale.  Démontrer  qu'ils  atteignent  en  même  temps  l'origine  O. 

(Licence,  Bordeaux.) 

3.  Déterminer  une  courbe  telle  qu'un  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  cette  courbe,  y  puisse  prendre  une  vitesse  dont  la  compo* 
santé  verticale  ait  une  valeur  constante  donnée.  (Licence,  Paris.) 

4.  Un  point  matériel  m,  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil  sans  masse  enroulé  sur 
une  courbe  plane  C,  est  repoussé  par  le  centre  de  courbure  de  C  correspondant  au 
point  où  se  détache  le  fil,  avec  une  intensité  fonction  de  la  distance  du  mobile 
au  centre  de  courbure. 

I*  Former  les  équations  générales  qui  donnent  la  loi  du  mouvement  et  la  ten- 
sion du  fil; 

•i*  Dans  l'hypothèse  d'une  répulsion  proportionnelle  à  la  simple  distance,  et 
le  point  m  étant  placé  à  l'origine  sur  la  courbe  C  sans  vitesse  initiale,  remar- 
quer la  forme  remarquable  de  la  loi  du  mouvement  et  de  l'expression  de  la 
tension; 

3*  Enfin,  en  supposant  la  répulsion  inversement  proportionnelle  au  carré  de 
la  distance,  déterminer  une  courbe  pour  laquelle  les  lois  précédentes  (a*)  sub- 
sistent. (Licence,  Poitiers.). 

5.  On  considère  dans  un  plan  vertical  la  courbe  enveloppée  par  une  droite  de 
longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  axes,  l'un  horizon- 
tal Oxy  l'autre  vertical  O  z.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  mobile 
sans  frottement  sur  cette  courbe.  En  particulier,  calculer  le  temps  que  mettrai  t 
le  mobile  à  atteindre  le  point  de  rebroussement  situé  sur  Ox,'  s'il  était  lancé 
(lu  point  le  plus  bas  avec  une  vitesse  telle  que  la  constante  des  forces  vires  soit 
nulle  (  V-  =  "ig^)' 

6.  Déterminer  une  courbe  plane  dans  un  plan  vertical,  de  telle  sorte  que,  si  uo 
point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  courbe,  la  réaction  de  la  courbe 
iniisse  cire  dans  un  rapport  constant  k  avec  la  cumposante  normale  du  poids 

(/.=  i,  droite;        Â- :=  2,  cj'cloïde,        ...). 

7.  Un  mobile  pesant  est  abandonné  sans  vitesse  sur  la  partie  extérieure  d'une 
parabole  située  dans  un  plan  vertical  et  a^-ant  son  axe  horizontal.  Déterminer  le 
point  où  le  mobile  quitte  la  parabole  (point  d'échappement  ). 

En  appelant  h  la  hauteur  de  la  position  initiale  au-dessus  de  l'axe,  Tordo  n- 
née  y  du  point  cherché  est  la  racine  positive  de  l'équation 

y^-{-  "^p^y—  2p'k—o        [p  paramètre). 

8.  Si  deux  pendules  partent  à  des  instants  différents,  sur  le  même  cercle  G 
(l'une  même  position  initiale  avec  la  même  vitesse,  la  droite  qui  les  joint  enve-^ 
loppe  un  cercle  C  Supposons  le  mouvement  révolutif,  appelons  T  la  durée  de  la 
révolution  de  chacun  des  pendules,  t  l'intervalle  de  temps  qui  a  séparé  lea  in- 
stants où  les  deux  pendules  se  sont  mis  en  mouvement  :  si  t  est  commensimfale 
avec  T,  les  droites  joignant  les  positions  des  deux  pendules  aux  instants  tf,  'r^l^ 
e-h2Xj  <-+-3t,  ...  forment  un  polygone  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  C?w  (jT"""' 
exercice  n'est  qu'une  application  de  la  méthode  de  Jacobi  poar  étaWl^  ''^'  ~^ 
rcme  de  Poncelet;  voir  Halphen,  Traité  des  fonctions  ellipUqw 
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9.  On  considère  des  droites  fixes  passant  par  un  point  A  et,  à  un  certain  in- 
stant t^y  on  abandonne  au  point  A,  sans  vitesse  initiale,  sur  toutes  ces  droites,  des 
mobiles  identiques  attirés  par  un  point  fixe  O  proportionnellement  à  la  distance  : 
démontrer  que  ces  mobiles  arrivent  en  même  temps  aux  points  obtenus  en  pro- 
jetant le  point  O  sur  les  droites  qu'ils  parcourent. 

10.  Un  point  matériel  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  définie  par  une 
équation  de  la  forme 

z  représentant  Fordonnée,  s  Tare  compté  à  partir  d'un  point  de  la  courbe,  f  une 

fonction  quelconque. 
On  demande  d'étudier  le  mouvement  de  ce  point,  en  supposant  : 
i<*  Qu'il  est  soumis  à  l'action  d'une  force  parallèle  à  l'ordonnée  z  et  représentée 

en  grandeur  par  l'expression 

k  désignant  une  constante  donnée; 
a*  Qu'il  éprouve,  en  outre,  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 
Application  au  cas  où 

f^{z)  =  a^-'*z'^ —  a^  =  a'~"(s" —  a"), 

a  désignant  une  longueur  donnée. 

On  étudiera  en  particulier  le  cas  où  le  mobile  est  posé  sur  la  courbe  sans 
vitesse  initiale,  et  l'on  déterminera  le  temps  qu'il  met  pour  atteindre  l'origine 
(les  arcs  correspondant  k  z  =  a.  (Licence.) 

Cas  où  /i  =  2. 

11.  Trouver  la  tautochrone  plane  pour  un  mobile  attiré  par  un  point  fixe  du 
plan  proportionnellement  à  la  distance  r  (n»  252). 

[Il  s'agit  de  trouver  une  courbe  pour  laquelle  r  dr  ~  ktds.  Considérant  la 
courbe  comme  l'enveloppe  d'une  droite  mobile 

X  cosa  — ^sinot  =  ?'(«), 

on  trouve,  pour  déterminer  la  fonction  9 (a),  l'équation 

(i-A-)?'(ût)-Â-?(a)-.o, 

linéaire  à  coefficients  constants.  Cette  équation  s'intègre  avec  des  lignes  trigo- 
nométriques  ou  des  exponentielles;  dans  le  premier  cas,  on  a  une  épicycloTde 
(PuisEUx,  Journal  de  Liouville^  t.  IX).] 

12.  Problème  d'Abel.  —  Déterminer  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical 
possédant  la  propriété  suivante  :  Il  existe  sur  cette  courbe  un  point  fixe  O.  tel 
qu'un  mobile  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale  le  long  de  la  courbe,  dans 
une  position  initiale  située  à  une  hauteur  h  au-dessus  de  O,  arrive  au  point  O 
dans  on  temps  T  qui  soit  une  fonction  de  h  donnée  à  l'avance  T=  cp(*A). 

•    [SoU  «■■4r(4!f}  Ift  relation  entre  l'arc  OM  de  courbe  compté  à  partir  de  O  et 


-      s 
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Soit  u  une  variable  réelle  plus  grande  que  h.  Abel   multiplie  les  deux  membres 
par  -  ■  et  intègre  par  rapport  à  a  de  o  à  m 


^u  -  h 


1^  r"^(h)dh^  r"_'fh_  r'*^'(z)(iz 


Intervertissant  Tordre  des  intégrations  dans  le  deuxième  membre,  oo  trouve 
pour  l'intégrale  du  deuxième  membre  ic^(ii).  La  fonction  cherchée  ^  est  alors 
exprimée  par  une  intégrale  défmie  où  fîgure  la  fonction  donnée  9.  Par  exemple, 
si  ff{h)  =  const.,  on  retrouve  ainsi  la  cycloïde.) 

13.  Déterminer  la  courbe  tautochrone  pour  un  point  pesant  dans  ud  plan  Ter- 
tical,  en  tenant  compte  du  frottement  et  d'une  résistance  de  milieu  proportion- 
nelle à  v^,  (On  est  conduit  à  une  équation  linéaire  en  ç^. 

14.  Problème  d'Euier  et  de  Saladini.  —  Quelle  courbe  faut-il  tracer  clans 
un  plan  vertical,  à  partir  d'un  point  O,  pour  qu'un  mobile  pesant  abandonné  sur 
cette  courbe  en  O,  sans  vitesse,  arrive  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe 
dans  le  môme  temps  que  s'il  avait  été  assujetti  à  glisser  sur  la  corde  OM.  (On 
trouve  une  lemuiscate,  Euler,  t.  II  de  sa  Mécanique,  1736;  Saladini,  Mémoires 
de  VIsiituto  nazionale  italiano,  i8o4;  voir  une  Note  de  M.  Fouret,  Bulletin 
de  la  Société  mathématique,  t.  XX,  p.  Sg.  ) 

15.  Problème  de  Bonnet.  —  Démontrer  que  la  Icmniscate  trouvée  dans  l'excr- 
ricc  précédent  possède  encore  la  ni<>mc  propriété  quand  on  remplace  la  pesanteur 
par  une  attraction  issue  du  point  0  proportionnelle  à  la  distance  {Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  p.  116). 

16.  Problème  de  M.  Fouret.  —  i»  Un  point  matériel  soumis  dans  un  plan  à 
une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces  déterminée  part  d'une  origine  O  avec 
une  vitesse  donnée.  Trouver  un  systt'me  de  courbes  (C)  passant  par  O  et  homo- 
tliétiques,  telles  qu'un  mobile  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  quelconque  de  ces 
courbes  décrive,  à  partir  du  point  O,  un  arc  quelconque  dans  le  même  temps 
qu'il  mettrait  à  décrire  la  corde  correspondante. 

2<*  Étant  donné,  dans  un  plan,  un  système  de  courbes  (C)  passant  par  un 
point  O  et  homothétiques  par  rapport  à  ce  point,  trouver  une  force  dérÎTant 
d'une  fonction  de  forces,  sous  l'action  de  laquelle  un  mobile  ayant  une  vitesse 
initiale  donnée  parcourt,  à  partir  du  point  O,  un  arc  quelconque  d'une  quel- 
conque des  courbes  C,  dans  le  même  temps  qu'il  lui  faudrait  pour  parcourir  la 
corde  correspondante. 

Le  premier  de  ces  problèmes  n'a  de  solution  qu'autant  que  la  vitesse  initiale 
(;st   nulle   et  que  la  fonction  des    forces  a,  en   coordonnées  polaires,    la  forme 


•}g>\  — ;,—    ?'(6);  réijuation  de  la  courbe  cherchée  C  est  alors 

-/' 


A'  désignant  une  constante  arbitraire. 

Le  second  problème  n'est  également  possible  que  si  !•  ^ 
L'équation  de  la  courbe  étant  r  =  A:cj(0),  la  fonc^ 


L 


i  'r'. 
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sanl  dans  Tcxpression  ci-dessus,  uù  ^  csl  une  fonction  arbitraire, 

9(0)  =n(0)e  J  V  V«»/ 

(  FouRET,  Comptes  rendus,  t.  CIII,  p.  iii/j  et  117/1,  ^^  Journal  de  l'École  Poly- 
technique, 56*  Cahier). 

17.  Courbes  et  surfaces  synchrones.  —  Soient  dans  un  plan  une  infinité  de 
courbes  C  dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  et  qui  passent  par  un  point  O; 
on  lance  sur  toutes  ces  courbes,  à  partir  de  O,  au  même  instant  ^  =  0  des  points 
matériels  identiques,  avec  une  vitesse  donnée  v^,,  la  même  pour  tous,  et  on  les 
soumet  à  des  forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces  donnée;  trouver  la  courbe 
(S)  lieu  géométrique  des  positions  de  tous  ces  points  au  même  instant  t. 

Ces  courbes  (S)  forment  une  famille  de  courbes  dépendant  du  paramètre  t\  on 
les  appelle  courbes  synchrones  des  premières. 

Si  les  courbes  (C)  passant  par  un  même  point  O  sont  situées  dans  l'espace  et 
dépendent  de  deux  paramètres,  en  lançant  sur  ces  courbes,  à  l'instant  f  =  0,  avec 
une  vitesse  v^^  des  points  matériels  soumis  à  des  forces  dérivant  d'un  potentiel 
donné,  le  lieu  géométrique  de  ces  points  à  l'instant  t  est  une  surface  (S)  appelée 
surface  synchrone. 

18.  Exemples  de  courbes  synchrones.  --  La  vitesssc  \\  est  supposée  nulle.  La 
force  est  la  pesanteur:  les  lignes  C  sont  des  droites  passant  par  l'origine  dans  un 
plan  vertical  (les  lignes  S  sont  des  cercles).  [  Euler.  ] 

La  force  est  la  pesanteur  et  les  courbes  C  sont  des  cycloïdes  de  base  horizon- 
tale ayant  leur  rebrousscnicnt  en  O  et  situées  dans  un  plan  vertical.  [Les  courbes 
synchrones  S  sont  orthogonales  aux  cycloïdes:  cela  lient  (n"*  256)  à  ce  que  les 
cycloïdes  G  sont  les  brachistochrones  pour  la  loi  de  force  considérée.]   (Euler.) 

La  force  est  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance  issue  de  Torigine  O,  et 
les  courbes  C  sont  les  cercles  x^-hy"^—  ^ay  =  o,  où  a  est  un  paramètre  variable 
(les  courbes  synchrones  S  sont  des  droites  passant  par  l'origine).  (Legoux,  jén- 
nales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VL  ) 

19.  Étant  données  dans  un  plan  deux  familles  de  Usines  (A)  et  (C),  qui 
toutes  passent  par  un  point  O,  peut-on  trouver  une  force  F,  dérivant  d'un 
potentiel  U  et  telle  que,  sous  son  action,  un  mobile  partant  du  point  O  avec 
une  vitesse  déterminée  et  suivant  l*une  quelconque  des  lif^nes  (C)  arrive  en 
un  point  quelconque  M  de  cette  ligne  dans  le  même  temps  que  s'il  avait  suivi 
celle  des  lignes  (A)  qui  passe  en  M? 

On  peut  désigner  les  lignes  (A)  sous  le  nom  de  trajectoires  et  les  lignes  (C) 
sous  celui  de  lignes  synodales;  il  est  d'ailleurs  évident  que  leurs  rùles  peuvent 
être  intervertis.  Le  problème  peut  toujours  être  résolu  d'une  infinité  de  manières. 
Le  problème  de  M.  Fourct  se  rapporte  au  cas  où  les  trajectoires  sont  rectilignes 
et  les  lignes  syaodales  faomothétiques  par  rapport  au  point  O  (de  Saint-Germain, 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1889). 

20.  Démootrer  la  relation  suivante  qui  existe  entre  les  trajectoires,  les  lignes 
sjnehioMt  ci  les  synodales  :  soient  MA,  MB,  MC  les  tangentes  respectives, 
ma«ées  dta^l^^iiov  da  moufement,  à  celles  de  ces  lignes  qui  se  coupent  en  M. 
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(FounET,  Comptes  rendia,  t.  CIll,  «l 
mathématiques,  1889). 


DYNiillIQUB   DU    POINT- 

t  SAiNT-GEnnAi!),  Bulletin  dea  Scienet 


si  les  ligne 


SJIK 


celles-ci  se  coiifundcal  avec  les  lignes  synodales 
clirunea  |>ODr  les  furees  cuiisidérces  {ibiil.), 

22.  Mouvement  d'un  |)uLiit  malériel  pesant  sur 
It  an  aie  fixe  vertical  autour  duquel  elle  tourne  a 


e  droiie  invariablement  lié 
(  une  vitesse  angulaire  con 


23.  Mourcnirnl  d'un  point  pesant  s 
un  aie  liic  vurlical  autour  duquel  il  1< 
On  suppose  que  la  projection  de  l'axe 
(le  celui-ci. 


un  cercle  vertical  invariablement  lié  1 
ne  avec  une  vitesse  angulaire  constante 
ir  le  plan  du  cercle  passe   par  le  centn 


2i.  Le  problème  des  lautocbrones  dans  te  cas  où  il  existe  une   fonction  di 

Foi'crs  se  rauiùni.'  i>  l'intcgration  d'une  écguation  uux  diirivécs  partielles  du  premici 

urdrc  et  du  second  dcgrc  (  kiEMG»,  Comptes  rendus,  1"  mai  1893). 
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CHAPITRE  XIII. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  SURFACE 
FIXE  OU  MOBILE. 


I.    —    GËNËRALITËS. 

262.  Équations  du  mouvement.  —  Soi)  uac  surface  S  qui  peut 
changer  de  position  et  même  de  forme  avec  le  temps,  et  soit 


{') 


fi-r 


ré(|ualion  de  celle  surface  en  coordoonées  rectangulaires.  Dans 
le  cas  particulier  oii  la  surface  est  fisc,  cette  équation  ne  contient 
pas  le  temps  t.  Un  point  matériel  M  de  coordonnées  x,  y,  z  est 
assujetti  à  glisser  sans  froltemcnt  sur  celte  surface  et  est  soumis  à 
l'action  de  forces  données  dont  la  résultante  F  a  pour  projections 
X,  Y,  Z.  Il  s'agît  de  trouver  le  mouvement  du  point.  La  surface 
exercera  sur  le  point  une  réaction  normale  N  ayant  pour  projec- 
tions des  quantités  de  la  forme 


Le  poiot  pourra  alors  élrc  regardé  comme  libre  sous  l'action 
des  deux  forces  F  et  N,  et  les  équations  du  mouvement  seront 


„,^'!f  =  X^1^, 


d*y 


=  Yh 


»^.z  +  »"/- 


Ces  équuliona,  jointes  à  l'équation  (i)  de  la  surface,  forment  un 
système  d«  quatre  équations  définissant  x,  y,  s  et  X  en  fonction 
de  l. 

l'our  oblcnir  tes  équilioos  donnant  x,  y,  z  en  fonction  de  t, 
il  fnndrK  élluiinor/  01111?  ces  équations  [-j.),  ce  qui  donne  deux 


». 

»: 


I 

I 

I 
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équations.  Une  fois  le  mouvement  connu,  la  valeur  de  X  et,  par 
suite,  la  grandeur  de  la  réaction  normale  sera  fournie  par  une 
quelconque  des  équations  (2)  ou  par  une  combinaison  de  ces 
équations. 

263.  Équations  de  Lagrange.  —  La  méthode  de  Lagrange  que 
nous  allons  exposer  est  identique  à  celle  qui  a  été  employée  pour 
le  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  (n®  259).  On  peut  tou- 
jours exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  et, 
en  particulier,  celles  du  mobile  M  en  fonction  de  deux  para- 
mètres q^  et  f{2  ' 

Ces  expressions  seront  telles  qu'en  éliminant  entre  elles  ^|  et  g^^ 
on  retrouve  Féquation  (1)  de  la  surface.  Elles  contiennent  expli- 
citement le  temps  t  (\u\  figure  dans  Téquation  (1);  dans  le  cas  par- 
ticulier où  la  sufacc  S  serait  fixe,  ré(|uation  (1)  ne  contenant  pas /, 
on  pourrait  s'arranger  de  faroii  que  les  expressions  (3)  de  ^,  v,  5 
ne  contiennent  pas  explicitement  t. 

Pour  connaître  le  mouvement  du  mobile,  il  suffît  de  connaître 
en  fonction  de  t  les  paramètres  qt,  q.2  qui  servent  à  déterminer  la 
position  du  mobile.  Il  faut,  pour  trouver  q^  et  q^-,  deux  équations 
que   Ton    obtient   comme    il    suit  :    ajoutons  les   équations    (a) 

après    les    avoir    multipliées    respectivement  par  ^ — 9  -r^*  -— , 

nous  aurons 


(4) 


/// 


fii.r    0.r         f/iy    Oy         (P  z    Oz  \ 

1 :—    _  '    .    -4- 1  =   0, 


ou 


Ofji  Orji  0(ji 


X  disparaît  dans  cette  combinaison  en  vertu  de  la  relation 


0/   Ox_        0/  Oy         ùf  dz_  __ 
ôx  Oqi    '    ôy  Orfx        ùz  dq\~^    ' 


qui  exprime  que  la  normale  à  la  surface  est  normale  à  la  courbe 
que  décrirait  le  point  (3),  si,  laissant  q^  et  t  constants,  on  iaisui 


1 
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seulement  varier  y<,  courbe  située  sur  la  surface  S.  En  multipliant 
les  équations  du  mouvement  (2)  par  - — >  -^  ,  - —  et  les  ajoutant, 
on  obtient  de  même  une  seconde  équation 

,  „^  /d^x    dx         d^-Y    ày         d'^z    dz  \ 

«^72  àqt  àÇi 

Ce  sont  ces  deux  équations  (4)  et  (4')  qui  définissent  Çi  et  gr^ 
en  fonction  de  t.  On  peut  les  écrire  sous  une  forme  beaucoup 
plus  simple.  Appelons  q\  eiq'^  les  dérivées  de  gr,  et  q2  par  rapport 

au  temps,  et  x'^y\  z'  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  -t-, 

œv      dz 

■jrt  -jT'  L'équation  (4)  peut  s'écrire 


(5) 


,    rf  r     [  ,  dx         ,àY        .dz\-\ 


m 


{'■myymy-im-'^- 


car  on  a  évidemment 


dt\         dqj  de\âqj 


d^x   dx 
m 


dt*   dqx 


Or,  d'après  la  formule  (3),  a:  dépend  de  t  directement  et  par 
rintermédiaire  de  q^  elq^i  qui  sont  fonctions  de  t\  donc 

(6) 

De  même  -r—  dépend  de  t  directement  et  par  l'intermédiaire  de 
9i  6t  ^2)  donc 


dx 

dx 

dx 

x'  = 

àqx 

q\ 

H- 

àq% 

q\ 

-H 

dt 

d  /  dx  \  _  d*x    , 


d^x  d*x 


9 


^qx^qt         dçiôt 


Dans  Texpression  (6),  considérons  x'  comme  une  fonction  des 
lettres  q^,  q%^  q\^  q'^^  t.  Nous  aurons  immédiatement 

èÊf         é»  dx'       d^x    ,  d^x      ,         d^x 


=  ÂZi^\  -»-xrxr^«-^ 


àqi        àq\^^       àq^dq^^^       dqxdt 
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àq'i        àçi  '  Oq,        dl  \ilq,/ 

Un  calcul  analogue  donnerait 

ày'   ^  ày  dy'  _    d  /  ày  \ 

ifl  -  ^       É£-^(^\ 

Oq\  ~  dl},'  àq,        dt\àqt/ 

Remplaçant  dans  l'équation  du  mouvement  (5)  les  quantités 

Oq~,'     dq,'     ôq,'     dt  \àq,)'      dl  \àq,)'      di\àg,) 
par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  ci-dessus,  on  a  l'éqoation 

d  [       I   .àx'  ,  dy'  .^'W  I   ,  àx'         ,  dy'  ,  ds'  \ 


(7) 


dl  \éq\}        d-jx        ^' 


On  trouverait  de  même,  en  transformant  l'équation  (4')> 

Ces  équations  (7)  et  (7*)  sont  les  équations  du  mouvement 
d'après  Lagraripe.  Pour  les  écrire,  il  suffit  de  former  la  quantitéT 
égaie  à  la  detni-rorce  vive  du  point  :  dans  cette  quantité  T  ob  1 
remplace  x' ,  y',  z'  par  leurs  valeurs  lellcs  que  (6),  de  façon  â 
exprimer  T  en  7, ,  q^,  q\ ,  q\  et  /  ;  puis  on  écrit  les  équalîona  tjril 
mouvement  (7)  et  (7'). 

Dans  ces  équations,  les  seconds  membres  Q,  et  Qi  ont  ët4  c 
culés  plus  haut.   On   peut  les  caractériser  de  la  façon  suivi 
imprimons  au  point  M  un  <léplaccment  vîrLuel  qui  s'eSeetn 

la  surfaces,  c'est-à-dire  qui   est  obtenu  en  laissante *^ 

faisant  varier  ç,  et  q^  de  Zq,  et  0^3.  Nous  aurons  pool 
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lions  de  ce  déplacement  virtuel  sur  les  trois  axes 


•^        (Jçi    *         d^i    ^ 
Sa  =  —  ùj,  +  —  0^1, 

d'où,  pour  l'expression  du  travail  virtuel  correspondant  de  F, 

d'après  les  expressions  de  Q,  et  Q^.  Ainsi,  pour  avoir  les  seconds 
membres  Q,  et  Qj,  il  suffit  de  prendre  les  coefficients  de  ^q, 
et  S^,  dans  l'expression  du  travail  virtuel  de  F,  pour  un  déplace- 
ment arbitraire  efTectué  sur  la  surface  S,  dans  la  position  qu'elle 
occupe  à  l'instant  t. 

Pour  obtenir  en  particulier  Q,,  on  imprimera  au  point  on 
déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  t  et  q^  constants  et  faisant 
varier  seulement  g,  de  S^i  ;  le  travail  virtuel  correspondant  de  )a 
force  F  sera  Qi  Sy, .  De  même,  pour  avoir  Q,,  on  considérera  un 
déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  l  et  g,  constants  ;  Je  travail 
de  F  sera  QjSyj. 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  U{a;,_j',  s),  ou,  plus  géné- 
ralement, si  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
\J{x,y,  z,  l)  contenant  le  temps,  on  a 

En  effet,  \]{x,jr,s,t)  dépend  de  g,  et  q^  par  l'intermédiaire 
<^c  ^ij'i  s;  on  a  donc 
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polaires  r  et  0.  Les  formules  donnant  t,  y^  z  en  fonction  des  deux   para- 
mètres sont  actuellement 

.r  =  r  co>0.  y  =  r  sinO.  z  •=  o. 

Supposons  le  point  sollicité  par  une  force  F,  située  dans  le  plan,  ayani 
j»our  prôjecnon>  «  \.  Y,  o  >.  La  fonction  T  >era 

wi-        m 

T  —     —  —  .  r  *  —  rî  0  5  ) 

et  Ie>  équations  du  nn.»uvement 

t.  :      '/■  <►/•  4ft  \  t»'»  «yj        ^* 

Comme  «/i  =  r,  yj  =  ^K  on  a 

O.  —  \  — ^  1^  =  \  crts'i  —  V  finO. 

O*  =  \  ---    —  Y  ^^^—  =  -  X  r  sinO  —  Y  r  cosO. 

Nous  pouvons  .\ussi  lrou>er  diroclenienl  Qi  et  Qj.  Désignons  par  P  et  F 
le*  composantes  de  I.ï  force  sui>ant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecleui 
d.ui>  le  sens  des  0  croissants  et  suivant  le  ra\on  vecteur  dans  le  sens  des  # 

T 


\ 


M 


jt> 


croissants  Pour  un  dcplaccmcnl  cr  sur  le  rayon  vecteur  (91=  const.)  le 
tra>ail  de  F»  cjjal  à  la  ^o^\ulc  des  tra\au\  de  P  et  R.  se  réduit  4  R  ^ 
puisipic  le  Iraxail  «le  P  est  nul  ^/ù'-  *^**  •  ^^"  *"  donc 


^\    -  lî. 


l>e  mémo  pour  un  déplacement  >irtuel  obtenu  en  supposant  g^  c'est- 
:k-dirc  t\  con^laut  cl  fai'*ant  xaricr  0,  déplacement  qui  «effectue  sur  la  cir- 
conleicucc  de  laNou  OM.  le  dépl«c«iaeiit  virtuel  est  rc6  et  le  tra%-ail  de  F 
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se  réduit  au  travail  de  P,  qui  est  PrSO;  on  a  donc 

Qi=Pr. 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc,  d'après  la  valeur  de  T, 


-j-(mr')  — mrO'«=  R, 
at 


dt 


{mr*(i')  =  Pr. 


Lorsque  la  force  est  centrale,  P  est  toujours  nul,  et  l'on  a 


dt 


(mr»0')  =  o,  r»0'=  C  (loi  des  aires). 


a°  Trouver  le  mouvement  d* un  point  pesant  mobile  sans  frottement 
sur  un  plan  qui  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d^un  axe 
horizontal  situé  dans  le  plan. 

Nous  compterons  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  plan  mobile  coïn- 
cide avec  xOy  supposé  horizontal,  en  prenant  pour  axe  des  x  Taxe  de 
rotation.  Si  0  est  l'angle  du  plan  mobile  avec  le  plan  àesxy^  on  aura 

6  =  o)/, 

(1)  étant  la   vitesse  angulaire  de  rotation  {fig.  162);   l'équation  du  plan 
mobile  RO^r  est  alors 

y  sxii^t  —  z  cos 0)^  =  0. 
Fig.  i6a. 


En  appliquant  les  formules  générales  (262),  on  aura  pour  équations  du 
mouvement 


m 


d^x 
dt^ 


d^y 

=  o,  m  -~  =  X  sinu)/, 

(it^ 


d^z 

m    ,  ■  = 
dt^ 


mg  —  X  cosu)/, 


la  réaction  normale  ayant  précisément  pour  valeur  X.  Pour  fixer  la  posi- 
tion du  point  M  dans  le  plan  mobile,  nous  prendrons  ses  coordonnées  x 
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et  r  par  rapport  aax  axes  Oj?,  OR,  x  jouant  le  rùle  de  ^i  et  r  de  q^.  Va 
formates  de  transformation  seront  alors 

j- =  jr.        v  =  rcosa>/,        ^  =  rsinuf; 
la  fonction  T  qui  entre  dans  notre  formule  sera 


1  --  -m(x'«-4-r'«-4-a>«r«). 

2 


t 
I 

» 


Il  y  a  une  fonction  de  forces 


On  a  donc 

d1 

dx 

dr 

dx 

dr 

U  = —  ntgz  =  —  mçr  sinco/. 

■  o, 

:  /?ito*r, 

:  —  mj^sinci)/, 


et  les  équations  du  mouvement  sont 


(ix 
HT 


d^x 


=  o 


ou 


dF 


—  a>'  r  =  — 


dn 
f^  sinct)/. 


=  o, 


La  première  de  ces  équations  montre  quela  projection  Q  sur  Ta^e  des  i 
se  déplace  d'un  mouvement  uniforme.  La  seconde,  étant  linéaire  à  coeflî 
cients  constants,  peut  s'intégrer  et  a  pour  intégrale  générale 


r=Ae<»>'—  Be-«^'H- 


9,0)' 


smcuT 


Pour  avoir  Téquation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  v^ 
il  nous  suffit  dans  cette  relation  de  remplacer  o)/  par  0,  ce  qui  non 
donne 


r  =  Ke^-ïie-^  »-  -^    sinO. 

2  0)^ 


Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  les  conditions  initiales  son 
telles  que  A  et  B  soient  nuls;  il  suffit  pour  cela  que  le  mobile  soit  lancé  d< 
Taxe  de  rotation  de  façon  que  sa  projection  sur  la  droite  R  ait  une  vitesse 

fr 

initiale  égale  à La  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des 
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alors  pour  équation 

r  =r  -^sin0; 

2  0)* 

c'est  un  cercle  tangent  en  O  à  l'axe  Oy.  La  trajectoire  est  une  hélice. 

Pour  calculer  la  réaction  normale,  reportons-nous  à  Tune  des  équations 
du  mouvement 

m  —^  =  A  sinu)/.; 

nous  avons,  en  remplaçant^  par  r  coso)/, 

(d'^r  ^  dr   .  ,  \       ^    • 

m     -=-rCOS(i)/  —  2a)-;-sm(ot  —  w'rcoswf  )  =  Asinw/, 
\  a/*  dt  I 

ou,  si  l'on  se  rappelle  l'équation  qui  définit  r, 

d^r 


dt^ 


—  to*  —  ^sinu>^, 


1  .  ^'' 

A  =  —  mg  cos  Cl)  /  —  2  m  0)  -j-  • 

Cette  formule,  dans  laquelle  on  remplace  r  par  sa  valeur  en  t^  donne  en 
fonction  de  t  l'expression  de  la  réaction  normale,  qui,  dans  le  cas  actuel, 
est  précisément  égale  à  X. 


II.  -  CAS  OU  LA  SURFACE  EST  FIXE. 

265.  Emploi  du  théorème  des  forces  vives.  —  La  méthode 
générale  que  nous  venons  d'exposer  s'applique  toujours.  Lorsque 
la  surface  est  fixe,  il  se  présente  des  simplifications  qu'il  importe 
d'indiquer.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

le  déplacement  réel  que  subit  le  point  étant  normal  à  la  réaction 
normale  N,  si  l'on  applique  le  théorème  des  forces  vives,  le  travail 
de  cette  réaction  est  nul  et  l'on  a  Téqualion 

(i)  d^y^  =\dx-^\dy^Zdz, 

indépendante  de  la  réaction.  Celte  équation  peut  alors  remplacer 
l'une  des  deux  équations  de  Lagrange.  Nous  vérifierons  tout 
à  l'heure  qu'elle  est  bien  une  conséquence  des  équations  de 
Lagrange. 


î  ^-f  TB015IÈVE    P%1TIE.   —     r>TN%VIQrE    DT    POIICT. 


Si  \à  >urtaice  étaîl  iDoLile.  là  n-aclion  Dormale  ne  serait  pas 
ôlimÎDée  par  l'application  du  ihéon-me  des  forces  ^nves.  c^r  le 
déplacement  réel  dx.  Hv.  dz  du  mobile  ne  >erail  pas  nonnal  à 
la  rt-aclion  normale:  en  eiTet.  la  5urface  â  l'instant  /  est  en  S  el 
le  point  en  M  sur  S;  à  rin>taDt  /  —  <//.  elle  est  en  S'  et  le  point 
en  M  sur  S':  le  déplacement  MM'  n'ef-t  donc  pas  normal  à  la 
réaction  N. 

Retenons  au  cas  uù  la  >urface  e>t  tl^e  :  réqualîon  des  forces 
\îvcs  donne  inimêdialcment  unr  inlé^raK-  première  >*il  t  a  une 
fonction  de  forces  l    .i ,  i.  r 


'^11^  ^\  -  /. 


11  peut   encore  se  faire  que  \d.T — \  dy  —  Z  </-.    n'étJLnt   pas 

une  ditTérenlitlIo  totale  exact e.  le  de\ienne  on  \ertu  de  la  rela- 
tion /"^x^i .  r»  =  o;  si.  |'.tr  exemple,  un  p^tint  de  la  surface  est 
détini  par  les  deux  paramètres  •/,  tt  •/«..  «.•n  aura 

r  --■•;..  -^î  ■       .'  -  -    ;,.  ;i  z  ^-r  y,,  y,  , 

et  la  quantité  \r/.r--Y  c/v-  'Ldz  prendra  la  forme  Qi^/^i-r-Qarfaj 
qujind  on  aura  n^n placé  \.  V.  Z.  jt.  y  .  r  par  leurs  xaleurs  en 
fonction  de  c/,  et  »/*.  Si  alors  rexpres>ion  K^^dq^  —  Q^  dç^  est  la 
ditTériMitielle  totale  exacte  d^ine  fonction  L  •  </«.  7»  u  on  aura  Tin- 
téj^rale  des  forces  \i\es 

ou  encot^^ 

r  -  l   ^  / 

car  T  e>t  piVciNCmout  la  dcmi-lonv  \î\c. 

On  ivmpirtcera  Tune  do  équations  de  Lacrançe.  la  pins  com* 
pliquee  de*  deux,  par  eelle  dernitro  équation  et  Ton  aura  ainsi 
le^  deux  équrtlion*  délini^^anl  .;,  et  ^^j  en  l'onction  de  /. 

lvxi<Mi«it. .         !/.»♦*«'.  mi  w/  ./'♦*M  /N'**!/.  »^.^>i.V  ,««. T  un  hcU^oïde  gauche 
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Soient  r  et  0  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  de  riiélicoïde,  situé 
sur  la  génératrice  Cl);  on  a  pour  les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point 

x  =  rcosO,         j  =  /sinO,         z  =  ki). 


a> 


La  force  qui  agit  sur  le  point  est  F  =  mjjir,  dirigée  suivant  CD.  On  sait 
que  dans  ce  cas  il  y  a  une  fonction  de  forces 


r 


Ij  =  m  u.  — 

En  définissant  un  point  de  la  surface  par  les  paramètres  r  et  0,  qui  rem- 
placent cji  et  (j2j  nous  aurons 


•2  1 


Les  équations  du  mouvement  seront  par  suite,  d'après  Lagrange, 


rO'*  =  fir, 


df 


[/.»-i-/-«)0'J  =  o; 


la  deuxième  de  ces  équations  montre  que 

(/•2-+-X2)0'=C. 


Au  lieu  de  nous  servir  de  la  première,  nous  emploierons  l'intégrale  des 
forces  vives 

En  éliminant  0'  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  mouve- 
ment sur  le  rayon  vecteur 

/dr\^ 
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On  exprime  donc  /  en  fonction  de  r  par  une  quadrature.  On  trouvera  de 
même  que  0  s'exprime  par  une  autre  quadrature  en  fonction  de  r;  il  sufGt 
pour  cela  de  remplacer,  dans  la  dernière  équation,  dt  par  sa  valeur 

Pour  discuter  la  forme  de  la  courbe,  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon 
que  (JL  est  positif  ou  négatif  (répulsion  ou  attraction;  :  si  \l  est  positif,  on 
voit  que  la  courbe  peut  avoir  des  branches  infinies,  puisque,  lorsque  r 

croît  indéfiniment,  (-,   )    ne  cesse  pas  d'être  positif.  Au  contraire,  si  fx  est 

négatif,  r  ne  pourra  pas  croître  au  delà  de  certaines  limites.  Dans  le  cas 
particulier  de  {i  =  o,  le  point  se  déplace  sur  la  surface  sans  force  directe- 
ment appliquée;  /  s'exprime  alors  en  fonction  de  /*  par  une  quadrature 
elliptique.  Dans  ce  cas  particulier  le  point  décrit,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin  (n"  270),  une  ligne  géodésique  de  l'hélicoïde. 

!2G6.  Équation  des  forces  vives  déduites  des  équations  de  La- 
grange.  —  La  surface  élant  fixe,  les  expressions  de  x^  y^  z  en 
fonction  de  q^  et  yu  peuvent  être  clioisies  de  façon  à  ne  pas  con- 
tenir explicitement  t.  La  fonction  T  est  alors  iioniog^éne  et  du 
second  degré  en  q\  cl  q.^  et  le  lliéorùme  des  fonctions  homogènes 

donne  ^identité 

.   'H'  ,  oT  _, 

Cela  posé,  prenons  les  deux  équations  de  Lagran^e 

et  ajoutons-les  après  avoir  multiplié  la  première  pary'j,  la  deuxième 
par  q'.^.  Nous  aurons  une  équation  qui  peut  s'écrire 

dty^W^'^'^'^J 

La  première  parenthèse  égale  aï;  la  deuxième  est  égale  à  ~i, 
car  ï  dépend  de  t  par  rintermcdiaire  de  q\,  y'^,  y^,  q.^.  L'équa- 
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tion  ci-dessus  s^écrit  donc 

ou,  en  mullipliant  par  dt^ 

dT  =  Q,dq^-\-Q.,dq,, 

ce  qui  est  Téquation  des  forces  vives,  car  Qi  c/q^  +  Çl2dq2  est  le 
travail  élémentaire  de  la  force  (X,  Y,  Z).  Si  Q«rf<7«  +  Q^2dg2  est 
une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U(qr,,gr2),  on  a  l'in- 
tégrale des  forces  vives 

T  =  U  -H  /*, 
qui  remplacera  l'une  des  équations  de  Lagrange. 

267.  Stabilité  de  l'équilibre  dans  le  cas  où  la  fonction  U  existe. 
—  D'après  ce  que  nous  avons  vu  en  Statique,  pour  obtenir  les 
valeurs  de  qt  et  g^  fournissant  les  positions  d'équilibre  du  mobile, 
il  suffit  d'écrire  les  deux  équations  Q«  =  o,  Qa  =  o.  Dans  le  cas 
particulier  où  Qirfgr,  -j-Qa^g'a  est  la  différentielle  d'une  fonction 
U((7i,  ^2)9  les  équations  d'équilibre  sont  identiques  à  celles  qu'il 
faudrait  écrire  pour  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 

Nous  voulons  démontrer,  d'après  Lejeune-Dirichlet,  que,  si 
pour  un  certain  système  de  valeurs  q^=za^^  72=  «2  la  fonction  U 
est  maximum,  l'équilibre  correspondant  est  stable.  La  démon- 
stration est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  (n°  208)  pour  un 
point  libre.  Indiquons-la  en  peu  de  mots.  On  peut  toujours 
supposer  que  le  maximum  ait  lieu  pour  ^1  =  ^2=0,  car  cela 
revient  à  prendre  pour  nouveaux  paramètres  qs  —  «i  et  q%  —  a^, 
et  que  ce  maximum  U(o,  o)  soit  nul,  car  cela  revient  à  retrancher 
de  ^(^1,^2)  une  certaine  constante,  ce  qui  est  permis,  car  cette 
fonction  n'est  définie  qu'à  une  constante  près.  D'après  la  défini- 
tion du  maximum,  la  fonction  U  est  alors  négative  et  différente 
du  zéro  dans  le  voisinage  de  la  position  d'équilibre  considérée  P. 
Traçons  sur  la  surface  une  petite  courbe  fermée  C  entourant  P; 
sur  cette  courbe,  U  est  négative  et  non  nulle  :  il  existe  donc  un 
nombre  positif  p  tel  que  sur  cette  courbe  U  -h/>  soit  négative. 
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Dé|)luçons  alor>  le  mobile  de  lu  position  d'équilibre  P  da 
position  voisine  Mo.  située  à  l*intériciir  de  C,  oCi  U  pi 
valeur  Loi  ^^  imprimons-lui  une  \ilesse  l'o;  on  aura 

'  'J. 

ehoisissons  la  |)ositi(>n  initiale  et  la  vitesse  initiale  de  f 
remplir  les  deux  eondilions 

-  —  *^  r  »        —  i  u  <.  —  » 

A  'J.  'À 

ce  qui,  à  cause  de  la  continuité,  exi^e  uniquement  que  < 
distance  PM»  soient  inférieures  à  certaines  limites.  Dans  c< 
ditions  le  mobile  ne  sortira  pas  de  la  courbe  C  et  même  n*al 
pas  cette  courbe,  car  IVMjualion  des  forces  vives  donne 

et  V  -  p  devient  né<;atif  sur  la  courbe  limite  C. 

â()8.  Réaction  normale.  —  Une  fois  le  mouvement  conni 
avoir  la  réaction  il  suffira  de  tirer  A  d^une  quelconque  det 
tions  (-à)  du  mou  vendent  (n"  i&l).  Supposons  que  le  mobi 
seulement  posé  sur  la  surface,  c'est-à-dire  cju'il  puisse  la 
«l'un  certain  coté.  Pour  que  le  point  reste  sur  la  surlace 
(jue  la  réaction  N  soit  (liri«;ée  du  coté  où  le  point  peut  s'él< 
D'un  coté  diî  la  surface  y(./\  i*,  z)  <»st  positif,  de  l'autre 
est  néi;atif:  pour  t|ue  la  réaction  >oit,  par  exemple,  diris< 
la  réi;ion  des  /'  positifs,  il  faut  <jue  A  soii  positif,  comm 
Taxons  vu  en  Stati(pic  à  propos  de  l'équilibre  d\in  poînl  j 
surface.  Si  a  s*annule  à  un  certain  inomeiil  et  chance  de 
le  point  quitte  la  surface  (*t  \\m  est  ramené  au  cas  d^ui 
libre. 

âliU.  Équations  intrinsèques  et  réaction  normale. Sur 

jcctoiro,  nous  n)an|ueroii>  une  origine  des  arcs  A  (fi^.  i61). 
une  position  (|iitl(-on(|ue  du  mobile^  menons  en   ce  Doînt 
i:ente  MT  dan>  le  sen<  des  arcs  croissants;  soient  C  le  ce 


il 
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courbure  de  [la  section  normale  tangenle  à  MT,  R  son  rayon  de 
courbure  MC,  nous  prendrons  pour  sens  posilif  sur  la  normale 
le  sens  MG.  Soient  de  même  M  G'  la  normale  principale  de  la  ira- 


jectoîre  et  p  =  MG'  son  rayon  de  courbure;  désignons  parOTangle 
du  plan  osculateur  TMG'  à  la  trajectoire  avec  la  normale  à  la  sur- 
face, nous  aurons,  d'après  le  théorème  de  Meusnier, 

p  =  RcosO. 

En  projetant  la  direction  MC'  sur  le  plan  tangent^  nous  obte- 
nons une  demi-droite  MP  sur  laquelle  nous  considérons  le  sens  de 
la  projection  du  segment  MG'  comme  sens  posilif.  Soient  alors  F^, 
F;,,  Fp  les  projections  de  la  force  F  sur  les  droites  MT,  MG,  MP, 
et  N  la  valeur  algébrique  de  la  réaction  normale;  on  sait  que  la 

résultante  des  forces  F  et  N  se  décompose  en  deux,  Tune  m  -^ 

suivant  MT,  l'autre  m—  dirigée  suivant  MG';  ce  système  de  deux 

forces  est  par  suite  équivalent  au  système  formé  par  F  et  N.  On 
aura  donc,  en  égalant  les  sommes  des  projections  des  forces  de 
chacun  de  ces  systèmes  sur  les  axes  MT,  MP,  MG, 


5i  =  ï"      —*'"'"       T 


m^7;  =  ri,         — 7-sinO  =  Fp,         — ^-cosO  =  F,, -h  N. 


Ges  équations  peuvent  prendre  une  forme  plus  simple  :  dési- 
gnons par  p^  le  rayon  de  courbure  géodésique  -^9  et  tenons 

compte  de  la  relation  trouvée  plus  haul--^  =  R  :  les  équations 
A.,  I.  3i 
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précédentes  devicndronl 

ds?      _  mv^       _  //M»       „        -. 

"'57=^"        -J7  =  ^'-^       -g-  =  F„+N. 

S'il  V  a  une  fonction  des  forces,  on  a =  U-f-A,  et  la  dernière 

formule  permet  de  calculer  la  réaction  normale  sans  chercher  le 
mouvement,  à  condition  que  Ton  connaisse  R. 

De  ces  équations  on  peut  tirer  une  conséquence  intéressante. 
Déformons  la  surface  de  façon  que  les  longueurs  des  lignes  tracées 
sur  cette  surface  ne  changent  pas;  dans  cette  transformation  les 
rayons  de  courbure  géodésique  ne  varient  pas;  si  donc  on  modifie 
la  force  F  de  façon  que  sa  projection  sur  le  plan  tangent  reste  la 
même,  les  deux  premières  des  équations  ci-dessus  qui  définissent 
le  mouvement  n'auront  pas  changé,  et  le  mouvement  sera  le  même 
que  dans  le  premier  cas.  La  réaction  normale  seule  changera.  On 
voit  ainsi  que  la  trajectoire  d'un  point  pesant,  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  un  cylindre  vertical,  s'obtient  en  enroulunt  sur  ce  cylindre 
une  parabole  d'axe  vertical.  De  même  la  trajectoire  d'un  point 
pesant  sur  un  cône  de  révolution  d^axe  vertical  provient  de  l'en- 
roulement sur  ce  cône  de  la  trajectoire  plane  d'un  mobile  soumis 
à  une  force  centrale  constante. 

270.  lignes  géodésiques.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui 
où  le  mobile  lancé  sur  la  surface  fixe  n'est  sollicité  par  aucune 

force.  L'équation  des  forces  vives  devient  alors  d =  o;  elle 

monire  que  la  vitesse  est  constante.  La  trajectoire  du  mobile  est 
une  ligne  géodésique  de  la  surface,  puisque  son  plan  osculateur 
doit  contenir  la  seule  force  qui  agisse  sur  le  mobile  :  la  réaction 
normale  ;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  deuxième  des  équations  in- 
trinsèques, qui  devient =  o,  d'où  l'on  déduit  —  =  o,  puisque 

('  est  constant,  cl  cette  condition  —  =  o  caractérise  les  lignes 
géodésiques.  La  dernière  équation  intrinsèque  permettra  de 
calculer  la  réaction  normale  N=  -jr-.  On  peut  remarquer  que 
dans  le  cas  actuel  on  a  0  =  o,  donc  R  =  p  et  la  réaction  normale 
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a  pour  valeur ;  elle  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  trajectoire. 

Les  équations  générales  du  mouvement  se  réduisent  alors  à 

d^x       .   df  d*y       .  df  d^z       .  df 

dt^  ôx  dt*  dy  dt^  ôz  ' 

à  Taide  de  Téquation  ds  =z  v^dt  on  éliminera  le  temps;  il  suffira 

ds^ 
pour  cela  de  remplacer  dans  les  formules  précédentes  dt^  par  — j-- 

Remarque,  —  Si  la  surface  admet  des  génératrices  rectilignes, 
on  devra  les  trouver  comme  trajectoires  particulières,  car,  si  un 
mobile  est  lancé  suivant  Tune  de  ces  génératrices,  il  la  décrira  de 
lui-même  en  vertu  du  principe  de  l'inertie,  et  la  réaction  de  la 
surface  sera  nulle. 

Exemple.  —  Lignes  géodéslques  de  rellipsoïde,  —  Appliquons  ce  qui 
précède  à  rellipsoïde 

y  X  ^'      y^       -»' 

(1)  h^  -^ 1  =  0; 

abc 

nous  écrivons  les  dénominateurs  a,  6,  c  pour  que  le  même  calcul  donne^ 
suivant  les  signes  de  a,  6,  c,  les  lignes  géodésiques  d'un  ellipsoïde  ou  d'un 
hyperboloïde. 
Les  équations  du  mouvement  peuvent  s'écrire 

,    .  d^x         X  d^r         y  d*z  z 

On  a,  comme  toujours,  l'intégrale  première  v  =  Uq,  Pour  en  trouver  une 
seconde,  nous  emploierons  une  méthode  due  à  M.  Darboux.  Différentions 
deux  fois  de  suite  l'équation  (i);  nous  obtenons 

X  d*x      y  d^y       z  d*z        i  /dxV*       i  ( dy\^       i  ( dz\^ __ 
a'dF'^  b'dt^'^''c~dF'^a  \di)   '*'  b\dl  )  "^  c  \di  )   "  ° 

et,  en  vertu  des  équations  (a), 

multiplions  maintenant  les  équations  (2)  respectivement  par  -  -j^  >  t  ^» 
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-  -r-y  et  aioutons,  nous  obtenons 

c  dt  ^  ' 


(4)     k|^. 


X  dx       y   dy       z   dz)  ^  \  dx  d'^x       i  dy  d^y       i   dz  d^z 
'dt'^bi'dt'^c^dt\~~â'dt  "dt^  "*"  b  dt  "dF  '^  c  dt  'dl^ 


Si  nous  divisons  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4),  nous  aurons 

X   dx        y   dy        z   dz        i  dx  d*x        i  dy  d*y        i   dz  d^z 
gi'dt'^b^dJ'^c^di  __  g  "di  'W  '^  b  'dt    dt^  '^  c  dt   Ift* 

a»  "^  6î  "^^  c«  \a\dt  )  '^  b\dt  )  ~^  l\dt  )  s 

chacun  des  numérateurs  est,  à  une  constante  près,  la  dérivée  du  dénomi- 
nateur; on  pourra  donc  intégrer  cette  équation  et  Ton  aura 

/x^       >«       z^WifdxY       ifdyY       \  /dzY) 
(a^-^F^'^7^)\a[di)-^b[jF)'^z(dt)    î=constante; 

on  éliminera  le  temps  à  l'aide  de  l'équation  des  forces  vives  -p  =  pq»  ce 
qui  donne 

,ev     /^'       J'       z^\\i/dxY       ifdyY       i/dzY) 

telle  est  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde. 
Une  interprétation  géométrique  simple  de  cette  équation  nous  donnera  un 
théorème  dû  à  Joachimstal  :  %\  p  est  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde 
au  plan  tangent  en  un  point  M  d'une  ligne  géodésique,  D  la  longueur  du 
demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  menée  en  M  à  cette  ligne,  le  pro- 
duit/^D  est  constant  tout  le  long  de  cette  ligne  géodésique.  Les  cosinus 

!•  11  m«    »  «•      dx    dy    dz 

directeurs  de  la  tangente  en  M  étant,  en  effet,  -y- y  -j->  -t->  les  coordon- 

ds     ds     ds 

nées  de  l'extrémité  du  demi-diamètre  parallèle  seront 

l\—       D  ^       D  — • 
ds  ds  ds  ' 

en  écrivant  que  ce  point  appartient  à  l'ellipsoïde,  on  aura 

D«        a\dsj   ^  b\ds  )  ^  c\dsj   ' 

le  plan  tangent  en  M  ayant  pour  équation 

X^       Yv       Zz 

^    -7--^ 1  =  0, 

abc 
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sa  distance  à  l'origine  sera  donnée  par 

I         x^       y^        5* 
Jô«  ~  ô»  "^  6«  "*"  c* 

et,  en  vertu  de  Téquation  (5),  on  aura  bien 

/?D  =  constante. 

Ce  théorème  s'applique  aussi  aux  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde; 
nous  verrons,  en  effet,  plus  tard,  que  ces  lignes  correspondent  aux  solu- 
tions singulières  de  l'équation  (5).  (Darboux,  Mécanique  de  Despey- 
FOUS,  t.  1.) 

Pour  achever  l'intégration,  on  exprime  les  coordonnées  ar,  y,  z  d'un 
point  de  l'ellipsoïde  au  moyen  de  ses  coordonnées  elliptiques  ^i,  çi  :  les 
variables  g\y  q^  se  séparent  et  l'intégration  est  ramenée  à  des  quadratures. 
Nous  reviendrons  sur  ce  point  comme  application  des  méthodes  d'intégra- 
tion de  Jacobi  (Ghap.  XVI). 

271.  Emploi  des  équations  de  Lagrange.  —  Ordinairement  il 
est  préférable  d'opérer  comme  il  suit,  en  employant  les  équations 
de  Lagrange.  Soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres;  on  a  pour  le  carré  de  l'élément  linéaire 
d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface 

ds^=  dx^-h  dy^-h  dz^  =  an  dq\  -hiandqidq^-^  a^dq}. 

Si,  pour  simplifier,  nous  supposons  la  masse  du  mobile  égale 
à  1,  nous  aurons 

I   ds^        1 
et  les  deux  équations  du  mouvement  seront 

dt\âq\)        Oqi"^'  dt  \dq'^  ) '~"âq't  "  ^ 

L'une  de  ces  équations,  la  plus  compliquée  des  deux,  sera  rem- 
placée ensuite  par  l'intégrale  des  forces  vives  T  =  A 

-  («11  <7?  -+-  ^«ii<7'i  Ç'i  -^  atiq't  )  =  ^'- 
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On  a  ainsi  deux  équations,  l'une  du  second  ordre,  l'autre  du 
premier,  délinissant  q,,  q^  en  fonction  de  l. 

Exemple.  —  Une  turface  est  telle  que,  en  ckoisUtant  convenable- 
ment tes  coordonnées  curvilignes  qui  définissent  ses  différents  points, 
on  peut  ramener  l'élément  linéaire  ds  à  être  donné  par  la  formule 

ds*—  M(rfu'+rfy'). 

On  demande  l'équation  en  termes  finis  des  lignes  géodésiques.  Quelle 
est  la  représentation  de  ces  lignes  lorsqu'on  /ail  la  carte  de  la  surface 
en  faisant  correspondre,  au  point  de  coordonnées  u  et  e,  te  point  d'un 
plan  dont  tes  coordonnées  rectangulaires  ont  Us  mimes  valeurs? 
(Licence,  Paris,  1887.) 


En  appelant  n'  et  v'  les  dérivées  - 
point  mobile  égale  à  l'uailé,  on  a 


iupposani  la  r 


e  .lu 


et  les  équations  de  Lagrange  donnent 
de  forces  directement  appliquées, 


nmédiatement,  puisqu'il  n'y  a  pas 


(0 


di' 


Nous  connaissons  d'abord  une 
T  =  A, . 


tégrale  des  forces 

(a) 

la  seconde  des  éqi 

(3) 


ntégrate  première  de  c 


(I)  donne  une  autre  int. 


liminons  dt  entre  ces  deux  équations  et  posons  -r  ■■ 
s  pour  l'équation  différentielle  des  ligues  géodésiquc< 


,  en  intégrant  et  désignant  par 


Lutre  const 
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C'est  là  réquation  en  termes  finis  des  lignes  géodésiques  demandées.  Si 
Ton  regarde  u  et  v  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'un 
plan,  ces  courbes  sont  des  paraboles  quelconques  ayant  pour  directrice 
Taxe  des  p.  La  surface  dont  nous  venons  de  déterminer  les  lignes  géodé- 
siques est  applicable  sur  une  surface  de  révolution.  (  Voir  Darboux, 
Théorie  générale  des  sur/aces,  troisième  Partie,  Ghap.  II.) 

272.  Oscillations  infiniment  petites  d'un  point  pesant  autour  du  point 
le  plus  bas  d'une  surface.  —  Considérons  sur  une  surface  un  point  O  où 
le  plan  tangent  est  horizontal,  la  surface  étant  située  au-dessus  du  plan 
tangent,  dans  le  voisinage  du  point  O.  Cette  position  O  est  une  position 
d'équilibre  stable  pour  un  point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  la  sur- 
face. Nous  allons  étudier  les  oscillations  infiniment  petites  autour  de  cette 
position  d'équilibre.  Prenons  le  point  O  pour  origine,  un  axe  Oz  vertical 
vers  le  haut  et  deux  axes  Oar  et  Oy  tangents  aux  lignes  de  courbure 
qui  passent  par  O.  Si  l'on  suppose  le  z  de  la  surface  développé  en  série 
par  la  formule  de  Maclaurin  pour  de  petites  valeurs  de  x  ct^,  on  a  pour 
l'équation  de  la  surface 

x^        yt 

les  termes  composant  ^{x,y)  étant  du  troisième  ordre  au  moins  en  x 
e|^, />  et  q  désignant  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face en  0.  Le  point  matériel  étant  pesant,  il  y  a  une  fonction  de  force 

que  nous  écrivons  en  supposant  m  =  i.  La  fonction  T  de  Lagrange  est 

où 

,      xx'       yy'        à(p    ,       ào    , 

Z'=z h*^-  -+•  T^^  -i-  -T^y  ' 

p  q         ox  oy 

Dans  les  petites  oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre  considérée 
x  e\.y  restent  très  petits;  les  composantes  x'  et  y  de  la  vitesse  restent 
aussi  très  petites;  car  la  vitesse  elle-même  reste  très  petite,  comme  nous 
l'avons  vu  (n**  267).  Nous  considérerons  ces  quantités  x^y^  a/,  y  comme 
du  même  ordre.  Dans  l'expression  de  T,  il  y  a  alors  deux  termes  du 
second  ordre  et  un  troisième  terme  z'^  du  quatrième.  Nous  le  négligerons 
vis-à-vis  du  premier-  et  nous  aurons 

T=i(x'«+y«). 

Si  dans  U  on  remplace  z  par  sa  valeur,  le  développement  de  U  com- 
mence de  même  par  deux  termes  du  second  ordre  que  nous  conserverons 


4sS  TROISIÈME  PAariB.  —  otnauique  dv  i 

seuh  en  ncgligeanL  les  suivants,  ce  qui  donne 


'Up-^%y 


Les  équations  de  Lagraoge  appliquées  aux  vi 
comme  jouant  le  râle  des  paramétres  ?i  et  91, 


lables  X  et  /,  regardées 


dt  \dx'}        dx  ~  dr' 
dt\dy)       dy  ~  dy' 


le  T  ne  c 


équations  qu 


j'intègrent  immédii 


^  étant  des  constantes  arbiti 
nitiales.  On  a  ainsi  les  osci 


donnée  x  redevient  la  même  au  bout  du  t< 


V^ 


n  déterminera  par  les  C 
liniment  petites.  La  ce 

.^^|,  et^au  bout 


.  Si 


i  deux  périodes  sont  commensurables  entre  elles 


la  trajectoire  en  projection  h< 
en  éliminant  t  entre  les  équai 
les  deux  périodes  sont 
sente  une  particularité  cui 
tangle   formé   par  les   dro 


les  équations  (1)  touche 


itale  est  une  courbe  algébrique  obtenue 

(1).  La  trajectoire  est  transcendante  si 

;  dans  ce  cas,  le  mouvement  pré- 

Considérons  dans  le  plan  des  x,  y\e  rec- 

=  ±A,  ^  =  ±B.  La  courbe  définie  par 


e  infinité  de  fois  les  cAtés  du  rectangle 
Fig.  i65. 


LJZ 


elle  touche  le  côté  3 


=  k  ifig.  i65)  pour  toute»  Ici  vi 
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De  plus,  la  trajectoire  finit  par  recouvrir  en  quelque  sorte  toute  l'aire 
du  rectangle.  C'est  ce  que  nous  démontrerons  en  prouvant  que,  étant  choisi 
arbitrairement  un  point  P  de  coordonnées  ^,  i^  dans  le  rectangle,  il  existe 
une  infinité  de  valeurs  de  l  pour  lesquelles  le  mobile  passe  à  une  distance 
de  P  moindre  que  toute  quantité  donnée.  Soient,  en  effet,  X  et  («.  des  arcs 
définis  par  les  formules 

ï  =  Acos(l-4-=<),        r,  =  Bcos(ti-Hp); 
si  l'on  donne  à  t  une  valeur  de  la  forme 

'  =  ^/^(>  +  a^Tv)    (Aentler), 

l'abscisse  t  du  mobile  est  égale  a  i;  son  ordonnée^  a  pour  valeur 


4i/f<-^ 


ftt)-|-lA'7t-hP 


/'  désignant  un  entier   arbitraire.  Par  hypothèse,  t/^  est  un  nombre 
on  peut  donc  déterminer  les  entiers  A  et  k' dv  telle 


t.ço. 


\/1 


î(l +«/-=). 


diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  d'une  quantité  donnée  et,  en  particulier, 
de  [^.  Pour  les  valeurs  correspondantes  de  f,  y  différera  d'aussi  peu  qu'on 
le  voudra  de  B  cos(  ^  +  P),  c'est-à-dire  de  »,,  et,  comme,  pour  ces  mêmes 
valeurs,  X  est  égal  à  \,  le  mobile  passera  aus'j  prés  qu'on  le  voudra  du 
point  P. 
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273.  Lignes  géodèaitiufla  des  surfaces  de  révolation.  —  Nous 

mes  propust',  en  général,  de  former  deux  équations  îndé- 

penilaiitcs  de  la   ri^actiou   normale,  et   nous  avons  obtenu,  par 

exemple,  lY-tguaLion  des  forces  vives  et   une   des   équations   de 

jlTange.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface 

)  toujours  deux  équations  indépendantes  de 

ïon  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  et  le  théo- 

I  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à 

:ar,  la  réaction  normale  étant  dans  un  même 

^'olaLion,  son  moment  est  nul.  Appliquons  en 
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parliculier  celle  remarque  à  la  délerminalion  des  lignes  géodé- 
siques  des  surfaces  de  révolulion. 

Prenons  l'axe  de  révolulion  comme  axe  des  z  ;  Téqualion  de  la 
méridienne  dans  le  plan  des  xz  étanl  z  =  'f  (^),  Téqualion  de  la 
surface  sera  évidemment  z  =  ^{r),  r  désignant  la  distance  d'un 

point  à  l'axe,  r  =  ^x'-^-j-y'^.  Appelons  r  et  0  les  coordonnées  po- 
laires de  la  projection  P  du  mobile  sur  le  plan  ^O^,  nous  aurons 
les  expressions  suivantes  : 

^  =  rcos6,        ^  =  rsin6,         ^  =  ©(r) 

des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  deux  pa- 
ramètres r  et  6.  L'expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  est 

OÙ  l'on  a  écrit  ç'  au  lieu  de  f'(r).  Puisque  nous  cherchons  les 

lignes  géodésiques,  nous  étudions  le  mouvement  d'un  mobile  qui 

glisse  sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  donnée. 

Ce  mobile  n'est  donc  soumis  qu'à  la  seule  réaction.  Le  théorème 

des  forces  vives  donne 

ds^        2 

dt^      **  ' 

puis  le  théorème  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  montre 
que  le  théorème  des  aires  (n®  203)  s'applique  à  la  projection  du 
mouvement  sur  le  plan  des  xy,  c'est-à-dire 

rï  rfe  =  G  dt. 

Ces  deux  équations  fournissent  donc  deux  intégrales  premières. 

Nous  allons  montrer  que  l'intégralion  se  ramène  à  des  quadra- 
tures. En  effet,  l'intégrale  des  forces  vives,  dans  laquelle  on  rem- 
place ds^  par  sa  valeur,  devient 

Pour  avoir  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  xjj 
nous  éliminerons  le  temps  au  moyen  de  Téquation  des  aires 

r^dQ  =  Cdt] 
nous  aurons  ainsi 
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d'où,  en  posant  ^  =  -Tj  el  résolvant  par  rapport  à  ûf6, 


On  déterminera  le  signe  quMl  faut  prendre  par  la  considération 
du  sens  de  la  vitesse  initiale.  L'équation  sous  forme  finie  des 
lignes  géodésiques  sera  donc 


Cette  équation  contient  deux  constantes  ^  et  ^  qu^on  peut  déter- 
miner, par  exemple,  par  la  condition  que  la  ligne  géodésique 
passe  par  deux  points  donnés.  Sur  ces  deux  constantes,  la  pre- 
mière entraîne  la  forme  de  la  courbe;  la  variation  de  la  seconde 
correspond  à  une  rotation  de  la  ligne  géodésique  autour  de  l'axe 
de  la  surface. 

£n  appelant  dv  un  élément  d'arc  de  la  méridienne,  on  a 

dfs^  =  rfrî  -4-  c?««  =  (iH-  cp'»  )  rf/«, 
et  l'on  peut  écrire  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques 

Remarque.  —  Dans  le  cas  actuel,  on  aurait 

T=  i[(n-<p'î)r'«-4-r«e'«], 
où  o'  est  une  fonction  de  r.  L'une  des  équations  de  Lagrange  est 


d^  /dT\ 
dt\W} 


HT 

comme  T  ne  contient  pas  0,  -rg-  est  nul;  et  cette  équation  donne, 
après  une  intégration, 

on  retrouve  ainsi  l'équation  des  aires. 
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274.  Formule  de  Clairaut.  —  Si  l'on  appelle  i  l'angle  sous 
lequel  une  ligne  géodésique  de  la  surface  de  révolution  coupe  le 
méridien  passant  par  un  point  M  de  cette  ligne  et  /*  la  distance 
du  point  M  à  l'axe,  on  a  pour  tous  les  points  de  la  ligne  la 
relation 

(i)  rsini  =  ky 

qui  caractérise  les  lignes  géodésiques. 

En  effet,  si  Ton  considère  le  mobile  qui  décrit  la  ligne  géodé- 
sique dans  les  conditions  précédentes,  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  moment  de  la 
vitesse  du  mobile  par  rapport  à  Taxe  est  constant;  la  valeur  con- 
stante de  ce  moment  est  précisément  égale  à  la  constante  C  des 

aires  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  car  le  moment  de  la 

//fi 
vitesse  par  rapport  à  Taxe  Oz  est  r^  -^«  Décomposons  la  vitesse  v 

du   mobile   M  en   deux  composantes,  l'une,  rsint,  tangente  au 

parallèle  du   point  M,  l'autre,  i^cos/,  tangente  au  méridien.  Le 

moment  de  la  vitesse  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  est  égal  à 

la  somme  des  moments  de  ces  deux  composantes,  c'est-à-dire  au 

moment  de  la  première,  rv  sin/,  car  le  moment  de  la  deuxième  est 

nul.  On  a  donc 

/v  sin  i  =  G; 

mais,  comme  v=  Vq,  on  en  conclut  l'équation  (i),  la  constante  k 

G 
ayant  la  valeur  —  et  étant,  par  suite,  identique  à  celle  qui  figure 

dans  l'équation  des  lignes  géodésiques  (n°  273). 

275.  Exercices.  Lignes  géodésiques  de  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  hyperbole  équilatère  autour  d'une  de  ses  asymptotes. 
—  L'équation  de  la  surface  sera 


aî 


/• 


a* 

Dans  les  formules  ci-dessus,  il  faudra  donc  remplacer  <p(r)  par  —  et  l'on 

aura  pour  équation  des  projections  des  lignes  géodésiques 


0  = 
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Pour  que  B  soit  réel,  il  faut  que  r  soit  supérieur  à  A  ;  la  courbe  est  donc 

extérieure  au  cercle  de  rayon  k.  On  peut  d'ailleurs  faire  /■  =  k,  car  pour 

cette  valeur   l'élénieDt    de  l'iniégrale   det 


l'intégrale  reste  finie.  En  faisant  tourner  les  axes  d'un  angle  convenable 
autour  de  0^  Kfië-  >6^)i  '^^  pourra  faire  en  sorte  que  6  soit  nul  pourr  =  tl', 


=/-\/:^- 


r  partant  de  la  valeur  k  pourra  croître  au  delà  de  toute  limite,  sans  qu 
cesse  d'être  réel;  6  augmcniani  constamment  avec  r  aura  d'ailleurs  1 
limite,  car,  lorsque  r  croit  indéSniment,  l'élément  de  l'intégrale  tend  \ 


C        /.  +  - 

'1  "■•  V  -S' 


Pour  voir  s'il  existe  une  asymptote  parallèle  à  cette  direction  <}',  il  suffit, 
^omme  on  sait,  de  chercher  si  la  sous-tangente  polaire  '''  -j-  a  une  limite 
poiiT  r  infini  ;  cette  limite,  quand  elle  existe,  est  la  distance  de  l'asymptote 
pi'ile.  Or  on  a  ici  


li  a  pour  limite  k.  La  courbe  a  donc  une  asymptote  D  tan- 
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gente  au  cercle  de  rayon  k.  On  peut  démontrer  que  l'aogle  if  est  supérieur 

-  -     .  «  * 

H  -;  a  cet  «(Tel,  posons  -  =  u,  nous  aurons 


*=/*.v/^' 


pour  X  ^  X,  i!>  =^  -;  quand  k  diminue,  cet  angle  augmente,  et,  si  l'on  sup- 
pose que  k  devienne  très  petit,  l'élément  de  l'intégrale  deviendra  de  plus 
no  plus  grand  et  if  croîtra  indé6niinent.  i^  a  donc  une  valeur  quelconque 
entre- et  ».   En  prenant  le  signe  —  devant  le  radical,  on  aurait  eu  la 

KCConde  branche  de  la  courbe  symétrique  de  la  première  par  rapport  à 
l'axe  des  x. 

On  discutera  de  même  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution 
du  second  ordre,  dont  on  trouvera  une  étude  détaillée  dans  le  Traité  des 
fonction*  elliptiques  d'Halphen,  t.  Il,  Chap.  Vf.  Pour  des  surfaces  df 
révolution  quelconques,  on  verra  que,  si  la  méridienne  a  des  branches  infi- 
nies, il  y  a  des  lignes  géodcsiques  à  branches  infinies.  S'il  y  a  sur  la  sur- 
face un  parallèle  minimum,  ce  parallèle  forme  une  ligne  géodésique  et  il 
existe,  en  général,  des  géodcsiques  qui  lui  sont  asymptotes.  Pour  une 
étude  approfondie  de  ces  courbes,  nous  renverrons  aux  Leçons  sur  la 
Ihiorie  des  iurjaces  de  M.  Darboui  (HI*  Partie). 

276,  HouTOment  d'un  point  pesant  but  une  surface  de  révo- 
lution à  axe  TOrtical  O;  —  L'intégration  des  équations  de  ce 
mouvement  se  ramène  à  des  quadratures.  Letliéorème  des  forces 
vives  donne  d'abord 

-^  =  mgdz        ou        i''  =  a^s-+-A, 

irn  prenant  l'axe  des  z  dirigé  vers  le  bas.  Le  théorème  des  aires 
s'applique  Cl  donne 

Si  l'équation  de  la  surface  est  s  =  !p(r),  on  aui 


En  éliminant  alors  le  temps  el  la  vitesse  cuire  ces  Lroi»  kijMf^ 
tions,  il  viendra 

rfr>(n- <?'*)  +  '■' rf9'  =  [2^?('-)+  Al 
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les  variables  se  séparent  immédialemenl  et  Ton  a  6  en  fonction 
de  /*  par  une  quadrature 


0 


'fW, 


rp'i 


[2^<p(r)-+-  /ij/-*—  G* 


On  intégrera  de  même  par  des  quadratures  toutes  les  fois  que  le 
mobile  sera  sollicité  par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  de 
forces  qui  s'exprimera  en  fonction  de  r  seulement. 

En  supposant  la  surface  algébrique,  M.  Kobb  a  déterminé  les 
cas  dans  lesquels  le  problème  se  ramène  aux  fonctions  elliptiques 
(Acta  malhemalica,  t.  X). 

On  trouvera  une  étude  analytique  intéressante  du  mouvement 
d'iin  point  pesant  sur  une  surface  de  révolution  dans  un  Mémoire 
de  M.  Otto  Staude,  Acia  mathematica,  t.  XI. 

Remarque,  —  Un  point  pesant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  de  révolution  ne  peut  décrire  un  parallèle  de  la  surface 
que  si  le  sommet  du  cône  des  normales  le  long  de  ce  parallèle  se 
trouve  au-dessus  de  ce  parallèle. 

L'équation  de  la  surface  est,  en  eflet, 

5  =  çp(r)        ou        5  — çp(v/a7« -^  j«)  =  o. 

En  revenant  alors  aux  équations  générales  du  mouvement  sur 
une  surface,  on  aura 


Pour  que  la  trajectoire  soit  le  parallèle  z  =  5©,  il  faut  que  ces 
équations  soient  satisfaites  par  les  conditions  z  =  Zq^  x  =  /'oCOsO, 
i'  =  rosin6;    d'autre     pari,     le     théorème    des    aires    donnera 

rj  -Tj  =  C=  Toi'o,  t^p  désignant  la  vitesse  initiale  nécessairement 
tangente  au  parallèle,  d'où  6  =  -^  •  On  devra,  par  suite,  avoir 

Ces  deux  dernières  équations  se  réduisent  à 

g 


îi^_  „?l(':o) 


''o 


■  1 

1' 

I    • 

I 


^ 
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fjonc  ^''  /'o)  doit  être  négatif.  Si  cette  condition  est  remplie,  le 
-sommai,  tlii  coDc  des  normales  se  trouve  au-dessus  du  parallèle  : 
rii  l.inr.mt  le  mobile  sur  ce  parallèle  avec  la  vitesse 

•ifi  lui  f#;ra  décrire  le  parallèle. 

f.»:  résultat  se  vérifie  aisément  par  la  Géométrie  :  il  suffit  d'ex- 
(•fi/ii'rr  que  la  résultante  du  poids  et  de  la  réaction  normale  est 

•Jif  ig*:';  vers  le  centre  du  parallèle  et  égale  à  — ^'• 


:ST7.  Pendule  sphérique.  —  Le  pendule  sphérique  est  constitué  par  un 
j,'iiM.  ji*rT<inl  nnobile  sans  frottement  sur  une  sphère  fixe.  Prenons  pour 
•,fi/iri*:  I*:  centre  de  la  sphère  et  pour  axe  des  z  une  verticale  dirigée  vers 
ir  ï,4*..  Ln  coordonnées  semi-polaires,  l'équation  de  la  sphère  sera 

/•*  -H  z^  =  /2, 

«;ri  d«:*i^nant  par  /  la  longueur  du  pendule. 

Lr  mobile  est  soumis  à  Faction  de  deux  forces,  son  poids  et  la  réaction 
u*>ttun\*t  de  la  sphère;  le  théorème  des  forces  vives  donne  donc 

r*  —  '}£rz-r-  h, 

|/utr'|u<'  le  travail  de  la  réaction  est  nul.  De  plus,  les  deux  forces  étiint 
'Ufifi  un  même  plan  avec  Taxe  des  c,  on  peut  appliquer  le  principe  des 
.iif>.  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan  xOy  : 

/•îr/0  =  Cfif, 

Oe^  trois  équations  déterminent  z,  r  et  6  en  fonction  de  /. 

Cherchons  d'abord  à  déterminer  z  :  il  faudra  pour  cela  éliminer  /*  et  0. 
L'équation  des  forces  vives  peut  s'écrire 


i  De  l'équation  de  la  sphère  r  =■  //*  —  5*,  on  déduit 

,  —  zdz 

rfr  = 


d'autre  part,  réquation  des  aires  donne 


^/«^IT-i' 


en  posant 
on  en  tire 
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en  portant  dans  l'équation  des  forces  vives,  nous  aurons 

'"  (S)'  =  ^""^'^  -^h)(l^-.  z^)  -  G«; 

(p(>5)  =  (2^;;-+-/i)(/«-;;î)-C*, 
,dz         ,     , /**       Idz 

Le  temps  est  ainsi  donné  en  fonction  de  z  par  une  quadrature  elliptique. 
Le  signe  à  prendre  se  détermine  par  les  conditions  initiales.  Il  n'y  a  d'am- 
biguïté que  si  (  ■;y7  )    =  o  :  on  verra  alors  si  .s  doit  croître  ou  décroître,  en 

partant  de  cette  valeur,  pour  que  <p(^)  reste  positif. 

C  fit 
La  formule  ^6  =  — ;p  montre   que  la  projection   du   mobile  sur  xOy 

tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  l'axe  des  z^  à  moins  que 
l'on  ait  G  =  o,  auquel  cas,  l'angle  0  restant  constant,  on  aurait  un  pen- 
dule simple.  Si,  dans  cette  même  formule,  on  remplace  r*  et  dt  par  leurs 
valeurs  en  2,  on  a 

/  et  0  sont  ainsi  définis  en  fonction  de  z;  on  aura  ensuite  r  par  l'équation 
de  la  sphère.  Pour  que  les  intégrales  soient  réelles,  il  faut  que  ^{z)  soit 
positif.  Ce  polynôme  a  ses  trois  racines  réelles.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de 
substituer  à  ^  la  suite  — qo,  —  /, zq»  -+-  /,  qui  donne  à  f  (-«)  les  valeurs  suc- 
cessives -f-30,  —  C*,  ©(-«o)>  —  G*>  cl  de  remarquer  que,  ^0  étant  la  valeur 

dz 
initiale  de  ^,  cp(^o)  est  positif,  car  la  valeur  initiale  de  --7-  est  réelle;  il  y 

a  donc  deux  racines  réelles  a,  ^  dans  les  intervalles  +  /,  ^0  et  Zf^^  —  /,  et 
une  racine  y  entre  —  /et  —  qo.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces 
racines  a  pour  valeur  —  /•;  on  a  donc 

Y(a-i-?)  =  ~(/«-+-«P); 

comme  *  et  p  sont  compris  entre  —  /  et  -+-/,/*  -f-ap  est  positif;  y  étant 
négatif,  a  +  p  est  positif;  le  parallèle  équidistant  des  parallèles  2  =  a, 
^3^  est  donc  toujours  situé  au-dessous  du  centre  et  la  racine  a  est 
toujours  positive.  La  variable  z  partant  de  la  valeur  z^  comprise  dans 
l'intervalle  a^  restera  toujours  dans  cet  intervalle,  car,  si  elle  en  sortait, 
(p(^)  deviendrait  négatif. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  ailla  d'abord  en  décroissant  à 
partir  de  ^  =  ^So;  il  faudra  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  :  z  ira  en 
décroissant  jusqu'à  p,  et,  lorsque  le  mobile  atteindra  le  parallèle  BB'(2  =  P) 

-,  B,.  >.  .,,..,0,.  ..„  ...  ...,..,.  h......,„  p.,.,„  g  „.  „.,  „ 
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rc  point  sans  que  -7-  le  soit.  A  partir  de  ce  moment,  le  mobile  continuera 

îi  tourner  autour  de  Taxe  des  z  dans  le  même  sens,  mais  i)  devra  redes- 
cendre (/i/^.  167);  il  redescendra  ainsi  jusqu'au  parallèle  ::  =  a,  en  dé- 

F'ig.  167. 


orivant  un  arc  tangent  en  A|  à  ce  parallèle,  puis  remontera  jusqu'au  paral- 
lèle 2  s=  ^,  et  ainsi  de  suite.  Le  temps  que  met  le  mobile  à  aller  de  Ai  en 
Bj  est 


? 

el  ce  temps  est  le  même  que  celui  que  met  le  mobile  à  parcourir  les  arcs 
B,  A|,  BtAt,  Ole. 

Si  le  mobile  ètail  primitivement  lancé  sur  Fun  des  parallèles  extrêmes, 

on  aurait  au  début  -3^  =  o  :  c'est  le  cas  d'ambiguïté  que  nous  avons  réservé 

plus  haut  :  si  lo  mobile  est  lancé  sur  j  =  S.  «  devra  croître  et  Ton  prendra 
le  signe  -f-  devant  le  radical  ;  on  prendra  le  signe  — ,  au  contraire,  si  le 
mobile  part  du  |uiralléle  ^  =  x. 

Les  plans  méridiens  des  points  de  contact  de  la  trajectoire  avec  les  pa- 
rallèles extrêmes  sont  des  plans  de  symétrie  pour  cette  trajectoire.  En 
elTet«  considérons  deux  points  M«  M'  d'un  même  parallèle  sur  les  branches 
A|B|«A|Bt:si  d.  fl\6|  sont  les  valeurs  de  d  correspondant  aux  points 
M«  M\  A|,  on  aura 

«■1 


les  deux  p«inl$  M,  M*  sont  dfMic  bi^tt 
de  A|«  Les  lenip$  que  wnel  le  nMibil*  |po 


cnkP.  \iii.  —  HOU 


it  tous  deux  poi 


la  trajectoire  eur  le  plao  <ies 
parallèles  cutrémes  sont  ou 


ns  mBinleiiant  la  projecli 
j-f  :  nous  distinguerons  les  deux  cas 
non  dans  le  mâine  hémisphère. 

Premier  cas.  —  Les  parallèles  extrCmea  sont  dans  l'hémisphère  infé 
rieur.  Le  cercle  le  plus  bas  s  =  a  se  projette  à  l'intérieur  du  cercle  ;:  =  3 
la  courbe,  oscillant  entre  ces  deux  cercles,  alTecte  la  forme  ci-cooir 
(_fiff.  168);  nous  verrons,  d'ailleurs,  qu'elle  ne  peut  pas  présenter  de  poin 

Kig.  1G8. 


d'iDdexion.  Four  un  observateur  place  sur  l'axe  des  t,  le  mobile  semble 
décrire  une  ovale  qui  se  déplacerait  dans  le  sens  du  monvemenL;  nous 
allons  voir,  en  elTet,  que  l'angle  B[  0A|  est  plus  grand  qu'un  angle  droit. 
Deuxième  cas.  —  t>upposons  roaintenani  que  les  deux  cercles  extrêmes 
soient  de  part  et  d'autre  de  l'équaleur.  En  projection,  le  cercle  z  =  1 

Fig.  i6g. 


iM  intérieur  au  cercle  ^. 
Mtion  de  la  trajectoire  c 


l'on  3  on- 3  >  o.  D'autre  part, 
;  tangente  à  l'équateur  en  E  et 


présenie  la  forme  que  nous  i 

ndiquonsO^.  169); 

elle  pouLTaii  d'ailleurs 

avoir  de»  indexions. 

On  doii  à  Puiseux  (Journ 

al  de  LioiwUte,  igj2 

)   la    démonatration  de 

la  propriété  que  noua   avons 

énoncée  plus   haut  : 

langle  W  =  B,OA,   est 

lOQJours  supérieur  à  un  angle 

!  droit.  Cet  angle  a,  e 
/«          Cldz 

n  eiïet,  pour  valeur 

Noua  avon< 

?(i)  =  (îfi  +  /i)(/'-ï')-r.>^i;,^(ï-5)u-;i)(.a 

en  égalant  les  termes  en  z,  nous  avons  déjà  obtenu 
on  peut  alors  écrire,  en  remplaçant  y  par  cette  valeur, 

7(^1  =  ^  (•-■!)(>- ?)(=("  +  P)+''+"?ll 

fiiisons  «  —  /  dans  cette  Identité,  il  viendra 

-C«=^^  (a- 0!/- ?)(/-!-«)(/ -H  p); 
en  posant    A  =  /(/  — a)(/— P), 
C  =  A.B 


IkBJt 


i,(--P)['(«+P)-<-''+«?l' 


pour  avoir  des  limites  de  cette  intégrale,  iv 

entre  lesquelles  reste  compris  le  dernier  facteur  £(2  +  ^)  +  '*-)-  '^-  Sup- 
posons qu'on  ait  trouvé  deux  quantités  positives  constantes  P  et  Q  telles 
que,  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 

P^*(«  +  P)  +  /'->H 

alors  l'intégrule  V  sera  compriM 
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si  l'on  y  remplaçait  successivement  s  (a  4-  p  )-+-/*  -h  ap  par  P  et  par  Q  : 


AB    /•« Ijh, ^xv^^  C"" i^ 


L'intégrale  définie  qui  figure  dans  cette  formule,  ne  contenant  que  la 
racine  carrée  d'un  trinôme,  peut  se  calculer  facilement  ;  on  trouve  qu'elle 

a  pour  valeur  -  (  y  "^  r  )  '  l'inégalité  précédente  devient  alors 

^     (A  -H  B)<  W  <  -^(A  H-  B). 


'2 


v/P  2  v/Q 


Un  premier  choix  des  limites  P  et  Q,  qui  donne  immédiatement  le  théo- 
rème de  Puiseux,  est  le  suivant  :  le  facteur  ^(a  -+-  P)  -H  /'  -t-  a^  varie  dans 
le  môme  sens  que  5,  car  le  coefficient  a -+- p  est  positif  :  comme  z  est 
compris  entre  -+-  /  et  —  /,  ce  facteur  est  compris  entre  /(a-+-p)-f-/*-4-ap 
et  — /(a-4- P) -4- /* -hap,  c'est-à-dire  entre  A*  et  B*.  On  peut  donc 
prendre  P  =  A*,  Q  =  B*,  et  l'on  voit  que  W  est  compris  entre  les  deux 

limites  -  (  '  -*~  x  )  ^'  "  (  *  "^  TT  )'    ^"*  ^^^^  toutes  les  deux  supérieures 

à  J^.  Lorsque  la  vitesse  initiale  est  très  grande,  ces  deux  limites  sont  très 

voisines  de  ti  :  en  effet,  lorsque  Vq  augmente  au  delà  de  toute  limite,  h  et 
C  augmentent  indéfiniment  et  l'équation  (p(^)=o,  après  qu'on  a  divisé 
tous  ses  termes  par  A,  prend  la  forme 

oiï p^  désigne  une  constante.  Dans  ces  conditions,  une  des  racines  y  du 
polynôme  ^{z)  devient  infinie  et  les  deux  autres  a  et  p  tendent  vers  les 
racines  du  trinôme  ci-dessus  qui  sont  égales  et  de  signes  contraires.  On 
a  donc,  dans  ce  cas  limite,  p  =  —  a,  A  =  B,  et  les  deux  limites  que 
nous  venons  de  trouver  pour  V  sont  égales  à  tt.  On  voit  ainsi  que,  quand 
Vq  augmente  indéfiniment,  ^  tend  vers  tt;  la  trajectoire  tend  alors  à  deve- 
nir un  grand  cercle,  Halphen  a  démontré  {Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques, t.  II,  p.  128)  que  l'angle  W  ne  peut  pas  dépasser  la  limite  tc.  M.  de 
Saint-Germain  a  établi  cette  même  proposition  par  une  voie  plus  élémen- 
taire {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1896,  1898,  1901,  et  Mé- 
moires de  V Académie  de  Caen,  1901). 

Revenons  pour  un  instant  au  cas  général  :  nous  pouvons  trouver  des 
limites  plus  rapprochées  que  les  précédentes  pour  la  valeur  de  V.  En  effet, 
le  facteur  2(a-i-p)-r/*-f-ap  variant  dans  le  môme  sens  que  z  est  com- 
pris, dans  l'intégrale  qui  donne  ^*,  entre  les  valeurs  extrêmes  qu'il  prend 
pour  ^  =  a  et  -S  =  p.  On  pourra  donc  prendre 

P  =  a*-i-2apH-/S         Q  =  pî-t-aap-h/» 
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el  Ton  trouvera 

-         lA— B.         ^^       -         A— B 


«^aand  ^  tend  ver>  x.  ces  deui.  limites  deviennent  égales  :  on  a  donc 

lim  T  = =^:^=.     •  poar  :î  =  x  . 

<^tte  formule  donne  la  valeor  de  T  quand  la  trajectoire  est  comprise 
entre  deu\  parallèles  infiniment  rapprochés.  Si.  de  plus,  ces  deux  parallèles 
infiniment  rapprochés  se  trouTcnl  très  près  du  point   le   plus   bas  de  la 

«phère.  2  est  très  voisin  de  /et  T  voisin  de  --  Dans  ce  dernier  cas.  la  tra- 

jectAÏre  est  voisine  d'une  petite  ellipse  :  c'est  ce  que  nous  trouverons  pins 
loin  en  étudiant  les  oscillations  infiniment  petites. 

278.  Calcul  </e  ia  réaction  mormalc.  —  Comptons  la  réaction  nor- 
male N  positivement  vers  le  centre  de  la  sphère:  la  formule  générale 
c'tablie  précédemment    n*  d^  . 


N-F.= 


R 


donne  immédiatement  N.  En  effet.  R  est   égal  an   rayon  /  de  la  sphère. 

i*  =  2 ^-^  —  A.  et  F»,  projection  du  poids  mf  sur  le  rayon,  est j-^  ;  on  a 

tlono 

>  =  y      ^^Z  ^  h j—  =    y      yCZ—  h    . 

<^tte  néactioa  est  la  même  fonction  linéaire  de  z  que  dans  le  cas  du  pen- 
dule simple.  Si  le  mobile  est  attaché  par  un  fil  de\ible.  sans  masse,  au 
centre  de  la  sphère,  il  quittera  la  sphère  au  moment  où  la  réaction  N 
s'annulera  pour  devenir  négative,  et  tombera  ensuite  en  décrivant  ane 
l»arab->Ie  osculatrice  à  la  trajectoire  antérieur*  sur  la  sphère. 

Si  le  mv^bile  ne  peut  pa>  quitter  la  sphère,  par  exemple  s'il  est  placé 
entnf  deu\  feuillets  sphériques  infiniment  rapprochés,  il  pressera  snr  le 
feuillet  extérieur  quand  N  sera  positif  et  sur  le  feuillet  intérieur  quand  >* 
sera  négatif.  Dans  ce  cas.  la  prvtjection  horiiontale  de  la  trajectoire  pré- 
sentera un  point  d'indevion  au\  points  on  \  s'annule.  En  effet,  dans  «b« 
position  quek»nque  du  mobile,  le  plan  oscnlatear  à  la  trajectoire  conlîeat 
la  lé^ullanie  des  forces  N  el  m^i  en  un  point  où  N  =  o.  le  plan  oscubleur 
iN>ntient  le  poids  mjt.  il  est  vertical  et  la  pnL»jeclîon  horiit>atale  du  poîat 
considéré  est  an  poial  d'ÎBfleiiîoft.  Ce  cas  «e  peut  pas  S4t  présenter  si  s  et  ^ 

sont  positif,  car.  s  restant  alors  positif,  la  réaction  — j—  h y-  est 


sentiellement  positive  v  'o*^  Exetcîolâl. 
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279.  Intégration  par  les  fonctions  elliptiques,  —  On  peut  trans- 
former les  formules  que  nous  avons  établies,  de  façon  que  les  variables 
soient  exprimées  en  fonctions  uniformes  de  /  ;  c'est  ce  que  nous  allons 
faire  maintenant.  Nous  avons  trouvé 

Idz 
dt  — 


comptons  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mobile  passe  au  point  le 
plus  bas  Al  :  nous  devrons  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  et  nous 
aurons 

Idz 
t  = 


-L 


/2^(a-5)(^-p)(^-Y) 


pour  ramener  cette  intégrale  à  la  forme  canonique,  posons 

comme  z  varie  entre   les  valeurs  limites  a  et  p,  a  oscillera   entre  o  et  i. 
De  cette  dernière  égalité,  nous  tirons  successivement 

^  =  a  —  (a--P)M*,         dz  =  —  2((x — ^)udu; 
en  substituant  dans  la  valeur  de  /,  il  viendra 

l  J,     v/(a-Y)(i-«»)(i-X:«u>) 

où  nous  avons  posé 

a  — Y 

quantité  essentiellement  positive  et  moindre  que  i,  puisque  a  est  la  plus 
grande  des  trois  racines  a  >  P  >  7.  En  écrivant  enfin 


il 


nous  aurons 


c'est-à-dire 
d*où 


u  =  snXtj 

z  =  a  — (a  — p)sn«X/; 


\ 
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a  («!il  inuiii  une  fonction  doublement  périodique  de  t;   Tune  des  périodes 
«*^l  iVollo  et  émilo  i\ 


x    /'> du 


i>n   romurt^uera  quo  \a —  z^  \  z — S%  \3  — ^  ^^"^  ^'^*  fonctions   uni- 
ronne*  du  lcm|>5;  on  «,  on  offot. 


\  a  -  -  5  —  ^  1  -  -  SsnX  f , 


^  5   -  ji  =  ^  1  -  -  j  ^  I  —  u*  =  \  X  —  S  en  A  / , 
\  *  —  Y  ""  \  *  "■  V  ^  *  —  A'  M*  =  \  'i  —  ydn  A  / 

IVnr   exprimer  ,r  et    *'  en   fonction   du   temp?.   rappelons  que   l'on  a 
oMewu 

/•  --  ^.* 

ri 

en  ïvmpUcJint  jiïor>  *  jv»r  l^i  \AÎe«r  oticnue  précédemment,  -j-  deviendra 

«fte  ^^«,^tl»^rt  r^ii,^nni^Ue  de  sn\/;  en  Ij»  dcc»>mpofanl  en  éléments  «impies 
l^-A^  U  weth«^,ie  dHermite.  on  p^'^nrrji  effectuer  Tint:  ^ratitin  c«>mfue  l'in- 
,^<ï^rto  **  t^î*>ovi»*  .io>  S  onctions  elhpnqucs,  l-a  foncii.-n  b  ainsi  obtenue 
».  c-^î  ivs-k  «n  ^.Mrtic,  mAi>  on  peut  rij»l  ::r  qur  jr  iî,i\  qni  s'en  déduisent- 
-^^f.:  ,Sc>  t,*':''»"îj.^n^  4iïîuVm>es  *^e  ;.  .^n  ;..  en  ^-ffi:. 


■•-  — .  -ï 


,^r  ,•},  w^,Nri  \*  c»''*    ■  V\;^^Tïeift;ïf  ^1."   t' ;!.*.!.'::   ;«;r.:    y-.ix'.s   :r-:iqcts   qoe  les 

c 

I  prti^,i  ,■.!>'  «v-^  r».'.  f'."^  '  •:':r,'^      ,■  ,-^:  i.»:r>  i. r-'     :'1*:1'-t  ti::."Ti?e  àt  Iz 
,1     -.'^i   :,""  «"i':    ■!   .»»    .  ,•    •.*.     .    :    ,;     î    ..t  ■.  ,      nfJi' n  •*;    t    ?»  i:   îrcîes 
■  v-iv   ',»!•., ',11    t  I  ..y- 'it-:  /',         ,">:'..,'■    i»-.  ■.):•■«:   ^■>:    ;if   l    T  >"»•.•:      J^r-ii'^T-î/ 
-■.    .  •    I'.       ,       >.-.f   . 

•  ■*     II-      •'.    ,    •.  .    V* 

"i'i-.     'Il  .   ..ïi»  1   •    »,'.       ;.  :    .' 'Il       .         Si    *     i  II       i  t'     •     •"■.,''/>".   '-r.T^ifi 

^       f  I.-         .*     <   :  V  -i »    î  ^    I  >.    .  I       f  1  ■      ].    • ':*i'f'n.ii-ia~ 


t 


»  .  -1       'v 


^  t.:  I-      >i      "..«■'    .1     i<       •.    %.|     ■:  •  ■»:  ■    ^        !     .  ■  .- 
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par  suite 

dt^      -  ^  It  ' 

dans  celle  formule,  remplaçons  z  par  la   vakur  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut,  nous  obtenons 

dfi  ~       ""  /*  ' 

c'est  une  équation  linéaire  qui  admet  x  pour  intégrale  particulière;    elle 
admet  également^  pour  intégrale,  puisque  l'équation  en^ 

d^r  -  -  r 

m  —rr  =  —  N^ 

dt^  l 

est  de  même  forme  que  l'équation  en  x.  Si  l'on  pose  alors  X/  =  <',   l'équa- 
tion précédente  prend  la  forme 

^.*^=a:(6A-2sn«/'H-/i'), 

/<'  désignant  une  constante;  c'est  l'équation  de  Lamé 


où  Ton  fait  /i  =  2. 


280.  Théorème  de  M.Greenhill.  —  On  doit  à  M.  Greenhill  l'intéressante 
remarque  suivante  :  Quand  le  pendule  sphérique  est  lancé  horizontale- 
ment au  niveau  du  centre,  il  existe  une  combinaison  linéaire  des  intégrales 
donnant  0  et  /  qui  est  une  intégrale  pseudo -elliptique^  c'est-à-dire  qui 
peut  s'exprimer  ù  l'aide  des  fonctions  élémentaires.  En  effet,  les  valeurs 
initiales  de  .5  et  ^  étant  supposées  nulles  à  l'instant  <  =  o,  on  a,  en  appe- 
lant i^o  la  vitesse  initiale  supposée  horizontale, 


~1     {l^-z- 


a  _    '  l^Vodz 


■.t)^zl'ig{l^-z*)-i>îz\ 


J 
équations  qui  donnent,  comme  on  le  vérifie  sans  peine, 


0 1  ^  =  arc  sin  
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ou,  en  appelant  o  l'angle  du  pendule  avec  la  verticale,  z  =/cosîp. 


sin  ç  sin  (0 /  M  =  T V  cos^p 


Cette  relation,  jointe  à  celle  qui  donne  z  ou  /coso  en  fonction  ellip- 
tique de  /,  permet  d'exprimer  .r,  ^',  z  en  fonctions  uniformes  de  /. 

281.  Oscillations  injîniment  petites.  —  En  introduisant  la  réaction 
normale  N,  on  a  pour  les  équations  du  mouvement  du  pendule 

Si  les  oscillations  sont  suffisamment  petites, j* cl  y  resteront  très  petits; 
nous  les  considérerons  ct>mme  inliniment  petits  du  premier  ordre,  et  nous 
ncglijicrons  les  termes  du  seconci  ordre.  A  cet  ordre  (Tapproximation,  on 
aura  z  =  l,  puisque  la  formule  de  Taylor  donne 

, /  JC'-h    )•*  \ 

-  _-:.  //.  _  {j^'--^y-)  -  /  (»  -+-— 77;-  -+-•••]» 

cl  le  deuxième  terme  du  développement  est  du  second  ordre.  Faire  Tap- 
proximation  dont  nous  parlons  revient  ainsi  à  admettre  que  le  mobile 
ne  quitte  pas  le  plan  tangent.  La  dernière  des  équations  (i)  se  simplifie 
et  donne 

\  =  m  ,ir  : 

en  portant  cette  valeur  dans  les  deux  premières,  nous  obtenons 

d^x  ir  d^y  jç' 

dt*      "■  /  '  dfi     ~  l-^       ' 

ce  sont  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force 
centrale  proportionnelle  à  la  distance;  la  trajectoire  sera  une  ellipse  ayant 
son  centre  sur  l'axe  des  z.  .Nous  voyons  elfectivement  que  ces  équations 
linéaires  ont  pour  intégrales  générales 

:rr-.\  cosM/^'n-Bsin/i  /^', 

V  -.  A'  cos  /  {/  y  -+-  B'sin  /  i  /  "j' . 

Nous  supposerons  que  l'on  ait  pour  t  =  o 

dx  dv 

>^  =  ^0,  r  =  o,  -^-  rrr  o,  "^  =  *'0  , 
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ce  qui  revient  à  faire  passer  le  plan  zOx  par  un  des  sommets  de  la  petite 
ellipse.  Il  en  résultera  les  valeurs  suivantes  des  constantes 

/y 

A  =  a:o,  A'=o,         B  =  o,         B'=(^oi/-; 

d'où 

x  =  Xo  cos  /  l /y»        y  =  Vo  i/-  sin  1 4/  ^'• 

L'élimination  de  t  donne  immédiatement  l'équation  d'une  ellipse;  la  durée 
de  la  révolution  est 

,  n 

27:4/  — • 
V    A' 

On  peut  pousser  plus  loin  l'approximation  en  conservant  les  termes  du 
second  ordre  :  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  N  par  sa  valeur  obtenue  par  la  première  approximation  : 
ce  calcul  a  été  fait  par  Tisserand  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques  y 
année  1881). 

D'autres  méthodes  d'approximation  ont  été  données  par  Resal  {Méca^ 
nique  générale,  t.  I,  p.  180),  et  par  M.  de  Sparre  {Annales  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles,  1892). 


EXERCICES. 

1.  Un  point  M,  de  masse  égale  à  l'unité,  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  sur- 
face représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équation 

J7--H  r'  =  7  (e=-t-e-*)^; 

il  est  attiré  par  chaque  élément  de  l'axe  des  z  avec  une  force  égale  au  quotiODt 
de  la  longueur  de  l'élément  par  la  quatrième  puissance  de  sa  distance  au  point  M. 
Discuter  le  mouvement  que  peut  prendre  le  point  mobile  :  projection  de  sa  trajec- 
toire sur  le  plan  des  xy.  Étudier  le  cas  où,  à  l'instant  initial,  le  point  M  se  trouve 

sur  l'axe  des  x  avec  une  vitesse  égale  à  i/ -k  et  faisant  un  angle  de  45*  avec  le 
plan  des  OTK.  (Licence,   Cacn.) 

2.  Un  point  non  pesant  se  meut  sur  une  sphère  fixe  x^-hy^-h  z^ —  R*=  0  sous 

l'action  d'une  force  dirigée  normalement  vers  le  plan  des  xy  égale  à  -^3  >  k^  dé- 

signant  une  constante.  Trouver  le  mouvement  et  la  réaction  normale. 
(La  trajectoire  est  une  conique  sphérique.) 

3.  Considérons  un  point  matériel  M,  de  masse  égale  à  l'unité,  sollicité  par  une 
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force  P  dont  les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  sont  les  dérivées  par* 
tielles  d'une  fonction  de  forces 

lequation  U  =  const.  représente  ane  surface  de  niveau  dont  l'intersection  avec 
une  surface  quelconque  S  peut  être  appelée  ligne  de  niveau  sur  S.  Déterminer 
cette  dernière  surface,  de  manifre  que  le  poirit  M,  obligé  de  rester  sur  elle,  et 
abandonné  sans  vitesse  initiale  à  l'action  de  F,  décrive  toujours  une  trajectoire  C 
orthogonale  à  toutes  les  lignes  de  niveau;  si,  par  exemple,  M  n'était  sollicité  que 
par  la  pesanteur,  il  devrait  tomber  sur  la  surface  cherchée  suivant  une  ligne  de 
plus  grande  pente. 

Démontrer  que  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  une  surface  de  niveau  coupe  S 
varie  aux  divers  points  de  la  ligne  H  d*interseciion  en  raison  inverse  de  F 
(A.  DE  Saisit-Germain,  Journal  de  Afath.j  octobre  1876). 

4.  Un  point  libre  sollicité  seulement  par  une  résistance  de  milieu  décrit  une 
droite.  Démontrer  qu'un  point  mobile  sur  une  surfare  et  sollicité  seulement  par 
une  résistance  de  milieu  et  un  frottement  décrit  une  ligne  géodésiquc. 

5.  Un  point  matériel  pesant  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère  de 
rayon  a  ost  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  B,  situé 
sur  la  verticale  Oz  du  centre  de  la  spht^re,  à  une  distance  OB  ■=  b  du  centre. 
On  donne  la  valeur  a  de  l'attraction  à  l'unité  de  distance,  l'intensilc  ^  de  la 
pesanteur,  la  vitesse  initiale  k  du  point  mobile,  laquelle  est  supposée  horizon- 
tale, et  enfin  la  distance  initiale  h  de  ce  point  au  plan  horizontal  Oxy,  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère.  On  demande  :  i*dc  trouver  les  limites  entre  lesquelles 
variera  pendant  le  mouvement  l'ordonnée  z  du  point  mobile;  2*  de  df^terminer 
complètement  ce  mouvement  dans  1^  cas  particulier  où  l'attraction  du  point 
fixe  B  sur  le  centre  de  la  sphère  est  égale  et  contraire  à  la  pesanteur. 

6.  Mouvement  d'un  point  mobile  sur  une  sphère  et  attiré  par  un  plan  diamé- 
tral proportionnellement  à  la  di'^lanrf^.  [  On  est  ramené  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Lamé  (Kobb,  Comptes  rend  us  ^  t.  CMII  ).] 

7.  Lignes  geode'sif/ues  de  re/fipsoide.  —  Comme  eonséquence  <le  la  relation 
^D  =  const.,  démontrée  dans  le  texte  ^n'  270),  on  démontrera  les  propositions 
suivantes  .* 

Soirnt  O  et  U'  deux  ombilics  de  IVIlipsoïdc  non  diamétralement  opposés,  MO 
et  MO'  1rs  deux  liçnes  gcodésiqut.:s  joignant  un  point  M  aux  deux  ombilics: 
ces  deux  lignes  sont  également  inclinées  sur  chacune  des  lignes  de  rourbure 
pa'ivant  par  M. 

Si  le  point  M  décrit  une  ligne  de  courbure,  la  somme  ou  la  différence  des 
arrs  de  combes  géodi-siques  MO  ±:  MO'  est  constante.  (Voir  Journal  de 
Liouvill(\  i^i*».) 

X.  Lignes  gèodèisiques  du  tore  f  Hksal,  Comptes  rendus,  t.  XC.  p.  «^^7). 

0.  Liîrnes  grodésiques  d<:  la  surfare  engendrée  par  une  chafnelte  tournant  au- 
tour de  «»a  ba<.e  (6  «M  donné  en  /•  panine  intégrale  elliptique  de  première  espèce, 
qui  se  met  immédiatement  sous  la  forme  normale). 
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9  bis.  Lignes  géodésiques  de  l'hyperboloïdc  à  une  nappe  engendrée   par  Thy- 

perbole  —  —  tj  =  i.  En  appelant  e  l'excenlricité  de  Thyperbole,  on  trouve  pour 

équation  de  la  projection  des  lignes  géodésiques 


rfô 


_  k  dr     /         e^/'^—  a} 


6  s'exprime  donc   par  une   intégrale   réductible   aux   intégrales   elliptiques.    La 
courbe  a  une  forme  analogue  à  celle  du  n"  275.  Pour  k  —  a,   elle  est  asymptote 

au  cercle  de  gorge  r  =  a  ;  pour  A*  =  -i  la  courbe  se  réduit  à  une  génératrice. 

c 

10.  Courbure  des  lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution.  —  Soient 
H  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  d'une  surface  de  révolu- 
tion, r  le  rayon  du  parallèle  correspondant,  t  l'inclinaison  de  la  lignegéodésique 
considérée  sur  la  méridienne,  p  son  rayon  de  courbure;  démontrer  la  formule 


k  désignant,  comme  dans  le  texte,  la  valeur  constante  du  produit  rsini  le  long 
de  la  ligne  géodésique  considérée  (Resal,  Nouvelles  Annales,  février  1887). 

11.  On  lance  sur  une  surface  un  point  pesant:  démontrer  qu'on  peut  prendre 
la  vitesse  initiale  assez  grande  pour  que,  sur  une  certaine  longueur  à  partir  de 
la  position  initiale,  la  trajectoire  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  d'une  ligne 
géodésique. 

12.  Lignes  géodésiques  de  la  surface  de  révolution 


On  peut  poser 


a 
r  =  Y  cosu, 

•4 


/    .      M  U\ 

=  a  {  sin cos—  )« 

\        1  -x) 


Ces  lignes  géodésiques  présentent  la  forme  d'un  8  gauche;  elles  sont  toutes 
fermées  et  ont  toutes  la  même  longueur  (  Tannery,  Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, p.  190;  189a). 

13.  On  a  deux  points  pesants  qui  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance  : 
le  premier  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  verticale,  le  second  sur  un 
plan  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  de 
deux  points. 

Appliquer  les  formules  au  cas  où  m'  ■=.  m.  La  position  initiale  est  celle  d'équi- 
libre» les  projections  de  la  vitesse  initiale  du  second  point  sur  l'horizontale  et  la 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sont  égales  chacune  à  la  vitesse  Initiale  du 

3 
premier  point.  On  a  de  plus  sin  a  =  y 

Appliquer  aussi  les  formules  au  cas  où  le  plan  est  horizontal  a  =  0. 
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1  i.  Mouvement  d'un  point  sur  la  sphère  sous  Vaction  d'une  force  canstam- 
ment  située  dans  le  plan  du  méridien  du  mobile.  —  Le  ra^'on  de  la  sphère 
«^tant  ftuppK>fté  égal  à  Tunilé  et  la  position  da  mobile  étant  déGnie  par  la  longi- 
tude h  et  le  complément  ^  de  la  latitude,  on  considère  on  mobile  sollicité  par 
une  force  constamment  située  dans  le  plan  méridien  et  Ton  appelle  F  la  projection 
de  cette  force  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère,  F  étant  regardée  comme  positive 
ou  négativi*,  suivant  que  cette  composante  est  dirigée  dans  le  sens  des  9  crois- 
ftaritf  ou  en  sens  contraire.  Démontrer  les  formules  suivantes,  analogues  k  celles 
de  la  théorie  des  forces  centrales  et,  en  particulier,  à  la  formule  de  Binet 

d  mv^ 
*  »in»?rfe  rr  Crf/,         ^^-^=Frf?, 

V  — :-=-  I  COlgÇH -=^    . 

(Paul  SKnRET,  Théorie  géométrique  et  mécaniquey  etc.,  p.  igS.) 

m  IL 
Exemple, — Si  F  a  pour  valeur    .  ^  1  la  trajectoire  est  une  conique  sphérique 

iiyant  pour  foyer  le  pAle.  (Analogie  avec  le  mouvement  des  planètes.) 

15.  l*Uablir  des  formules  du  même  genre  pour  le  mouvement  d*un  point  sur  une 
surface  de  révolution  tous  l'action  d'une  force  constamment  située  dans  le  méri- 
dicn  du  mobile. 

16.  Transformation  de  mouvements,  —  Soit  dans  un  plan  fixe  un  point  ma- 
tériel de  masse  i  sollicité  par  une  force  V  dont  les  projections  X  et  Y  sont  des 
fonctions  des  seules  coordonnées  x  ct^y  du  point. 

Les  équations  du  mouvement  sont 

d'X  d\y  _ 

dt''         '         dt'  ~     • 

Faisons  la  transformation  homographique 

cf  j?  -H  br  -^  c  _  o' X -{- b' y -i- c' 

^'  ^  a'x-hb^r-^c'  '        ^''  ~  S^^F^TpyTjTp  ' 

m  remplaçant  la  variable  indépendante  /  par  une  variable  /,  liée  à  t  par  la  relation 

dt 


A</^,= 


{a'x-^b'y-i-c'y 


Oémontrcr  que  le  point  (4?|,y|)  se  meut  dans  le  temps  f,  comme  un  point  de 
masse  1  sollicité  par  une  force  F|  dont  les  projections  X|  et  Y,  dépendent  senle* 
ment  de  x,  et  y^.  I.a  trajectoire  du  point  {x^,x^)  est  la  transformée  homogra- 
phique de  celle  du  point  (x,y),  la  direction  de  F,  est  la  transformée  homofis* 
phique  de  celle  de  F. 

La  force  F  étant  centrale,  F,  est  oa  ceaUralt 
(  ArrRLL,  Comptes  rtmâus,  t.  CVIII»  p. 

17.  Inversement,  si  Ton  char^«  ' 


telle  que  la  nouvelle  force  F,  dépeDde  seulement  des  coordonnées  x,  ,y, ,  cl  cela 
quelle  que  snii  U  loi  de  F'  en  fonclion  de^ct  y,  oo  trouve  seulement  la  trans- 
formatioa  homograpbiqiie  ci-dessus  {American  Journal,  t.  \1I). 

18.  Tram/ormalion  d'un  mouvement  tphèrique  en  un  mouvement  plan.  — 
Étant  donnés  une  spluVrc  (5)  de  rayon  i  et  un  plan  langent  (P)  i  celle 
sphère,  nous  ferons  correspondre,  i  un  point  M,  de  la  sphère,  la  projection  M 
de  ce  point  sur  le  plan  (  P)  Taile  par  le  rajon  allant  du  centre  au  point  M,;  c'est 
la  projeellon  bien  eonnuc  que  l'on  appelle  centrale  dans  la  théorie  des  Cartes 
géographiques;  elle  fart  correspondre  A  toutes  les  droites  du  plan  (P)  des  grands 
cercles  de  la  sphère  (S)  et  réciproquement.  Au  point  de  Tue  analytique,  si  l'on 
prend  le  point  de  contact  du  plan  (P)  cl  de  la  sphère  (S)  comme  pôle  d'uo 
système  de  coordonnées  polaires  dans  le  plan  et  sur  la  sphère,  on  aura,  en  appe- 
lant p  et  i>>  les  coordonnées  polaires  du  point  M  dans  le  plan,  9  et  6  tes  coordon- 
nées polaires  du  point  M,  sur  la  sphère  ('p  colatitude  et  6  longitude),  les  formules 
de  transformation 

(a)  p  =  lang?,  «  =  fl. 

Les  èquatioDS  du  mouvement  plan  seront,  d'après  Lagrange, 


^l'-ndî 


\  =R, 


U'"^)'^ 


R  et  O  étant  des  fonctions  de  p  et  »>.  De  même,  si  l'on  considère  sur  la   sphèi-e 
uo  point  ayant  pour  masse  1  et  se  déplaçant  pendant  le  temps  („   les  équations 


1^  et  6  étant  des  fonctions  de  9  et  (I.  Démontrer  que,  si  l'on  fait  sur  les  équa- 
tions (6)  du  mouvement  plan  la  transformation  délinie  par  les  Tormules  (a) 
de  la  projection  centrale  et  si  l'on  établit  entre  les  temps  (  et  l,  la  relation 

(/i,  =  cos'?d(, 

les  équations  (b)  prennent  la  forme  (e)  oii 


ment  sur  le  plan  correspond  un  mouvement  sur  la  sphère,  el 
■j  trajectoire  de  l!un  des  points   est   la  transformée  de  la  ira- 
par  projection  centrale  (  Appeli.,  American  Journal,  l.  XIII). 
cette  transformation  il'eiemplc  H. 


Dtmonirer  plus  généralement  que  l'on  peut  transformer  de  la  même  façon 
iir  une  surface  à  courbure  constante  en  un  mouvement 
Annale*  de  l'École  Normale  supérieure,  i8go). 

Ilicité  par  aucune  force  donnée  se  meut  sur  un   plan 
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qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  (o  autour  d*un  axe  fixe  auquel 
il  est  invariablement  lié.  Trouver  le  mouvement  et  calculer  la  réaction. 

(DE  Saint-Germain.) 

21.  Rectifier  la  courbe  décrite  parle  pendule  sphérique  en  projection  horizoQ- 
tale  et  en  projection  stéréograpbique  dans  le  cas  de  M.  Greenbill  (p.  5o5). 

(Greenhill.) 

22.  Établir  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  avec  frot- 
tement (Appell,  Comptes  rendus,  i5  février  189a).  Voir  aussi  Mayer,  Sàch- 
sische  Gesellschafty  5 juin  iSgS. 

23.  Mouvement  avec  frottement  d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révo- 
lution à  axe  vertical  (  de  Saint-Germain,  i9u//6^£/i  des  Sciences  mathématiques, 
août  189a). 

24.  Si  un  point  mobile  sur  une  surface  sans  frottement  est  sollicité  par  une 
force  de  direction  constante,  la  projection  de  la  trajectoire  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  force  présente  une  inflexion  :  i<*  quand  la  réaction  s'annule; 
a"  quand  le  plan  osculateur  à  la  trajectoire  est  normal  à  la  surface  (de  Sparre. 
Comptes  renduSy  t.  CXIX).  Ce  sont,  en  efl'et,  les  deux  cas  où  le  plan  osculateur 
à  la  trajectoire  est  vertical. 
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CHAPITRE  XIV. 
ÉQUATIONS  DE  LAGRANGE  POUR  UN  POINT  LIBRE. 


282.  Équatione  de  Lagrangs. —  Nous  avons- donné  dans  1rs 
Chapitres  précédents,  pour  le  moiivcnienld'un  point  sur  une  sur- 
face ou  une  courbe,  (ixe  ou  mobile,  les  équations  indii^uées  par 
Lagrange.  La  tiiéme  inétliode  permet  d'écrire  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  libre  dans  un  sj-slème  quelconque  de 
coordonnées;  cette  méiliode  est  de  la  plus  haute  importance,  car 
elle  s'applique  an  mouvemeni  d'un  sj'Sième  matériel  quelconque. 

Supposons  que  les  coordonnées  cartésiennes  a:,  y,  z  du  mobile 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  soient  exprimées  en  fonc- 
tions des  nouvelles  coordonnées  7,,  qj,  q,  par  les  formules 

il  s'agil  d'écrire  les  équations  du  mouvement  dans  le  nouveau 
système  de  coordonnées,  c'est-à-dire  d'écrire  les  étjuations  diffé- 
rentielles qui  définissent  q,,  q^,  qi  en  fonction  du  temps.  On 
pourrait,  à  la  vérité,  prendre  les  équali<ins  mémos  du  mouvement 
définissant  x,  y,  z  en  fonction  de  ^  et  ^  faire  le  changement  de 
fonctions  délini  par  les  l'oriniilcs  ci-dessus;  mais  ce  serait  là  un 
long  calcul  que  la  méthode  île.  Lagiange  a  précisément  pour  but 
d'éviter.  Cetle  méthode  s'applique  même  au  cas  où  les  coordon- 
nées cartésiennes  seraient  des  fonctions  données,  non  seulement 
de  trois  nouvelles  coordonnées  q,,  ^3,  >/,,  mais  aussi  du  temps  : 
cela  revient,  au  point  de  vue  géométrique,  à  dire  qu'elle  s'ap- 
pli<]iie  même  si  le  nouveau  syslrme  de  coordonnces  est  mobile  et 
iinéd'un  mouvemeni  connu. 

Mous  supposerons  donc,  pour  (ruiler  le  cas  le  plus  général,  que 
j  ,  X  soient  des  fonctions  données  de  q, ,  q^,  qj  et  de  '  : 


?(?i,  çu  ç>.  '),        y  =  ¥  îi,  ît,  7..  O        ;  =  «('/i,  q-..  î> 
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Pour  trouver  les  équations  du  mouvemenl  dans  le  nouveau  sys- 
U^me  de  coordonnées,  c'esl-à-dire  les  équations  difTércntielIes 
définissant  ^i,  q^^  73  en  fonction  du  temps,  écrivons  les  équations 
du  mouvemenl  en  coordonnées  cartésiennes 


m  —  -  =  A, 


m 


d*y 


lit 


^  —  Y 


Multiplions   respectivement  ces  trois  équations   par -7^ ,  -t^> 
-^-»  et  aioulons-Ies  membre  à  membre  ;  nous  aurons 

(Py   dv        d^z    âz 


Oz 


\0 


on  posant 


m 


\  r/>i"  ih/i  "^   dn   oqx  "*"  'dn  ôq~J  ~  ^*' 


w/l         **7l         ^1l 


X,  \,  Z  étant  donnés  en  fonction  de  x,  i\  :;  et  de  leurs  dérivées 
par  rapport  à  /,  il  sera  facile  de  calculer  Q,  en  fonction  de  y,,  y^, 
</j  et  do  lours  dorivôos  par  rapport  à  /;  puis,  pour  calculer  le  pre- 
mier mombro,  rtMnan]uons  quo  Tôq nation  précédente  peut  s'écrire 


..' 


i\ 


\.: 


d,r   x^jr        d%'   i\\'        tiz    vz     "1 

I  de    d     ^\  _  dv  £     ^\  _dz    d^    \£l\l  _  n 


IVur  simpîilîor  IWrituro,  nous  posorons  avec  l^grange 


dx 
di 


dt 


—■  X. 


yt 


dr 


*Lii  - 


dz 


.^/ 


Vt'         T«    =  ï» 


tlf 


l.\Nfiulioii 


j^  ="  T  yi*yt*y»-  '^ 


\ionuo  4U>rs^  si  Ton  prend  le$  dtktvèes  des  de«m 
rinp|H^rt  À  t> 


bfcs  p»r 


.0 


i  ' 
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on  en  déduit,  comme  au  n"  263,  les  formules 


On  oblienl  de  même  les  idei 


m- 

Par  suite,  c 

>n  peut  écrire  1 

.'équation  (a) 

{  d  [    /  ,'iy       ,dy      .  ds'w 

\    di\!"V  dq\   '^^  dq\^=  àq\}\ 


Posons  maintenant 

T  désigne  donc  la  demî-force  vive  du  mobile.  En  y  remplaçant  x', 
y,  z'  par  leurs  valeurs  (3),  T  devient  une  fonction  des  variables 
îtï  7s)  îsi  ')  7]!  7,1  î'i-  Avec  celle  notation,  on  voit  immédiate- 
ment que  l'équation  (3')  peut  s'écrire 


dl\Oq,/        d<i,        ^' 


Un  calcul  tout  semblable  donnerait 

d  fd-x:\ 


t\àq'J 


dt\d<)'t}        ôq,       ^' 

L'espression  T  contient  les  variables  71,  yj,  7,  et  leurs  déri- 
vées premières;  il  en  résulte  que  les  équations  de  Lagrange  que 
nous  venons  d'obtenir  sont  du   second  ordre;  leurs  intégrales 
[«nérales    contiendront  donc   six   constantes    arbitraires   qu'on 
"minera  par  les  conditions  initiales. 
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On  a  immédiatemeot  TeipressioD  T  quand  on  connaît  Texpres- 
Mon  d«;  </j:'   dans   le  sirstême   des  coordonnées  ^|.  q^^  q%^  car 

Calcul  de%  seconds  membres.  —  On  pourrait  remplacer  dans 
Qi,  Q,,  Q),  X.  Y.  Z  [lar  leurs  valeurs,  mais  on  peut  souvent 
simplifier  ce  calcuL  Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  une  fonction 
de  forcer  L  ;  dans  ce  cas,  on  aura 


par  suite 


A   =       —  >  I   =    y  A  ^    » 

<fx  oy  oz 


o\.    oy        oL   Oy        oL    oz 
Ox  O^/i        Oy   Oqx         Oz   Oqi 


Si  Ton  suppose  alors  que  dans  U  on  remplace  x,  j%  z  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  «/i,  //}.  y^,  Téqualion  précédente  s^écrit 

Qi=  -; — 
On  aurait  de  même 

Vais  formules  conviennent  même  au  cas  où  X,  Y,  Z  seraient 
les  d(;rivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  z  d'une  fonction 
Ij(x,  j^,  5,  ^)  contenant  explicitement  le  temps,  quoique  Ton  ne 
puisse*  plus  dire  alors  que  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de 
forces. 

I)afis  le  cas  le  plus  f^énéral,  on  peut  encore  simplifier  le  calcul 
de  (^M  ^Itt  ^^.T  I-)a"*>  les  équations  du  changement  de  coordonnées 

z  =Tn(7,,y2,  r/3,  /), 

(loniioiis  à  /  une  valeur  déterminée  et  supposons  que  «/i,  «72?  73 
pr(!iineiil  les  accroissemenls  virtuels  arbitraires  o«7,,  fjq.,-,  '^ya  ;  les 
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accroissements  de  x,y^  z  seront 

^  dx  n,  dx  ^  dx  ^ 

«  dz  ^  àz  ^  àz  ^ 

àq\    '         (^^1  0<73 

le  travail  élémentaire  des  forces  pour  le  déplacement  virtuel  cor- 
respondant est 

X  037  H-  Y  Û^K  -t-  Z  05 , 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  équations  précédentes, 

Qi  37i.-h  Qi  0^1  -4-  Q3  073. 

Si  donc  on  suppose  que  le  déplacement  virtuel  s'effectue  sur  la 
courbe  5r2=const.,  73=  consL,  le  travail  élémentaire  est  Qiô^i, 
ce  qui  donne  Q|.  On  obtient  de  même  Q2  et  Q3. 

On  voit  que  l'analogie  est  complète  avec  les  équations  trouvées 
pour  le  mouvement  sur  une  courbe  et  sur  une  surface.  La  seule 
différence  est  dans  le  nombre  des  paramètres  ^i,  .  .  .  ,  qui  est  i 
pour  un  point  sur  une  courbe,  2  sur  une  surface,  3  pour  un  point 
libre. 

283.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Dans  le  cas  où  il  existe  une 

fonction  des  forces  U(a:,y,  3),  le  théorème  des  forces  vives  donne 

l'intégrale  première 

T  =  U  -h  /i. 

car  T  désigne  la  demi-force  vive  — ; —  Cette  intégrale,  étant  une 

conséquence  des  équations  du  mouvement,  est  une  conséquence 
des  trois  équations  de  Lagrange  et  peut  remplacer  l'une  d'elles. 

En  nous  plaçant  dans  le  cas  simple  où  les  expressions  de  x^y^  z 
en  fonction  de  ^i,  72,  73  ne  contiennent  pas  i,  nous  allons  vérifier 
que  l'intégrale  des  forces  vives  est  bien  une  conséquence  des 
équations  de  Lagrange.  Dans  ce  cas,  on  a  pour  ^',  y\  5'  des 
expressions  de  la  forme 

^^     ^'     -L.     ^^     ^'     _!_      ^^     ^' 


(2) 
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et  T  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  de  q\^  q\^  q\  : 
on  a  donc,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

Cela  posé,  prenons  les  équations  de  Lagrange,  où  Q«,  Q2,  Qs 
sont  remplacés  par  - — t  - — >  - — ,  et  ajoutons-les,  après  les  avoir 
multipliées  par^r^,  q'^^  q^  :  nous  aurons 

,  d  [  d^\         ,   d  (d1\         ,  d  (àT\         ,  dT  ,  dT         ,  ffï 

Le   deuxième  membre  de  cette  équation  est  évidemment -^j 

car  U  ne  dépend  de  t  que  par  Tintermédiaire  de  q\^  q^i  qi\  quant 
au  premier  membre,  on  peut  l'écrire 

q\j  q\,  q\  étant  les  dérivées  secondes  de  ^r,,  y^,  q^  par  rapport  à  t. 

D'après  Péquation  (i),   fournie  par  le  théorème  des  fonctions 

homogènes,  la  première  parenthèse  est  2T;  quant  à  la  seconde, 

elle  est  l'expression  développée  de  —tj7  puisque  T  dépend  de  t  par 

l'intermédiaire  de  q^^  q^^  ^3,  q\^  q\^  q\.  L'équation  (2)  se  réduit 

donc  à 

d  .   ^^       dT       du 

c'est-à-dire 

dT  =  d{J,        T  =  Uh-A; 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives.  Dans  les  applications,  on  rem- 
placera l'une  des  équations  de  Lagrange,  la  moins  simple  des 
trois,  par  cette  intégrale  première. 

284.  Applications.  —  Problème  :  Trouver  le  mouvement  d^un  point 
matériel  attiré  ou  repoussé  par  un  axe  fixe  suivant  une  /onction 
donnée  de  la  distance  r  (fig.  170). 
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Nous  avons  déjà  vu  (n"84)  que,  dans  ce  cas,  il  y  a  une  fonclion  de 
forces  f^dr  que  nous  désignerons  par  mf{r). 

Fig.  170. 


r*m/ 


Nous  définirons  la  position  du  mobile  par  ses  coordonnées  semi-polaires 
r,  6,  z.  On  aura  alors 

^       I        ,       m  ds^       m,  ,.        .-,.        ,. ^ 

T=  -mi'*= rr-  =  -  (/-'«-hr^O^-h^'»). 

•1  '}.   dt*        1  ^ 

Les  équations  de  Lagrange  seront,  par  conséquent,  après  suppression  du 
facteur  m, 

|(/'«e')  =  o, 

d    , 

-7-5=0. 
dt 

Les  deux  dernières  donnent  par  intégration 

(i)  r«e'=G, 

(2)  z'  =  a. 

Remplaçons  maintenant  la  première  équation  de  Lagrange  par  l'inté- 
grale des  forces  vives;  nous  aurons 


(3) 


-  ^r'«-4-  /-«O'i-h  ^'*)  =  f(r)  ■+-  h. 
•2  ^      7  \ 


k 


Si  nous  y  remplaçons  z'  et  0'  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i)  et  (2),  nous 
obtenons 


î  ('•'•+ 75 +«')=/('•)+*. 


équation  de  la  forme 

r'«=<p(r), 

qai  donne  le  temps  par  une  simple  quadrature. 
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On  aurait  pu  écrire  a  priori  les  équations  (i),  {i)y  (Z)  sans  passer  par 
les  équations  de  Lagrange.  En  effet,  puisque  la  force  rencontre  toujours  Oz, 
le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan 
des  xy.  ce  qui  donne  Téquation  (i).  La  composante  de  la  force  suivant 

Taxe  Oz  étant  nulle,  on  a—.-  =0,  z' =  a  :  c'est  Téquation  (2).   Enfin 

réquation  (8;  n'est  autre  que  l'équation  des  forces  vives. 

Entre  les  équations  (i)et(2)  éliminons  le  temps,  nous  aurons  l'équation 
différentielle 

a 

à  laquelle  satisfont  les  trajectoires,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  force.  Si  l'on 
écrit  cette  équation  en  coordonnées  cartésiennes,  on  a 

X  dy  —  y  dx  =  k  dz^ 

équation  déjà  trouvée  dans  l'exercice  6  à  la  fin  du  Chapitre  I  pour  IVqua- 
tion  diiïérentielle  des  courbes  dont  les  tangentes  sont  des  droites  de  mo- 
ment nul. 

28.*>.  Coordonnées  polaires  dans  l'espace.  —  Soient  p,  Q,  cd  les  coor- 
données du  point  M  (fig-  171)  î  posons 


P  =  7i 


0=r: 


721 


w  =  q^; 


on  aura 


m 


m 


T=  -ç''=  _(p't4-piO'î-t-p«sin20tu'2), 

Fig.  171. 


Les  équations  de  Lagrange  sont  donc 

d 


-j^  (  m  p')  —  mpiO'^-h  u>'2  sin^e)  =  Q,, 


d 


dt^      '        ^ 
d 


dt 


(mp-sin'Ow')  =  Q3. 
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Pour  calculer  Qi,  Qi,  Q,,  nous  ein|)luierons  la  niéiliode  indiquée  précé- 
demment. Désignons  par  R,  Q,  P  les  composantes  de  la  force  suivant  le 
rayon  vecteur  dans  le  sens  de  p  croissant,  la  perpendiculaire  au  plan  2OM 
dans  le  sens  de  u)  croissant  et  la  perpendiculaire  au  plan  de  ce<ï  deux 
droites  dans  le  sens  de  0  croissant.  Pour  un  déplacement  virtuel  sur  le 
rayon  vecteur  (qt=  const.,  q,=  const.),  le  travail  élémentaire  est  RSc, 
par  conséquent 

Q,=  R. 

Pour  un  déplacement  p30,  quand  on  laisse  p  et  u  constants,  le  travail 
élémentaire  est  PpSO.  Mous  avons  par  suite 


En  laissant  enfin  p  et  B  ronstanla,  le  déplacement  se  fait  sur  un  cercle 
de  centre  0'  et  de  rayon  p  sinO;  le  travail  élémentaire  est  donc  Qp  sinOSw, 

Si  la  force  F  rencontre  l'axe  des  z,  Q  est   nul  et  la  troisième  équation  de 
Lagrange  donne 


ce  qui  exprime   que  la  projection   du   mobile  sur  le  plan  des  x^  se  meut 
suivant  la  loi  des  aires. 

286.  Coordonnées  elliptiqueB  dans  l'espace.  —  Dans  le  système  des 
coordonnées  elliptiques,  un  point  M  de  l'espace  est  défini  par  les  para- 
mètres de>>  trois  surfaces  du  second  ordre  homofocales  à  une  surface 
donnée,  se  coupant  en  ce  point.  Soit 

l'équation  des  surfaces  du  second  ordre  homofocales  à  la  surface 


posons,  pour  fixer  les  idées,  a  >  6  >  c,  l'équation  {i)  repré- 

llipsoide  réel  pour  X  <  c,  un  liyperboloïde  à  une  nappe  pour 

).  >  c,    un    hyperboloïilc   à   deux   nappes   pour  a  >  i  >  6,   enfin   un 

ijisolde  imaginaire  pour  X  >  n.  Par  chaque  point  de   l'espace   il   passe 

ces   surfaces   liomofocales;  en  effet,  en  regardant  x,y,  s  comme 

l'équation  (i)  du  troisième  degré  en  X  admet  trois  racines  réelles, 

petite  que  c,  l'autre  comprise  entre  fr  et  c  et  la  troisième  entre  a 

*"  ""  qu'on  vérifie  en  substituant  dans  le  premier  membre  les 
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quantités  suivantes  à  la  place  de  X  et  en  remarquant  que  les  si^es  du 
premier  membre  sont  donnés  par  le  Tableau  suivant,  s  réel  positif  et  très 
petit  : 

Valeurs  de  X — oc  c  —  e  c-+-s    b  —  z    b-ht   a  —  £    a-+-6    H-œ 

Signes  correspondants  du 

premier  membre  de  (i).  —         h-  —         -h        —        -^-.       —      — 

Position  des  racines q^,  qt                   qi 

Appelons  qi,  q^,  q^  ces  trois  racines  rangées  par  ordre  de  grandeurs 
décroissantes;  la  première  q^  donne  un  hyperboloîde  à  deux  nappes,  la 
deuxième  q^  un  hyperboloîde  à  une  nappe,  la  troisième  q^  un  ellipsoïde. 

Ces  trois  surfaces  se  coupent  deux  à  deux  orthogonalement,  comme  il 
est  bien  connu.  Par  exemple,  les  deux  surfaces 

/l  = h  j-^ i 1  =  0, 

a  —  qi        o  — yi        c  —  qt 

jri  V»  z^ 

/,  = r-  Y^ 1 I  =  O 

a  —  qt        o  —  qi        c  —  q^ 

se  coupent  orthogonalement,  car  la  condition 

dx   dx        dy   dy         dz    dz 


est  identique  à  Téquatîon 


9i  —  9i 


comme  on  le  vérifie  immédiatement.  On  appelle  coordonnées  elliptiques 
d'un  point  M(ar,^,5)  les  trois  quantités  qi,  yj,  q^. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  cartésiennes  Xy  y,  z  en  fonctions  de  Çi, 
Çti  Ci  remarquons  que,  ^1,  q^j  q^  étant  les  trois  racines  de  Téquation  (i) 
en  X,  on  a  identiquement 


—  1 


...  a  —  À        b  —  \        c  —  X 

^'"*'   j      ^  a  -  7j  )  (A3  ^«l^^_^  "lÛ  =  a-y,)(X-y,)(X-y3) 
f  («_XK6-X)(c~"X)  /(X) 

Multipliant  les  deux   membres  de  celle  identité  para  —  X,  puis  faisant 
X  =  a,  nous  avons 

~"  {b  —  a){c  —  a)  ' 
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on  trouve  de  même 

,,  _  (c  — yi)  (c  —  Çi)  (c  —  q%) 
(a  —  c)(6  —  c) 

Calculons  maintenant  l'expression  de  ds^  dans  ce  système  de  coordon- 
nées; on  a,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  des 
formules  ci-dessus, 

X         qi — a        qx — a        qj — a 

a  ^  =     ^^»     _^     ^yi     _^     dq^    ^ 
y         q\—b        qi—b        qz  —  b' 

f^  __      dqx     _^     dq^     ^     dq^ 


z         q\  —  c        qt  —  c        qz—c 

D'où  Ton  tire  pour  4  ds^  une  expression  de  la  forme 

i(dx*-^dy*-hdz^)=Midq\  ^  M^dql -hU^dql 

ne  contenant  pas  de  termes  en  dqi  dqi  ...,  car  les  surfaces  se  coupent 
orthogonalement;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  la  relation 

a?*  y*  5* 


(flf  — <7,)(a  — 7,)        ^^ù  —  qi){b  —  qi)        (c  — y,;^c  — y,) 

qui  exprime  que  le  coefficient  de  dqi  dq^  est  nul.  Les  quantités  M],  M],  M) 
ont  les  valeurs  suivantes  : 

__  x^  yî  2* 

M,  = 


Kqi—a)*        {qi—b)i        ^^q^—c}^  ' 

or,  si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'identité  (2)  par  rap- 
port à  X,  et  si  Ton  fait  ensuite  X  =  ^1,  en  remarquant  que  par  l'effet  de 
cette  substitution  tous  les  termes  du  second  membre  qui  contiennent 
X  — qi  en. facteur  s'annulent  et  qu'il  est  inutile  de  les  calculer,  on  trouve 

'*'"         /WT) ' 

où/(X)  désigne  le  produit  (a  —  X)(6  — X)(c  —  X);  on  a  de  même 

„  _  (qt-q^){qi-qx)        Tvf  -  (y*-  qy)(qz-qt) 

Remarquons  que,  si  l'on  considère  en  particulier  l'arc  de  la  courbe  Ci 
(^^.173),  intersection  des  deux  surfaces  çrt=const.  et  ^s=const.,  la 


•1 
il 


I 


1 1 


■  I 
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différenlielle  dsi  de  cet  arc  s'obtient  en  faisant 

dq^  =  dq^  =  o, 


d'où 


dsi  =  -/M|  dqt. 


De  même,  en  appelant  ds^  et  ds^  les  arcs  des  deux   courbes  Cj  et  Cj, 

Fig.  17a. 


suivant  lesquelles  se  coupent  les  surfaces  ^i  =  const.,  ^3  =  const.,  cl 
çi  =  consl.,  Çi  =  const.,  on  a 

dSf  =  -  v^M,  dfj^ ,  ds^—  -'  v/ÏVi7  dq^  . 

Un  arc  quelconque  ds  peut  être  alors  envisagé  comme  la  diagonale  du 
parallélépipède  rectangle  dsi^  ds^.  ds^, 
La  quantité  T  a  pour  expression 

_,  m     ds*  fn     ,-mm  m  m.  /.  .« 

et  les  équations  de  Lagrange  sont  alors  aisées  à  écrire.  Nous  ne  les  écri- 
rons pas  ici  :  nous  nous  bornerons  à  donner  la  signification  des  seconds 
membres  Qi,  Qj,  Q3  de  ces  équations. 

Décomposons  la  force  F  en  trois  composantes  Fj,  Fj,  F3,  respectivement 
tangentes  aux  courbes  Ci,  Gs,  C3,  en  comptant  ces  composantes  positive- 
ment dans  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  M  sur  chacune  de  ces 
courbes,  quand  on  fait  croître  une  seule  des  coordonnées  elliptiques,  les 
deux  autres  restant  constantes.  Imprimons  au  point  M  un  déplacement 
virtuel  05(  dans  lequel  qt  eiq^  restent  constants,  qi  croissant  de  871;  le 
travail  virtuel  de  F  est  Q|0^i  d'une  part;  d'autre  part,  il  est,  puisque 
les  travaux  de  F2  et  de  F3  sont  nuls  dans  le  déplacement  considéré. 


'2 


on  a  donc 


Q.- 


F.  /M, 


■X 
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de  même 


Qt  = 


1%  k/\\, 


'1 


Q3  = 


F3V/M3 


•1 


287.  Coordonnées  elliptiques  dans  le  plan  des  ^y-  —  On  peut  déduire 
CCS  coordonnées  des  formules  précédentes.  Pour  (5t)lenir  un  point  iM  du 
pian  xOy,  il  suffit  de  faire  dans  ces  formules  ^  =  o  et  ^3  =  c.  Ce  point  iM 
est  alors  défini  par  les  deux  coordonnées  elliptiques  çi  et  q^,  racines  de 
l'équation  du  second  degré  en  X 


.r= 


r 


a 


X    '   b 


-r  —  1  =  0 
A 


représentant  des  coniques  homofocales.  Par  chaque  point  M  du  plan,  il 
passe  deux  de  ces  coniques,  une  hyperbole  correspondant  à  la  valeur  q\ 
du  paramètre  X  et  une  ellipse  correspondant  à  la  valeur  72-  L'identité  (-2; 
devient  dans  ce  cas 


T^ 


y' 


a  —  X       b 


X 


(X  —  7,)(X--/7Ô 
(  a  —  X  )  (  6  —  X  ) 


On  obtient  ainsi,  soit  directement^  soit   comme  cas  limites  des  formules 
précédentes,  pour  les  formules  de  transformation  de  coordonnées, 


a^*  = 


a  —  b 


y 


s  _  (^— yi)(^  — yi ) 


b  —  a 


et  pour  le  carré  ds-  d'un  élément  d'arc  dans  le  plan  xK.)y 


ds'^—  j(^idq}-hSidq^)j 
4 


N,= 


74-71 


^qi  —  fOiÇi—  ^) 


N.  =  - — 


7i~7« 


(7i-  a)  iqi—b)* 


ou 


T-5(N,7'i*-^Ni7?^ 


Fig.  173. 


ja 


Enfin,  si  l'on  décompose  la  Torce  F   agissant  sur  un  point  M  du  plan 
xOy  en  deux  composantes  Fi  et  Fj  dirigées  langentiellement    à  l'hyper- 
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quelconques,  il  suffit  d'exprimer  qu'il  y  a  équilibre  entre  toutes 
les  forces  appliquées  au  point  et  la  force  d'inertie.  On  exprimera 
cet  équilibre  par  les  méthodes  de  la  statique.  On  pourra,  entre 
autres,  appliquer  le  théorème  du  travail  virtuel;  pour  cela,  il 
faudra  distinguer,  parmi  les  forces  appliquées  au  point,  les  forces 
données  et  les  forces  de  liaison  :  appelons  X,  Y,  Zles  projections 
de  la  résultante  des  forces  données. 

Pour  écrire  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  agissant  sur  le 
point  et  la  force  d'inertie,  il  suffit  d'écrire  (|ue,  pour  tous  les 
déplacements  virtuels  Sx,  dr,  oz  compatibles  avec  les  liaisons,  la 
somme  des  travaux  des  forces  données  (X,  Y,  Z)   et  de  la  force 

d  inerlic  (  —  m    ,-   •  —  m  —.—  y  —  /;/  ^-j  1  est  nulle 


(•2) 


('^-'^'S^)  ^^-  (^'-'''  ^y^y-^ij--"'  î^)  '-'  =""' 


Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

i"  Point  libre,  —  o.r,  o)',  03  sont  arbitraires;  si  l'on  emploie 
un  système  quelconque  de  coordonnées  ^i,  q^^  q^,  comme  au 
n"  282,  on  a,  en  faisant  varier  q^^  q^s  ^3  de  oy,,  Zq^^  oq^ 


^  Ot   ^  ôx   ^  t).r  ^ 

0(Jx  àqt  <>7j 


où  0^,,  o<72»  0/73  sont  arbitraires. 

En  substituant  dans  (2)  et  écrivant  que  le  résultat  est  nul, 
quels  que  soient  O/jr,,  o^/o?  ^f/^i  ^^  ^  1^=^  équations  du  mouvement 
sous  la  forme  du  n"^  282,  qui  nous  a  conduit  aux  équations  de 
Lagrange  pour  un  point  libre. 

•>/•  Point  sur  une  surface.  —  Soit 

/m\  y^  3,  r»  =  o 

IVu] nation  de  la  surface  supposée  mobile  pour  plus  de  géné- 
ralité. En  donnant  à  /  une  valeur  déterminée,  on  voit  que  ox,  oj', 
iz  sont  assujettis  à  la  condition 

•  -  0^  —    -  or 03  =  u. 

Ox  t/j-    *         Oz 

qui  exj>rinie  (|ue  le  déplacement  virtuel  est  compatible  avec  la 
liaison  telle  c|u'elle  existe  à  I  instant  /.  Si  Ton  exprime  les  coor- 
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données  d'un  poin  t  de  la  surface  en  fonction  de  deux  paramètres 
comme  au  n®  263,  on  a 

^         dx  ^  dx   ^ 

00?=- — o<7i -h  - — G<72,   ..., 

et  la  relation  (2)  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  ùq^  et  oy^  î  oiï 
obtient  ainsi  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme  (4)  du 
n°  263. 

3*'  Point  sur  une  courbe,  —  Soient 

f(x,y,z,t)  =  o,  fx{x,y,z,t)=^o 

les  équations  de  la  courbe;  ox,  or,  3::  sont  assujettis  aux   deux 
conditions 

-f^  00^-4-  -f^-  OV  -j-  -f-  05  =  O 

ôx  Oy    *^        ôz 

àf\  >  àf\   ^  dfx  N 

-.—  007  -T-  -^    0  K  -4-  -T-i  05  =  O. 

ôx  Oy    "^         dz 

Supposons  qu'on  ait  exprimé  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  en  fonction  d'un  paramètre 

le  déplacement  le  plus  général   sur  la  courbe  dans   la  position 
qu'elle  occupe  à  Tinstant  /  s'obtient  en  faisant  varier  q  de  8y.  On 

a  alors 

àr  ^  ^  ()y  ^  ^         ôz  ^ 

o^=^-'^7.  0^=^05-,  03=-.. y 

et  l'équation  (2)  devient,  après  suppression  du  facteur  oy, 

/d^x  ôx        d^y  ày        d^z   âz\       .^  dx       ..dy       _  dz 
\  dl^   Oq         dt'   Oq         dt^    ôq  )  Oq  dq  dq 

équation  dont  nous  avons  déduit  l'équation  de  Lagrange  (n**  259). 

289.  Remarque  sur  la  force  d'inertie.  —  Soit  un  point  matériel  soumis 
à  l'action  des  forces  Fi,  Fj,  ...,  F;,  et  placé  dans  certaines  conditions  ini- 
tiales :  il  prend  un  certain  mouvement.  Dans  une  deuxième  expérience, 
supprimons  les  forces  Fi,  Fj,  ...,  F;,,  prenons  le  point  matériel  dans  la 
main  et  imprimons-lui  avec  la  main  le  même  mouvement.  L'action  de  la 
main  sur  le  point  est  alors  à  chaque  instant  t  égale  à  la  résultante  R  des 
forces  Fi,  Fj,  ...,  ¥„,  qui  agissaient  dans  la  première  expérience,  ou 
A.,I.  34 
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à  m  J.  J  •Jê^îrnaot  racc^lc-ratîoa  ;  àooc.  d'après  Ir  principe  d«  rê^:alitc  «le 
Facuon  «t  d«  la  rèactioD.  la  pre»îon  au  point  sur  la  main  est  à  cka^ne 
instant  êrale  et  opposée  à  R  on  à  m  J  :  cette  pression  e<t  donc  ê^ale  é  ia 
force  d'inertie,  mais  il  faut  bien  remarqner  que  cette  pression  est  nne 
force  a^fsant  sur  la  main  et  non  sur  le  point. 

2S^.i.  Principe  de  la  moiiidTe  actioii.  —  Ce  principe  s'app3i<|ne  an  aïon- 

Tement  don  (K*int  sollicité  f»ar  nne  force  dérivant  d'nne  focction  de  forces. 

le  pC'ist  •étant  libre   on   assujetti  à  sJis«er  sar  une  snrface  £\e  :  il  permet 

de  résumer  les  équations  do  mon teineDt  en  écrit ant  que  ia  variation  d^nne 

certaine  ÎQiésrale  est    nulle.  \oas  indiquerions  dans  le  denxiéme  Volnme 

d'antres  principes  appelés  principe  d'Hamilton.  principe  de  <^aus.  qni 

«"appliquent  à  des  cas  plus  étendus.    Le   prJncif:*e  de  la  moindre  action  a 

été  indiqué  par  Maapertais:  on  en  troate   on   exemple  dans  le   ll«^K3«re 

d'Ealer.  De  motu  projectorum  :  La  pi  ace.  Larranre.  Poîs«on  l'ont  exposé 

SC'OS  une  fi^rme  sojrlte  à  des  objections:  c'est   Jacobi   <qtii,  le  prewer.  l'a 

énoncé  d'une  façon  précise.    On   trouvera   dans  les  Sitzynst^inrricAle  de 

l'Académie  de  Berlin    1^67,  un  im}.*onant  article  de  Ji.  de  HeJmholtx  snr 

rbift:*îre  du  principe  de  la  m«>înire  action. 

Point  libre.  —  Un  pc*iot  libre  étant  «^«îlicité  par  des  fvrces  doat  la 
résultante  dérÎTe  d'une  fonction  de  forces  U  ■  r.  r.  z  \  Fintérrale  des  forces 
lÎTes  donne 

I  mk'=?'U   T.Y.z    — h\         mk-;=  ?'l'   Xj-_V|.i|.    — h\ 

D^ins  le  pnncif>e  de  la  moindre  action,  on  ne  compare  entre  eni.  qnedes 
mouvements  pc*ur  lef^qaels  la  constante  A  a  la  même  valeur.  Ainsi,  dans 
lo'jt  ce  qui  fuit,  h  est  une  constante  d^ terminée  :  c*n  f-onrra  donc  cfaoîsir 
arbitr^Ircmeat  la  pc*sition  initiale  Xf.^r,.  z^  du  mobile,  la  vitesse  initiale 
serai  d-rterajinée  en  grandeur  non  en  direction  ytr  la  seconde  des  rela- 
tivns  1  .  11  va  de  soi  que  les  p«>sitions  du  mobiïe  et  les  courbes  qne  bo«is 
allons  considérer  sont  toutes  situées  dans  la  région  de  l'espace  on 

l    -T.  y.  z    —  h 
est  pofitif. 

S'>:ent  dcu\  pC'ints  fi\es  A  et  B.  MM.  Tait  et  Th^m^^n  appellent  ari^Mv 
le  Ion  j  dune  courbe  C  joignant  ces  deu\  points  Tintérrale 


a=/ 


- 1 


SI   L  —  A   di. 


où  noa*  écrivons  L*  p«.»ur  L'  r.r.  z  .  •vttte  intégrale  est  supp^:-sée  prise  le 
loo;:  de  la  courbe  C  dont  l'élément  d'arc  est  appelé  ds.  Le  principe  pe«t 
ators  s  énoncer  comme  il  sait  : 

L'ii  Cyurb'ff  j-Aznant  U%  diur  p-jintt  JLres  \  et  B  et  possédant  criie 
proprititê  que  la  variation  de  l'action  est  nulle,  quand  on  passe  de 


CHAPITRE    XV.    —    IMtlNCIPE    DE    DALEBIBERT,    ETC.  53 1 

rtifie  rie  ces  courbes  à  toute  courbe  infiniment  voisine  de  mêmes  ertré- 
mités,  sont  les  trajectoires  que  décrit  naturellement  le  mobile  quand 
on  le  lance  de  l^un  des  points  fixes  dans  une  direction  telle  qu'il 
atteigne  r autre. 

On  peut  encore  dire  que  l'on  doit  choisir  entre  les  trajectoires  allant 
de  A  en  li  quand  on  cherchCy  parmi  toutes  les  courbes  joignant  ces 
deux  points,  les  courbes  le  long  desquelles  l'action  est  mimuum.  Car, 
pour  trouver  ces  courbes,  il  faut  commencer  par  égaler  à  zéro  la  variation 
de  faction. 

Pour  établir  cette  proposition,  remarquons  que   l'intégrale  c^  est  de  la 

forme     /       o{x,y^  z^^dsy  oii 


(3)  '^(j-.j-,  3)  =  v'-^l»J -+-/0- 

Pour  obtenir  les  équations  dillerentiellcs  des  courbes  pouvant  rendre  X 
miniunnn,  il  suffit  donc  d'appliquer  les  équations  (3)  du  n°  146,  en  y  rem- 
plaçant '^  par  la  valeur  actuelle  (3).  Nous  obtenons  ainsi  pour  les  courbes 
cherchées  les  équations  différentielles 

(4  )  d  \\  iAj  -\-  ti)-j-  \  —   ^ ^ =  o,         . . . , 

avec  deux  équations  analogues.   Prenons   une  variable  auxiliaire  t  défînie 
par  la  rt^lution 

s/  m  ds 
(5)  .//=-^--. 


les  équations  différentielles  (4)  des  courbes  pouvant  rendre  X  minimum 
deviennent 

d\r:        0\}  d'y        ôV>  d*  z        i)V 

'''  —rr  =    .     »  ^^  ""777  =  T~  »  ''*  ""777  ~  "i~  ' 

dt^        Ox  dt-        ôy  ilt^         Oz 

Ce  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  libre  :  f  équation  (5)  est  en 
outre  l'équation  des  forces  vives  dans  laquelle  la  constante  des  forces  vives 
a  la  valeur  particulière  h.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ainsi,  c'est  parmi  les  trajectoires  allant  de  A  en  B  qu'il  faut  chercher 
les  courbes  qui  donnent  pour  l'action  -X  un  minimum  relatif,  c'est-à-dire 
une  valeur  plus  petite  que  le  long  de  toute  courbe  infiniment  voisine.  La 
question  de  savuirsi  une  trajectoire  déterminée  joignant  les  deux  points  A 
et  B  donne  effectivement  un  minimum  relatif  pour  cJl>  n'a  pas  d'importance 
au  point  de  vue  du  principe  lui-môme;  elle  est  analogue  à  la  question  de 
savoir  si,  sur  une  surface  donnée,  une  ligne  géodésique,  joignant  deux 
points  fixes  de  la  surface,  fournit  effectivement  un  minimum  relatif  pou^ 
la  distance  des  deux   points  sur  la   surface  {voir  Darboux,   Théorie  des 
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surfaces,  III*  Partie,  Chap.  V).  Gomme  le  coefficient  de  ds  dans  tK>  est 
positif,  l'action  est  toujours  positive  et  il  existe  certainement  des  courbes 
allant  de  A  en  B  le  long  desquelles  a  lieu  un  minimum  relatif  pour  X;  ces 
courbes  sont  constituées  par  des  trajectoires  :  il  existe  même  entre  A  et  B 
une  courbe  donnant  un  minimum  absolu;  cette  dernière  courbe,  étant 
nécessairement  formée  d'arcs  donnant  chacun  séparément  un  minimum 
relatif,  est  composée  d'arcs  de  trajectoires. 

Il  n'y  a  pas  de  courbe  donnant  pour  »l>  un  maximum  relatif,  car,  une 
courbe  quelconque  G  étant  tracée  de  A  en  B,  on  peut  toujours  trouver 
une  courbe  G'  infiniment  voisine,  le  long  de  laquelle  l'action  est  plus 
grande  que  le  long  de  G;  il  suffit  de  prendre  pour  G'  une  sorte  de  sinu- 
soïde à  oscillations  infiniment  petites  dans  le  voisinage  de  G. 

Point  sur  une  surface,  —  Soit  de  même,  sur  une  surface  fixe  S,  un 
point  sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonction  \}{x,y,  z).  On  aura 
encore  l'intégrale  des  forces  vives  (i)  et  l'on  comparera  entre  eux  les 
mouvements  qui  se  font  sur  la  surface,  h  ayant  une  valeur  déterminée. 
On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  courbes  tracées  sur  la  surface  entre  deux  points  fixes  A  et  B, 
et  possédant  cette  propriété  que  la  variation  de  l'action  est  nulle 
quand  on  passe  de  Vune  de  ces  courbes  à  toute  coUrbe  infiniment 
voisine  tracée  sur  la  surface  entre  les  mêmes  points,  sont  les  trajec- 
toires du  mobile  joignant  ces  deux  points. 

On  a  donc  à  choisir  parmi  ces  trajectoires  quand  on  cherche  les  courbes 
allant  de  A  en  B  sur  la  surface,  le  long  desquelles  l'action  est  minimum. 

Pour  le  dénionlrer  il  suffit  d'appliquer  au  cas  de  cp  =  ^'i{\J  -r-  h)  les 
équations  que  nous  avons  données  (p.  212)  pour  les  courbes  situées  sur 

une  surface  et  rendant    1  ods  minimum.   Ces   équations   se  transforment 

immédiatement,  comme  plus  haut,  en  celles  du  mouvement  du  point  sur 
la  surface,  la  constante  des  forces  vives  étant  h. 

Par  exemple,  si  le  point  n'est  sollicité  par  aucune  force  (U  =0),  les 
trajectoires    sont    les   courbes    que    l'on    trouve   en   cherchant  à    rendre 

y/'ihds^  c'est-à-dire  en  cherchant  les  lignes  les 

■  A) 

plus  courtes  de  A  en  H  sur  la  surface.  On  trouve   donc  les  lignes  géodé- 
siqucs  (n"270). 

Plus  généralement,  le  problème  de  la  recherche  des  trajectoires  d'un 
point  sur  la  surface  S,  la  fonction  des  forces  étant  U,  est  identique  au 
problème  de  la  recherche  des  lignes  géodésiques  d'une  autre  surface  S'. 
En  effet,  imaginons  une  surface  auxiliaire  S'  dont  l'élément  linéaire  ds» 
soil  donné  par 

ds'^  =  2(U  -4-/0^5*, 

ds  étant  l'élément  linéaire  de  S;  la  recherche  des  trajectoires  sur  S  est 
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ramenée  à  la  recherche  des  courbes  rendant   j  ds'  minimum,  c'est-à-dire 

à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  de  S'. 

Si  nous  revenons  pour  un  instant  au  cas  d'un  point  libre  sollicite  par 
une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces,  nous  voyons  que,  en  vertu  du 
principe  de  la  moindre  action,  le  problème  de  la  détermination  des  tra- 
jectoires du  point  est  une  extension  au  cas  de  irois  variables  du  problème 
des  lignes  géodésiques. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  plus  de  détails  sur  cette  théorie  qui  relève 
de  la  Géométrie  plus  que  de  la  Mécanique,  et  nous  renverrons  le  lecteur 
aux  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  de  iM.  Darboux,  II'  Volume, 
Chapitres  VI  et  VIII. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  principe  en  Mécanique  analytique. 

EXERCICES. 

1.  Formule  de  Tait  et  Thomson,  —  Si  l'on  prend  deux  trajectoires  infini- 
ment voisines  \\i  cl  A,  B,,  Ja  variulion  de  raction  quand  on  passe  de  la  première 
à  la  seconde  est 


ol.  =  —  V2{{jx-^  h).  AA,cos  A,  AU  —  ^<  (  Uu -+-  /t).  BH,  cos  B,BA, 

Ua  et  Ub  désignant  les  valeurs  de  U  en  A  et  B  [celte  formule   est  celle   qui    a 
été  établie  n"  117,  sauf  le  changement  de  9  en  \^2{V  -hh)^. 

2.  Théorème  de  Tait  et  Thomson  {u"  147,  2").  —  Si  des  différents  points  M^ 
d'une  surface  S  on  lance  des  mobiles  identiques  normalement  à  cette  surface, 
la  fonction  de  forces  étant  U  pour  cliacun  d'eux  et  la  constante  des  forces 
vives  h,  et  si  sur  chaque  trajectoire  on  prend  un  arc  MoM,,  tel  que  l'action  de  M, 
en  M,  le  long  de  cette  trajectoire  ait  une  valeur  déterminée,  la  même  sur  toutes 
les  trajectoires,  le  lieu  des  points  M,  est  une  surface  S,  normale  aux  trajectoires. 
On  obtient  un  cas  particulier  important  du  tliéorcme  en  supposant  la  surface  S 
réduite  à  une  spiière  de  rayon  nul  :  les  mobiles  partent  alors  tous  d'un  point 
déterminé  Mo  avec  une  vitesse  de  grandeur  déterminée,  mais  dans  des  directions 
variables. 

11  est  évident  que,  s'il  s'agit  d'un  mouvement  plan  ou  d'un  mouvement  sur  une 
surface,  on  aura  le  même  énoncé  en  remplaçant  les  surfaces  S  et  S|  par  des 
courbes. 

Si  []  =  o,  ces  tiiéorémes  donnent  les  théorèmes  classiques  relatifs  aux  surfaces 
parallèles  ou  aux  courbes  parallèles  sur  une  surface. 

3.  Propriété  analogue  à  celle  des  développées.  —  Si  l'on  considère  des  tra- 
jectoires AB  normales  en  A  à  une  courbe  fixe  et  tangentes  en  B  à  une  autre 
courbe  D,  on  a,  en  appelant  A'B'et  A"  B*  deux  positions  delà  trajectoire,  le  théo- 
rème suivant  :  l'action  le  long  de  l'arc  A'B*  égale  l'action  le  long  de  l'arc  A'B' 
plus  l'action  le  long  de  l'arc  B'B'  de  la  courbe  enveloppe  D. 

Le  même  théorème  a  lieu  dans  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  pour 
les  trajectoires  normales  à  une  courbe  fixe 
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Si  U  =  o,  ces  ibéorcmes  donnent  les  théorèmes  classiques  rclaiifs  aux   déve- 
loppées. 

4.  Appliquer  le  principe  delà  moindre  action  au  mouvement  d'un  point  pesant 
dans  le  vide  dans  un  plan  vertical  (n*  218, yï^.  iSq).  L'action  est  alors 


I  \Jih  —  igy  ds. 


Soient  dans  le  plan  deux  points  dont  Tun  est  l'origine  O,  l'autre  un  point  M,. 
La  courbe  qui  donne  l'action  minimum  de  O  en  M|  est  l'une  des  trajectoires  que 

suit  le  mobile  pesant  lancé  de  O  avec  la  vitesse  v^—  ^TR  de  telle  façon  qu'il 
atteigne  M,.  Si  M,  est  dans  la  parabole  de  sûreté,  enveloppe  des  trajectoires  issues 
de  O,  il  existe  deux  trajectoires  de  O  en  M,.  Démontrer  que  le  minimum  relatif 
a  lieu  le  long  de  celle  des  paraboles  par  laquelle  le  mobile  arrive  en  M,  avant 
d'avoir  touché  la  parabole  de  sûreté  (sur  \a/ig.  iSg,  c'est  la  parabole  inférieure) 
{règle  donnée  par  Jacobi).  Si  M,  est  suffisamment  près  de  O,  l'arc  OM,  de  la 
parabole  inférieure  donne  même  le  minimum  absolu  de  l'action,  mais  il  ne  le 
<lonne  plus  quand  M,  est  voisin  de  la  parabole  de  sûreté.  Aussi,  quand  Mj  est  sur 
la  parabole  de  sûreté,  en  A  par  exemple,  la  trajectoire  OA  donne  encore  le  mini- 
mum relatif  de  l'action,  mais  non  le  minimum  absolu  :  c'est  ce  qu'on  démon- 
trera en  s'uppuyant  sur  les  résultats  de  l'exercice  précédent  appliqués  à  la  para- 
bole de  sùrelé  regardée  comme  la  développée  généralisée  du  point  O  (le 
raisonnement  est  identique  à  celui  que  donne  iM.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
des  sur/aces,  III«  Partie,  Chap.  V). 

5.  Si,  dans  l'exercice  précédent,  le  point  M,  est  hors  de  la  paraDoIe  de  sûreté, 
il  n'existe  plus  de  trajectoire  de  O  en  M,  et  cependant  il  doit  exister  une  courbe 
rendant  l'action  de  O  en  M,  minimum.  Démontrer  que  cette  courbe  est  formée 
des  deux  perpendiculaires  abaissées  de  O  et  M,  sur  la  droite  2 h  —  2gy  =  o  et 
de  la  portion  de  cette  droite  comprise  entre  ces  deux  perpendiculaires  (résultat 
analogue  à  celui  de  la  page  209). 

6.  L'étude  des  trajectoires  d'un  point  pesant  dans  le  plan  vertical  xOy  est 
identique  à  Télude  des  lignes  géodésiques  d'une  surface  S' dont  l'élément  linéaire 
serait  donné  par 

ds'-  -  (2/i  —  2gy){dx"--\-dy^). 

Démontrer  que  celte  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution  et 
former  l'équation  de  la  méridienne.  Si  l'on  fait  2  h — 2gy=  a,  2gx  =  f,  on  retrouve 
l'exercice  de  la  page  4^6. 

7.  Appliquer  le  principe  de  la  moindre  action  au  mouvement  d'une  planète,  et 
résoudre  pour  ce  mouvement  les  questions  analogues  aux  précédentes  (  4,  5  et  6). 
(  Voir  Jacobi,  Vorlesungen  Uber  Dynamik,  sechste  Vorlesung.) 

8.  Soient  9(j7,r, c)  une  fonction  positive  de  x^y,zet  A,  13  deux  points  fixes; 

es  courbes  C  joignant  ces  points  le  long  desquelles  l'intégrale  j  ^  {Xjy y  z)ds est 

minimum  sont  :  1°  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  pour  lequel  la  tension  est  9  et  la 
fonction  des  forces — ç;  2"  les  courbes  brachistochrooes  d'un   mobile  de  masse  1 

pour  une  fonction  de  forces  -z -^  la  vitesse  initiale  au  point  a:u,ro,Za  étant 
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^— ;  3*>  les  trajectoires  d'un  mobile  libre  de  masse  i  pour  une  fonction 

de   forces   :p^{x^y,z)   la    vitesse    initiale  étant  v^açC-^oj^'oï^o)*  (yoir  Andoyer, 
Comptes  rendus,  t.  C,  p.   1577;  Vicaire,  ibid.f  t.  CVI,p.  4^8.) 

9'  Les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  pour  les  courbes  tracées  sur  une  surface  fixe 
et  rendant  f^ds  minimum. 

10.  La  courbe  qui ,  parcourue  par  un  mobile  sous  Faction  d'une  fonction  de  forces 

donnée,  rend  minimum  l'intégrale /i>'*f/j,  [v  =  v^i(U  -r  h)]y  a  en  chaque  point 
son  rayon  de  courbure  dirigé  suivant  la  même  droite  que  celui  de  la  trajectoire 
que  le  mobile  décrirait  s'il  devenait  libre  à  partir  de  ce  point  et  égal  à  ce  dernier 
rayon  divisé  par  l'exposant  n;  il  doit  être  porté  en  sens  contraire  si  n  est  négatif. 
Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  n  =  —  i  :  la  courbe  est  alors  une  bra- 
cbistochronc;  on  retrouve  ainsi  la  liaison  entre  les  trajectoires  et  les  bracbisto- 
chrones  mise  en  évidence  dans  l'exercice  (8).  (Vicaire,  Savants  étrangers,  et  Rap- 
port de  M.  Jordan,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  33o.  ) 

11.  Déduire  les  équations  de  Lagrange  du  principe  de  la  moindre  action. 
Prenons  par  exemple  un  point  libre   rapporté   à    un   système  de  coordonnées 

Çi^ÇziÇi  '•  U  ^^^'3  fonction  de  ces  coordonnées  et  l'on  aura 

ds^  =  a^,dq]  -^  ...-+•  20,3 f/^,d^j-+-.. .. 

Il  faudra  alors  déterminer  ÇitÇag^  en  fonction  d'une  variable  auxiliaire  g^  de 

telle  façon  que    /      \2{{]  -r-  h)  ^  -  dq  soit  minimum.  Faisant  dans  les  équations 

obtenues  le  changement  de  variable  (5)  de  la  page  53f,  on  a  les  équations  de 
Lagrange.  D'après  l'exercice  8,  on  arrive  ainsi  à  appliquer  les  équations  de 
Lagrange  à  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  {Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  688). 
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CHAPITRE  XVI. 

ÉQUATIONS  CANONIQUES.  THÉORÈME  DE  JACOBI, 

APPLICATIONS. 


291.  Historique.  —  Les  ëquatioDs  du  mouvement  d'un  point, 
soil  libre,  soit  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
fixes  ou  mobiles,  ont  été  mises  par  Lagrange  sous  une  forme  qui 
est  la  même  dans  les  trois  cas;  avec  cette  seule  différence  que  le 
nombre  des  paramètres  à  trouver  en  fonction  du  temps  est  trois 
pour  un  point  libre,  deux  pour  un  point  sur  une  surface,  a/ipour 
un  point  sur  une  courbe  (n"' 259,  263,  282).  Nous  verrons  plus 
loin  que  les  équations  du  problème  le  jilus  général  de  la  dj'na- 
mique  des  systèmes  peuvent  se  mellre  sous  celte  même  forme, 
le  nombre  des  paranjèlres  étant  alors  quelconque, /?owr^7/  que  les 
liaisons  puissent  être  exprimées  en  ternies  finis  et  que  les 
paramètres  soient  de  véritables  coordonnées. 

Les  transformations  et  les  théorèmes  qui  suivent  s'appliquent 
seulement  au  cas  particulier  où  les  projections  X,  Y,  Z  de  la  ré- 
sultante des  forces  données  appliquées  au  point  sont  les  dérivées 
partielles,  par  rapport  à  x^  y^  z^  d'une  fonction  U(x,j>',r,f)  pou- 
vant contenir  explicitement  le  temps  t.  Les  équations  de  La- 
grange sont  alors  de  la  forme 

^   '  dt\dq'J        Ogy^Oçy'  ^^  "^    df 

011  v=  1,2,3  pour  un  point  libre,  v  =  i ,  2  pour  un  point  sur 
une  surface,  v  =  i  pour  un  point  sur  une  courbe.  Nous  dévelop- 
perons la  théorie  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point 
soit  libre,  v  =  i,  2,3  :  il  y  aura  alors  trois  équations  et  trois  pa- 
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ramèlres  /71,  //o,  //a.  Mais,  comme  on  le  verra,  les  raisonnements 
sont  indépendants  du  nombre  des  équations  (i). 

Une  transformation  commencée  par  Poisson  et  terminée  par 
Hamillon,  permet  d'écrire  ces  équations  sous  une  forme  qui  ne 
contient  plus  que  les  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  et 
qui  est  très  propre  aux  recherches  théoriques. 

Cette  forme  a  conduit  Jacobi  à  un  théorème  extrêmement 
remarquable  sur  Tintégration  des  équations  du  mouvement. 

I.  —  ÉQUATIONS  CANONIQUES.  -  THÉORÈME  DE  JACOBI. 

292.  Transformation  de  Poisson  et  d'Hamilton.  —  Poisson  eut 
l'idée  de  prendre  comme  variables  les  quantités 

,    ,  dT  OT  OT 

Ces  équations  étant  linéaires  par  rapport  aux  lettres  q\^  q'.,^  q\^j 
puisque  ï  est  une  fonction  du  second  degré  de  ces  quantités, 
pourront  être  résolues  et  donneront 

(3)  I  q'2  ^fiiq\,qi,qi,piypt,pz,t). 

Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  de  Lagrange  quand  on 
y  remplace  q\^  y!,,  q'^  par  ces  expressions. 

Tout  d'abord  le  premier  terme  des  équations  (i) 


devient  simplement 


d.  /  oT  \ 

7t\Tq'J 


dp., 

dï  ' 

Pour  transformer  le   second  terme  —  -^ — >  laissons   dans  l'ex- 

âqy 

pression  de  T  la  variable  t  constante,  et  donnons  aux  variables 
<7m<72î<7.ij/>i  j/>2?/>3  des  accroissements  infiniment  petits,  arbi- 
traires, indépendants  8gr,,  S^jtj,  8^3,  8/>,,  8/?2,  8/73;  il  en  résulte 
pour  q\^  q'^y  q\  des  variations  ^q\^  8<72,  8(73  définies  par  les  rela- 
tions (3)  dans  lesquelles  t  reste  constant. 
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La  fonction  T,  qai  dépend  de?  lettres  q%jq^^  q%.  q\*q\*  q\  ^^  '? 
sabil  alors  une  variation  oT  donnée  par  la  formule 


on,  en  vertu  des  équations  (2), 

oT  =  -— -  071 -H- — 07J -—  07,  — />|07,— />,075  — />j07,: 

ce  qu'on  peut  écrire 

Il  =  lipxq\  -^Piq'i  -^Piq^) 

f/71  tf7j  <;7j 

En  posant,  pour  abréger, 

K=/?i7'i  -^piq\^p%q\  —  ^, 
cette  identité  s'écrit 

^^  d'Y  ^  àl  ^  dl  ^  ,  ^  ,  ^  ,  ^ 

oK=-—  07, --— 07J----  o7,-4-7iO/>,-f-7iO/>,-f-7,o/?,. 

^yi  ^7j  ^73 

ce  qui  donne  une  première  expression  de  la  différentielle  SK. 
Supposons  d'autre  part  K  exprimé  au  moyen  du  système  nou- 
veau de  variables  </,,  çtj,  q^^  fi,  P2j  Pz,  ^1  quand  ^r,,  q2i  q^i 
p*^  Pi,  Pi  subissent  les  accroissements  arbitraires  considérés,  la 
différentielle  SK  est  donnée  par  la  formule 


^  t.' 


f)K  ,           ÔK  ,  ôK  ^  àK  ^  âK  ^  ôK  ^ 

'jh  — 071  -J 071  -4-  -7 —  073 -h  - —  opi  -H  3 —  o/>, -+-  3 —  o/?a. 

Celte  expression  doit  être  identique  à  la   précédente,  quels  que 
soient  oq^,  0/72?  S</3,  op^  op^^  op^  ;  on  a  donc 

(î^  -5^  =  i^'         ^^  =  i^  (v  =  1,^,3). 

Dans  ces  équations  les  dérivées  partielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  T  exprimé  en  ^i,  q^^  q^,  q\i  q'^t  731  et  celles  de  K  en 
supposant  cette  fonction  exprimée  en  yi,  ^2?  q%i  P\^  P21  Pz'  En 
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vertu  des  éqiia lions  (4)  l^s  équalions  de   Lagrange   (i)  prennent 
la  forme 

O;  -y,  -^  Trz^ ——-'  j.  —  TTT"  (V—  1,2,  i). 


Considérons  la  diflTérence 

H  -  K  -  L  ; 

la  fonction  U  dépendant  seulement  de  x^  j\  z,  t  s'exprime  au 
moyen  du  temps  et  des  seules  variables  ^i,  r/a,  ^3,  tandis  que  K 
dépend  du  temps,  des  variables  q^j  q^^  qz  et  aussi  des  variables 
P\i  Pit  /^3  î  de  sorte  que  l'on  a 

<)K_^  i)K       d\}  _  ù\\ 

ôfy        Oj'^j  Oq,,        Oq^        Oqy 

et  les  équalions  (5)  deviennent,  en  faisant  successivement 
v  =  1,2,  3, 


(6) 


dqt             OU 

dq.  __        OU 

dq:,  __        à\\ 

at          opi ' 

dt              dpi  ' 

dt             Opi 

dpi            OU 

dt               dqt ' 

dpi             d\l 

dt             ôq^ 

dp:,  _        dU 
dt             âqz 

Ce  sont  là  les  équalions  canoniques  du  mouvement  données 
parHamilton;  elles  sont  du  premier  ordre  et  au  nombre  de  6; 
elles  déterminent  les  6  variables  </<,  q2<,  q%t  Pm  /^2î  P^  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  six  constantes  arbitraires.  Pour  avoir  le  mou- 
vement du  système,  il  suffîl  de  trouver  les  valeurs  des  paramètres 
^1,  5^21  <Jz  en  fonction  du  temps,  puisque  ce  sont  les  seuls  qui 
interviennent  dans  la  détermination  de  la  position  du  point. 

293.  Cas  particulier  où  les  expressions  de  x^  y,  z  en  fonction 
de  ^1,  ^s,  ^3  ne  contiennent  pas  explicitement  le  temps.  —  Les  cal- 
culs se  simplifient  si  la  définition  des  nouvelles  coordonnées 
</i,  ^2)  qz  est  indépendante  du  temps,  c'est-à-dire  si  les  expres- 
sions de  x^y^  z  enç,,  q^^  q^  ne  contiennent  pas  t.  On  a  alors 


K=-T 


î 


en  effet,  T  étant  dans  ce  cas  une  fonction  homogène  et  du  second 
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degré  par  rapport  à  q\^  q\^  q\^  on  a  (n"*  261,  265,  283) 

or,  d'après  les  équations  (2),   le  premier  membre   n'est  autre  que 

P\qx  -^p^q^-^ihq'z^  on  a  donc 

K  =  P\^\  -^Ptq'i  -^ P^q'%  —  T  =9.T  — T  =  T 
et  la  fonction  d'Hamilton  H  devient 

T  — L. 

Dans  ce  cas  les  calculs  qu^il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratique  T,  exprimée  en  q^^  q'.,^  q\^  à  la  forme  T  exprimée  en 
p\^  P2^ Pzi  sont  identiques  à  ceux  que  Ton  fait  pour  passer  d'une 
forme  quadratique  à  la  forme  adjointe,  par  exemple,  pour  passer 
de  Téquation  d'une  conique  en  coordonnées  ponctuelles  homo- 
gènes à  l'équation  de  cette  conique  en  coordonnées  tangentielles 
homogènes. 

Si  Ton  pose 

îT  =  ai,^'i«-4-  a2î^s*-+-ûf3373*-+-2f/,2<jr',  7j  -^'i^a.:^q\q\-\-ia^^q\q\ 
OU,  sous  forme  condensée, 

2  T  =  \  a/x  q'i  q\  (  «/A-  =  «Al  ), 

on  a 

à1  ,  ,  , 

OT  ,  ,  , 

àT  ,  ,  , 

Pi  =  T-r    =   «3l7l    -^  ^3»72   -+-«33<73- 
^7  3 

D'où,  en   désignant  par  D  le    discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique, c'est-à-dire  le  déterminant  des  neuf  quanlilésa/*,  et  par  A/;t 

le  mineur  de  ce  déterminant  relatif  à  Téiément  Oifc,  A/^  =  - — » 

aaik 
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294.  Remarque.  —  Pour  faire  la  transformation  d'Hamilton  il  a  fallu 
supposer  résolues  les  équations  (2)  par  rapport  à  q\y  ^',,  q\.  Cette  réso- 
lution est  toujours  possible.  Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  la  définition 
(les  nouvelles  coordonnées  est  indépendante  du  temps;  T  est  alors  une 
fonction  liomoj^ène  et  du  second  dej^ré,  c'est-à-dire  une  forme  quadratique 
^^  ^'i»  7s»  ^3»  ^^  ^6  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  dans  les 
équations  (2)  est  le  discriminant  de  cette  forme  quadratique;  s'il  était  nul, 
on  pourrait  trouver  un  système  de  valeurs  de  q\^  q\y  ^'3,  non  toutes 
nulles,  (^i)*^,  {q'iY^  (^i)^  annulant  toutes  les  dérivées  partielles  de  T  par 
rapport  à  ces  variables,  ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  système  de  va- 
leurs annulerait  T  d'après  la  relation 

or,  2T  étant  la  force  vive  du  point  ne  peut  pas  s'annuler  pour  des  valeurs 
réelles  de  q\.  7',,  q\^  c'est-à-dire  pour  un  mouvement  réel  du  point.  On 
voit  donc  bien  que  le  déterminant  considéré  est  toujours  différent  de  zéro 
et  la  résolution  des  équations  (2)  est  possible. 

Si  les  expressions  de  x^y^  z  en  fonction  de  qx,  q^,  q^  contiennent  ex- 
plicitement le  temps 

•^=^?( 71^72' 73»  0'        r=  '!'(7i»7î'73'  0»         ••., 
la  demi-force  vive 

n'est  plus  homogène  en  q\^  q\,  q\.  Mais  le  déterminant  des  coefficients 
de  q\^  ^',,  q\  dans  les  équations  (2)  est  alors  le  discriminant  de  la  forme 
quadratique 

obtenue  en  prenant,  dans  T,  les  termes  du  second  degré.  Ce  discrimi- 
nant ne  peut  pas  être  nul,  car,  s'il  l'était,  la  fonction  Ti  s'annulerait 
pour  des  valeurs  réelles  de  q\,  q\,  ^3,  non  nulles  toutes  trois,  et  il 
existerait  un  déplacement  virtuel  du  point,  obtenu  en  laissant  t  constant 
et   faisant  varier  <7i,   ^j,   q^,    pour    lequel    la   demi-force   vive   virtuelle 

-  ni <■ serait  nulle;  ce  qui  est  impossible. 

2  g/* 

29o.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Nous  avons  vu  antérieu- 
rement que,  dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces 
\]{x,y^  3),  on  a  Tîntégrale  des  forces  vives  sous  la  forme 

T- U  =  /i. 
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C'est  ce  que  nous  avons  vérifié  (n®*261,  265,  283)  en  suppo- 
sant les  expressions  de  jT,  y^  z  en  q^^  q^^  q%  indépendantes  du 
temps.  On  a  ainsi  une  intégrale  première  des  équations  cano- 
niques qu'on  peut  déduire  par  un  calcul  direct  de  ces  équations. 

Pour  le  vérifier,  nous  supposerons  encore  que  les  expressions 
de  jr,  y,  z  en  fonction  de  q^,  q^,  q^  ne  contiennent  pas  /;  dans 
ce  cas,  T  ne  contient  pas  /,  U  non  plus,  ni  H,  qui  est  égal  à  T —  U. 
Si  alors,  dans  la  fonction  H,  les  paramètres  Çi,  y^i  ^a  ^^ P%^P2i P% 
sont  supposés  remplacés  par  les  expressions  qu'ils  doivent  prendre 
en  fonction  du  temps  en  vertu  des  équations  (6),  on  a,  d'après  le 
théorème  des  fonctions  de  fonctions, 

d\\  _   fj\\    dtjx         oW    dqi        0\\   dq-^        0\\    dpx        0\\    dp^_         rt\\   dp^ 
dl         Oqi    dl  Oqi    dt         dq%    dl  ôpi    dl      '    dpi    dt  ôp^    dt   ' 

or,  d*après  les  équations  canoniques,  on  a 

dq.,    dl  dpy.  dl  dq.^  dp,,        dp,  dq-, 

et  il  reste 

— ,- =  o        ou        II  =  A        ou        T  —  U  =  /<. 
dl 

Si  les  expressions  de  jc,  y^  5  en  /y,,  q^^  73  dépendaient  du 
temps,  H  ne  serait  plus  égal  à  ï  —  U  et  Ton  n'aurait  plus  l'inté- 
grale II  =  A  :  H  contiendrait  explicitement  le  temps,  et  la  dérivée 

totale  -.->  prise  en  regardant  71,  q^-^  q^t  P\^  pit  Pz  comme  fonc- 
tions de  /,  aurait  un  terme  de  plus,  la  dérivée  partielle  de  H  par 
rapport  à  la  lettre  t  figurant  explicitement  dans  H, 

or 

la  réduction  qui  précède  donnerait  alors 

dl   "   dl' 

200.  Exemple.  Force  centrale  fonction  de  la  distance.  —  Mettons, 
par  exemple,  sous  forme  canonique  les  équations  du  mouvement  d'un 
point  dans  un  plan  sous  Taction  d'une  force  centrale  fonction  de  la  dis- 
tance. Prenons  le  centre  des  forces  pour  origine  et  un  système  de  coor- 
données polaires  r  et  0,  jouant  le  rôle  des  paramètres  qx  et  qi,  La  demi- 
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force  vive  est,  eii  supposant  la  masse  du  point  égale  à  l'unité, 

T  =  4(/''î-i-/-îO'*). 

La  fonction  de  forces  U  est  fonction  de  /-,  U  =  ^'(r).  Gomme  T    est 
homogène  en  /•'  et  6',  on  a 

II  ^  T  —  U  =  {(,.'2-^-  ,.20'î;  -  T(/-). 

Les  variables/?!  et/>j  sont  définies  par  les  équations 

d'où  l'on  tire 

l'expression  de  H  en  fonction  de  ces  nouvelles  variables  est  donc 

et  les  équations  canoniques  sont 

dr  _  t/0  _  Pi 

di  ~^''  dl  "  7^' 


dt  r*  ^       ^    ^'  dt 


- .     =  o, 


équations  définissant  r,  0,  p\  et  /?2  en  fonction  de  t,  La  dernière  donne 

jOj=  G  et  en  portant  dans  la  seconde  /'  -j-  —  G,  ce  qui  est  l'équation  des 

aires:  éliminant  p\  entre  la  première  et  la  troisième,  et  remplaçant  y?, 
par  G,  on  a  l'équation 

équation  établie  directement  dans  le  Ghapitre  XI,  comme  définissant  le 
mouvement  sur  le  rayon  vecteur. 

Le  théorème  des  forces  vives  s'exprime  par  l'équation  T  —  U  =  /t, 
ou  H  =  h, 

II.  -  THÉORÈME  DE  JACOBI. 

297.  Théorème  de  Jacobi.  —  Dans  les  équations  canoniques  (6) 
H  est  une  fonction  du  second  degré  des  lettres /?|, />2î/?3«  Le  théo- 
rème de  Jacobi  s'applique  à  des  équations  quelconques  de  la 
forme  (G),  H  étant  une  fonction  donnée  quelconque  àc  p^^p^^p^^ 
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^r,, fjTa, C'a  et ^, fonction  que  nous  écnronsH(/7i  ,/?2î^3î  9'iî72?5'3)  0 
pour  mettre  les  variables  en  évidence.  L'origine  du  théorème 
de  Jacobi  est  dans  cette  remarque  que  les  équations  canoniques 
sont  les  équations  des  caractéristiques  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  suivante,  définissant  V  comme  fonction 
des  variables  q^^  ^2»  5^3?  ^j  regardées  comme  indépendantes  : 

Le  premier  membre  de  cette  équation  s'obtient  en  écrivant  —  > 

plus  ce  que  devient  la  fonction  H  quand  on  y  remplace  pi,  p2, 

ÔV     d\     dV 
/>3  par-r— ,  -7—'  T~' 

Hamilton  avait  démontré  que,  si  l'on  connaît  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  du  mouvement  mises  soûs  forme  canonique, 
on  peut  en  dt'duire  une  intégrale  complète  de  cette  équation  aux 
dérivées  partielles.  Jacobi  compléta  ce  théorème  en  montrant  que, 
réciproquement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  quelconque 
de  cette  équation  aux  dérivées  partielles,  on  peut  en  déduire  les 
intégrales  générales  des  équations  du  mouvement.  Comme  nous 
venons  de  le  dire,  cette  équation  aux  dérivées  partielles  que  nous 
nommons  équation  de  Jacobi,  est  choisie  de  telle  façon  que  les 
équations  (6)  du  mouvement  soient  les  équations  différentielles 
des  caractéristiques,  d'après  la  méthode  connue  d'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Nous  n'aurons 
d'ailleurs  pas  à  nous  servir  de  cette  méthode. 

Précisons  d'abord  la  forme  que  doivent  avoir  les  intégrales  gé- 
nérales des  équations  canoniques.  Les  équations  (6)  forment  six 
équations  du  premier  ordre  déHnissant  q^^  ^2?  Ç^i  Pn  p-ij  Pi  en 
fonction  du  temps  ^  leurs  intégrales  générales  sont  donc  données 
par  des  équations  de  la  forme 

Ci*  /      /      /   .  (v  =  i,-2,  3) 

avec  six  constantes  arbitraires  a^,  «2,  «3,  6^,  b^^  63. 

Cela  posé,  Téquation  aux  dérivées  partielles  (J)  du  premier 
ordre  définit  une  certaine  fonction  V  des  variables  ^r,,  q^^  q^^  f, 
regardées  comme  indépendantes.  On  sait  qu'on  appelle,  d'après 


\ 

m   •  I 
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Lagrange,  intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  une  solution  de  cette  équation  conte- 
nant autant  de  constantes  arbitraires  qu^il  j  a  de  variables  indé- 
pendantes; dans  le  cas  actuel,  une  intégrale  complète  devra  donc 
contenir  quatre  constantes  arbitraires.  Mais,  comme  l'équation  (J) 
ne  contient  que  les  dérivées  de  V,  il  est  évident  que,  si  l'on  pos- 
sède une  solution  V  de  l'équation,  la  fonction  V  -•-  const.  est  une 
autre  solution;  donc,  pour  avoir  une  intégrale  complète,  il  suffit 
de  trouver  une  solution 

(C)  V(7,,  y,,  qz,  t,  «,,  as,  a,) 

avec  trois  constantes  arbitraires  «i,  «a,  ^3,  dont  aucune  n'est 
simplement  ajoutée  à  la  solution;  la  fonction  V -h  coust.  est 
alors  une  intégrale  complète.  Cette  dernière  constante,  qu'on 
peut  toujours  ajouter,  ne  joue  aucun  rôle  dans  le  théorème  de 
Jacobi  dont  voici  l'énoncé  :  Si  ion  a  trouvé  une  intégrale  com- 
plète telle  que  (C)^  les  équations  finies  du  mouvement,  c'est- 
à-dire  les  intégrales  générales  des  équations  canoniques,  sont 


(J.' 

éa\       *" 

(J,l 

dy 

fci,  62,  63  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Les  trois  équations  (J|)  de  la  première  ligne,  résolues  par  rap- 
port à  ^1,  ^2;  ^3  9  donnent  ^i,  q2y  qz  ^n  fonction  du  temps  et  des 
six  constantes  ai,  a^^  as,  &|,  629  ^sl  ^^^  valeurs  étant  portées 
dans  les  équations  (J2))  ces  équations  donnent  ensuite  />i,  p^,  p-i 
en  fonction  du  temps  et  des  mêmes  constantes  :  il  faut  montrer 
que  les  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  intégrales  générales 
des  équations  canoniques 

j^.  dq>t        àW  dp^  ô\\ 

(*^  Hr-^ôp,'  -dt^-'-ôf,  ^v  =  i,.,3). 

Les  équations  (J|)  forment  un  système  de  trois  équations  simul- 

laoées  entre  qi,  q^i  qz  et  ty  définissant  ^1,  q^-^  q%  en  fonction  de  /; 

cherchons  les  dérivées  de  ^1,  q^^  q^  par  rapport  à  t^  d'après  le 

théorème  des  fonctions  implicites,  c'est-à-dire  en  difTérentiant  les 

A.,  L  3> 
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cqualions  ( Jf  )  el  en  y  regardant  q^ ,  q^^  q^  comme  fonctions  de  t  ; 


nous  avons  ainsi 


d^\      dqx    ,      a«V      dq^  d«V      dg^  _ 

,  ,  ôaidqx    dt         daxdq^    dt         da\dq^    dt 

]    d^y  d^V     dqx  d^S      dq^  e^«V      rfûr, 

I  da^dt       ôa^dqi    dt         daiàq^    dt         da^dq%    dt  ' 

^    ô^\  ù^\      dqx  d^V      dq^  d^\      dq^ 

da%dt        dOidqi    dt         da^dqt    dt         da^dqi    dt 

De   ces  irois  équations  du  premier  degré,  on  peut  tirer  -^-  » 

— ~>  -^>  et  il  faut  vérifier  que  les  valeurs  de  ces  dérivées  satis- 

at       dt  * 

font  aux  équations  (6),  c'est-à-dire  sont  égales  respectivement 
a  -r — 1  -—  >  -^ — •  Mais  comme,  en  erénéral,  un  système  d  équations 

dpi     dpi     âpi  7  o  7  j  T 

du  premier  degré  n'a  qu'une  solution,  il  suffit  de  vérifier  que  les 
rqualions  (7)  sont  satisfaites  quand  on  y  remplace  -^S  -~>  -~- 

nar  -,—  ;»  -: — >  -r — •  Il  suffit,  par  exemple,   de  vérifier  que  l'on  a 
*       àpt    àpt    dpi  ^  ^  ^    ^  T 

l'idenlité 

Oa^dt       da\dqx  dpi  ~^  daiàq^  dp^        da\dqi  dpi  " 

après  qu'on  a  remplacé  q^^  q^^  q^  et/?|,  p^^  p^  par  leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  arbitraires  tirées  des 
équations  (J|)  et  (J2);  mais  nous  allons  vérifier  que  cette  équa- 
tion est  une  identité  en  ç',,  q^^  93,  /,  a,,  «2»  «3»  dès  qu'on  y 
remplace  ps ,  /?27  />3  par  leurs  valeurs  (  J2)-  En  effet,  si  dans  l'équa- 
tion (J)  on  a  substitué  à  la  place  de  V  l'intégrale  complète  (C), 
le  résultat  de  la  substitution  est  identiquement  nul,  quels  que 
soient  y,,  ^72»  ^zi  ^>  «o  «2^  ^^3;  les  dérivées  partielles  de  ce  ré- 
sultat, par  rapporta  chacune  des  lettres^!,  ^2»  ^3?  ^  ^1,  «a,  ûrj, 
seront  donc  aussi  identiquement  nulles.  Écrivons  que  la  dérivée 
partielle  de  ce  résultat  (J),  par  rapport  à  ^1,  est  identiquement 
nulle,  nous  aurons 

«'>!     ^^'         <?H       d^y  d\\       d^'^        d\\       d^y 

Wi/  Wî/  \àqj 
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dV 
carie  premier  membre  de  (J)  dépend  de  «i  par  le  terme  -r-  et  par 

les  quantités  ^— >  - — >  - —  qui  figurent  dans  H.  Cette  identité  (8') 

exprime  précisément,  comme  nous  voulions  le  démontrer,  que 
l'expression  (8)  est  une  identité  quand  on  y  remplace  /?,,/?2>  Pz 
par  leurs  valeurs  (Jj).  On  vérifierait  de  même  que  les  valeurs 

- — 9  - — 9  -^ — »  substituées  dans  les  deux  autres  équations  (7)  à  la 
àpt     cjp,     dpi  n  \  /  / 

place  de  ~  *  -—-y  -—^9  les  rendent  identiques. 

Nous  venons  de  démontrer  que  les  valeurs  de  ^r,,  ^tj,  q^^  défi- 
nies par  les  équations  (Ji),  vérifient  les  équations  -£-  =  - — ;  il 

reste  à  vérifier  de  même  que  les  valeurs  de/>,,  />2î  Piy  définies  par 
les  équations  (12)?  vérifient  les  équations 

Vérifions-le  pour/?|.  On  tire  de  (J2) 

dpj  _    d^\         â^\  dçi  d^y      dçt  <^*V     dq^ 

dt    "~  dqxOt        dq\    dt         Oq^àq^    dt         àq^iàql  ~dr^ 

car^ — dépend  de  /  directement  et  par  l'intermédiaire  de  q^^  q^^ 
q^.  Il  s'agit  de  vérifier  que  cette  expression  de  -—^  est  identique 
à  —  A  ~  ^^  vertu  des  équations  (J,  )  et  (J2).  Or  nous  venons  de 
démontrer  que  —  >  -^7- >  -^-  sont  identiques  a  —>  j—9  j-;  por- 
tons ces  valeurs  dans  l'expression  ci-dessus  de  -—  et  égalons  le 

résultat  à  —  ^ — »  nous  avons  l'équation 

dqi  ^ 

â*\        (^«V  c^H         (>»V     OU         d^\     âU  dH 

dqide       dq}  ôpi       àq^dq^dp^       àq^ôq^ôp^  d^i  ' 

qui  doit  être  une  identité  en  vertu  des  équations  (J,)  et  (Jj); 
nous  allons  voir,  comme  plus  haut,  qu'elle  est  identiquement 
vérifiée  dès  qu'on  y  remplace  /?i,/>2)  Pz  par  les  valeurs  (Ja).  En 
effet,    rintégrale   complète  V  étant  substituée   dans  le  premier 
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membre  de  Téquation  (J)  de  Jacobi,  le  résultat  de  la  subsUtution 
est  identiquement  nui  quels  que  soient  q%^  q^t  Çsy  t,  ai,  €72,  a^. 
La  dérivée  du  premier  membre  par  rapporta  q^  est  donc  identi- 
quement nulle  :  écrivant  ce  fait,  on  a 


(9') 


a«V        dH 


■+- 


dll       d^\ 


âH 


â^\ 


dU 


dqtdl       dq,       ^(^\  ^9l 


H^)'"^-  '(S 


àqïàç; 


=  o 


équation  qui  exprime  que  (9)  est  une  identité  quand  on  y  rem- 

,  d\     dV     d\ 

place  p,,p^,p,  p^r  -^,  —,  ~      . 

Le  théorème  de  Jacobi  est  ainsi  démontré.  L'intégration  des 
équations  du  mouvement  est  donc  ramenée  à  la  recherche  d'une 
intégrale  complète  de  Téquation  (J).  Réciproquement,  si  Ton 
veut,  par  les  méthodes  classiques,  intégrer  l'équation  de  Jacobi,  on 
est  conduit  à  intégrer  d'abord  les  équations  canoniques.  On  peut 
donc  dire  que  les  deux  problèmes  d'Analyse  :  intégrer  les  équations 
canoniques,  ou  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation  (J), 
sont  équivalents,  en  ce  sens  que  la  résolution  de  l'un  entraîne  celle 
de  l'autre. 


Remarque,  —  Nous  avons  admis  que  le  système  des  équations  du  pre- 
mier degré  (7)  en  -J^>  ~^^'  ~^  **'*  qu'un  système  de  solutions,  c'est- 
à-dire  que  le  déterminant 


A=: 


da I dq \ 
daiâqi 


daiôqt 
àa^dqi 


da\  âqi 
âa^  dqi 


da^âqi  àa^àqi         àa^àq^ 

est    différent     de    zéro.    Or,    c'est    là    le    déterminant    fonctionnel     de 

-r — ,  -r — f  -T —  considères  comme  fonctions  de  ai,  at,  «3.   Si  ce  detcrmi- 
dqt     dqi     dqi 

nant  était  nul,  on  aurait  une  relation 


(10) 


\àqi^  àqt'  dq^J 


entre  -; — >  -r — >  -r —  avec  des  coefficients  indépendants  de  ai,  at^a*.  c'csl- 
àqt     àqt     àq^  ^ 
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à-dire  fonctions  de  qu  Çti  Çi  cl  t.  L'intégrale  V  ne  serait  alors  pas  une  in- 
tégrale complète  de  l'équation  de  Jacobi^car  elle  vérifierait  non  seulement 
réquation  de  Jacobi,  mais  encore  la  dernière  équation   obtenue  (lo)  qui, 

ne  contenant  pas  -r- y  est  nécessairement  distincte  de  celle  de  Jacobi.  Et, 

romme  il  est  connu,  le  caractère  essentiel  d'une  intégrale  complète  c'est 
que,  par  l'élimination  des  constantes  qu'elle  contient,  on  retrouve  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  proposée  et  aucune  autre.  Le  déterminant  Â 
ne  peut  donc  pas  être  nul  (voir  Goursat,  Équations  aux  dérivées  par- 
tielles, p.  97). 

On  conclut  aussi,  de  ce  que  A  n'est  pas  nul,  que  les  six  constantes  figu- 
rant dans  les  intégrales (Ji)  et  (Jt)  des  équations  canoniques  sont  réelle- 
ment distinctes,  c'est-à-dire  qu'on  peut  déterminer  ai,  as,  a^  de  telle 
façon  que,  pour  t  —  to,  qx,  r/s,  q%  prennent  des  valeurs  arbitraires  données, 
et  ensuite  6|,  6],  63  de  telle  façon  que,  pour  t  =  t^,  pt,  Pti  Pz  prennent 
également  des  valeurs  données. 

298.  Cas  particulier  où  t  ne  figure  pas  explicitement  dans  les 
coefficients  de  l'équation  de  Jacobi.  —  Ce  cas  se  présente  en 
Mécanique  quand  les  expressions  de  x,yyZ  en  fonction  de  ^1, 
<72,  ^3  ne  contiennent  pas  explicitement  le  temps  et  quand  il  y 
a  une  fonction  de  forces  U(x^r,  z).  Alors,  comme  nous  Tavons 
vu  au  n^  293,  on  a 

<  «O  lUjyi,  /oi,/?3,  qi,  y,,  ^3  )  =  T  —  U, 

où  T  est  une  forme  quadratique  de/?i,/>2,  />3.  Dans  ce  cas,  on 

peut  satisfaire  à  Téquation  de  Jacobi  par  une  fonction  V  de  la 

forme 

<ia)  \  -.  -ht-î-  VV, 

h  désignant  une  constante  et  W  une  fonction  de  q^,  q^t  q^  et 
non  de  t. 

En  substituant  celle  fonction  V  dans  Téquation  (J)  de  Jacobi 
et  remarquant  que 

ç>v  _  ù\  _  aw 

Ot  '  dq^t  ~^  ôqsf 

on  a,  pour  déterminer  W,  Téquation 

\Oqx      (/(/,      dqi      ^      ^       "    / 

il   suffira    de  trouver  une  intégrale  complète  de    cette  équa- 


.■■.(^■.IKS.    »*rTlI.     —    : 


«.-(■tiienaii*.    uut 


stuilv»  X.  ^.  fi-  *}ui  juu^ti  Jt  rOtc  àt  m,,  a~.  a». 

Les  întêp^tfc  J ,  vl  3^  àt*  égnuLiuiie  ou  monvemeiu  âa 
«lor$,  en  sppvUuil  s: .  î^  «<  -  l*  d'auim  cunslantec  qni  joncra 
le  rôle  de  &, .  &•.  ^s- 


**«' 


.rtfc 


(j;i 


"J; 


Ije»  deux  |>remMrr«fr  «4juMioi>»  J^  ne  roalmaiit  pa»  le  lenj 
déCoUteitt  la  trajcchrîre  du  ututule  dan*  le  sT^iène  de  co^rdoi 
nées  y<,  yi.  f*.  La  UuikiéaM  doaoele  lempï  f  qae  idci  le  mobi 
&  arriver  eo  uu  ffotut  d«  celte  Uajevloîre. 

La  coDilaute  A  ekt  alori>  la  cou^laiite  des  forces  rit-es  :  en  eBt 
l'équation  {!')  devient,  en  vertu  det  valeur»  <J',}  de  - 


«ïi    "ji 


"(a-i  At-A'c'/i.yi'y»' 


c'est  l'intégrale  de*  force»  vive»  (o"  mm  •. 


â99.  ProprIéM  géométriqoa  dm  traJMtolrea.  —  On  a  dans  ce  c 

la  propriété  géométrique  suivante  :  ^i  l'on  donne  aux  co. 
stanlet  et,  fl,  A  de$  valeurs  arbttrairei  fixet  et  si  fon  /t 
varier  a!,  fl',  les  trajectoires  déterminées  par  les  deux  pr 
mières  équations  {i\  j  sont  normales  aux  surfaces  ayant  poi 
équation  W^  const. 

Ce  théorème  est  aisé  &  démontrer  si  l'on  emploie  les  coordo 
nées  cartésiennes,  comme  nous  le  montrons  dans  le  numéro  sï 
vant,  à  titre  d'exercice.  Nous  te  démontrerons  dans  un  sjrstéi 
quelconque  de  coordonnées,  pour  avoir  un  mode  de  démonstrati< 
susceptible  de  s'étendre  au  mouvement  des  systèmes. 

Remarquons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  q 
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deux  déplacements  infiniment  petits  dx,  dy^  dz  et  8;r,  2^,  5^ 
soient  rectangulaires,  est 

dxZx  -T-  dy^j^  -  -  dz^z  =  o. 

Si  nous  supposons  en  particulier  que  dx,  dy,  dz  soit  le  dépla- 
cement réel  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  dt, 
et  Sx,  8y,  8^  un  déplacement  orthogonal  quelconque,  nous 
pourrons  écrire  la  condition  ci-dessus  en  la  divisant  par  dt,  el 
appelant  x' ,  y\  z'  les  dérivées  de  x^  y^  z  par  rapport  à  t 

(i3)  x'Zx-i-y^y-^-z'^Z  rrro. 

Pour  passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  nouvelles  coor- 
données ^1,  q^y  ^3,  nous  avons  posé 

^  -^  ^{q\yqt,qi)y      y  -  ^(qx^qt,  ^j).      ^  ^-  ^iqxyqt^qzh 
d'où 


puis  de  même 


ôqi     ^         dq^     '  àq^ 


en  appelant  Zq^,  oq2,  8^3  les  variations  infiniment  petites  des 
coordonnées  ^1,  ^3,  q^  correspondant  au  déplacement  Zx,  iy^  82. 
Si  l'on  se  rappelle  que  la  demi-force  vive  est 

la  condition  d'orthogonaiité  (i3)  s^écrit,  comme  on  le  vérifie  sans 
peine, 

Oq^  âq^     "  âq^ 

ou  encore,  d'après  les  notations  que  nous  employons^ 
(§4)  pi^qi-i'Pi^q%-r-pi^qi=  o. 

Revenons  maintenant  au  théorème  à    établir   :   nous  voulons 
montrer  que  la  trajectoire  du  point,  définie  comme  nous  l'avons 
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ilit  dans  l'énoncé,  est  normale 

(<5)  Vf(q^.q,.q,. 


-    BYKHKIQVE    ÙL     POINT. 

I  cellt?  des  surfaces 


qui  passe  par  la  position  considérée  du  mobile.  Pour  cela,  il 
suffit  de  monlrer  que  la  vitesse  s',y,  z'  du  mobile  est  perpendi- 
culaire à  tout  déplacement  S»/,,  S^j,  S^,  effectué  sur  la  5urrace(i  5), 
c'esl-à-dîre  vérifiant  la  condition 


(16) 


'•  +  i:r  «?■  =  '■ 


En    d'autres   termes,  il  suffit  de  faire  voir  que  cette   condi- 
tion (16)  entraîne  nécessairement  la  condition  d'orthogonalité(i4)- 


()r  ceci  est  évident,  d'à 


s  le  théorème  de  Jacobt, 


de />,,/>],/>!,  (elles  qu'elles  résultent  de  ce  théorème,  sont  (équa- 
tions J',  du  numéro  précédent) 


La  condition  (16)  entraine  donc  (i4)<  et, •la  vitesse  du  mo- 
bile étant  normale  à  tout  déplacement  effectué  sur  la  surface 
W  3^  const.,  est  normale  à  celle  surface. 

300.  Coordonnées  cartésiennes  dam  l'espace.  —  Supposons,  pour 
traiter  un  exemple  simple,  <|ue  q\.  q^,  q:,  désignent  les  coordonnées  carté- 


el  si  l'on  suppose  qu'il 
d'Hamilton  en 


masse  du  poïni  mntérîcl  pour  unité.  Alors 

une  fonction  des  forces  U (37, _c,z),  la  fonctior 
H  =  T  — U. 


Il  faut  exprimer  cette  fonction  à  t'aide  des  variables  r,}-,  i  e 
riables  auxiliaires /)i,;)t,/ij  définies  par  les  équations 
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en  sorte  que  la  fonction  d'Hamilton  s'écrit 

les  équations  canoniques  sont,  par  suite, 

dsr  dy  dz 


dt^'p'^ 

dt^P'' 

dt  ="^- 

dpx        0\] 
dt     "  ùx  ' 

dp^       d\} 

dt   "  dy  ' 

dpi  _  (fV 
dt         dz 

réiimination  des  variables  p  entre  ces  six  équations  fournit  évidemment 
les  équations  ordinaires  du  mouvement. 

Voyons  ce  que  donne,  dans  ce  cas,  la  méthode  de  Jacobi.  Cette  méthode 
consiste  à  chercher  pour  l'équation  difTérentielle 

î';[(£)''a})'^(S)T--—" 

une  intégrale  complète,  c'est-à-dire  contenant  trois  constantes  arbitraires 
non  additives.  Le  temps  n'entrant  pas  explicitement  dans  cette  équation, 
nous  poserons 

\  ^      ht   h^V(.r,^^5), 

h  étant  une  constante;  il  suffira  alors  que  W  satisfasse  à  la  relation 

Si  Ton  a  trouvé,  de  cette  équation  à  trois  variables,  une  intégrale  com- 
plète 

contenant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  a,  p,  dont  aucune  n'est 
additive,  le  théorème  de  Jacobi  nous  montre  que  les  équations  finies  du 
mouvement  seront 

ooL  O^i        ^  Oh 

Les  deux  premières  équations  représentent  la  trajectoire,  et  la  dernière 
donne  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  en  un  point  de  sa  trajectoire. 
On  a  de  plus,  pour/^i,  puPs,  les  valeurs 

0\  d\  âW 
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et,  comme /i,,jB„/ti  sonl  ici  égaux  à  x',y',  s'e 


formules  qui  donnent  lei  projections  de  la  vitesse  du  mobile  exprimées  en 
fonction  de  ses  coordonnées,  par  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  W. 
Celte  fonction  vérifiant  l'équation  (J*),  on  a 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  des  forces  vives;  A  désigne  doùc. 
comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  constante  des  forces  vives. 

Nous  pouvons,  en  outre,  vérifier  facilement  la  propriété  géométrique  des 
trajectoires.  Donnons  à  a,  ^,  A  des  valeurs  arbitraires  déterminées,  le.' 
expressions  ci-dessus  de  x',y\i'  parles  dérivées  partielles  de  W  montrent 
qu'en  chaque  point  (.x,y,  z)  la  vitesse  du  mobile  est  normale  à  celle  des 
surfaces  W  =  const.  qui  passe  par  ce  poipt.  Or,  la  vitesse  est  tangente  à 
celle  des  courbes  trajectoires 


dW 


dW 


que  l'on  obtient  en  déterminant  a'  et  ^  de  telle  façon  qu'elle  passe  par  la 
position  considérée  du  mobile.  Donc,  toutes  les  trajectoires  obtenues  en 
faisant  varier  s*,  p'  sont  normales  aux  surfaces  W  =  const.  C'est  )â  U 
propriété  géométrique  des  trajectoires  que  nous  avons  démontrée  dans  le 
numéro  précédent,  avec  le  système  de  coordonnées  générales  ^j,  91,  q^. 


II.  -  HODVEICENT  PLAN.  HOUTEHENT  SUR  UNE  SURFACE. 

301.  OénéralittiB.  —  Il  est  évident  que  tout  ce  qui  précède 
j^appliquG  ail  moiivemeDt  dans  un  plan  ou  plus  généralement  sut 
une  surface,  à  condition  d'employer  deui  coordonnées  ç,  et  q^, 
au  lieu  de  trois.  La  fonction 

H  =  K  — U  ^/),î',  ^/>,î;-T    -U 
dépend  alors  de/>i,/>],  ^,,fj']  et /,  et  l'équation  de  Jacobi  est 

Si  l'on  en  connaît  une  intégrale  complète  avec  deux  con- 
stantes arbîtraii^s  a,,  a^,  dont  aucune  n'est  simplement  ajouter. 
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V(^i,  72)^9  ^tj  ^2)'^  on  a,  pour  les  équations  finies  du  mouvemenl, 

oai  ôai 

ô\  d\ 

Si  le  système  de  coordonnées  ^i,  92  ^  ""C  définition  indépen- 
dante du  temps,  et  si  U  ne  contient  pas  explicitement  le  temps, 
la  lettre  t  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de  Téquation  (  J  );  on 
peut  faire  alors 

V  =  -Af-f-W(y„^„a,/n, 

A\  (q^,  ^2,  a,  h)  étant  une  intégrale  complète  de  Téquation 

(J)  -'^-^"U^,'i)y,'^*''^V^^' 

avec  une  constante  a  non  additive.   Les  équations  du  mouvemenl 
sont  alors 

OW        ,  <>W 

où  la  première  est  Téquation  de  la  trajectoire;  on  a  de  plus 

dW  ôW 

Les  trajectoires  obtenues  en  faisant  varier  1!  sont  normales 
aux  courbes  W  =  const. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  que  nous  avons  développé 
pour  le  mouvement  d'un  point  libre  servira  à  établir  ce  théorème. 

La  condition  d'orthogonalité  de  la  vitesse  x\y'^  z'  et  d^un  dé- 
placement 8:r,  ^y^  hz  est 

(a)  x'^x  -^ yZy  -r-  z'^z  —  o. 

Actuellement,  sur  la  surface, 

X  -  -  - —    q\    •-  1 —    q  2  • 
Oq\  «^7j 

d»   ^  do  ^ 

Oqx  oqt 


•  • 
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D'ailleurs 

l^a  condition  ( n)  peut  alors  s'écrire 


W,  ^       à^l' 


67,  =  o 


(«')  /"iSyi-t-ziiSyi^o. 

Pour  établirque  les  trajectoires  -^  ^^  x'  sont  orthogonales  aux 
courbes 
d>)  W(yi,9„a,/0    -const-, 

il  suffit  de  montrer  que  la  vitesse  du  mobile  est  orthogonale  au  dé- 
placement 0^1,  092 )  effectué  sur  celle  courbe,  c'est-à-dire  vérifiant 
la  relation 


Ur,  d  après  le  tlieorème  de  Jacobi,  ~ —  et  -r—  sont  égaux  a  p, 
et  Pu  :  la  condition  (c)  entraîne  donc  bien  la  condition  d'ortho- 
^'onalité  (a'). 

302.  Houvement  parabolique  d'un  point  peunt  dam  le  Tide-  —  Pre- 
nons, comme  au  n*  318,  un  axe  horizontal  Os;  dans  le  plan  de  la  trajectoire 
et  UD  axe  vertical  O^  dirige  vers  le  liaut,  et  employons  les  coordonnées 
cartésiennes  :r  et  j'.  Nous  avons,  en  supposant  m  —  1 ,  U  =  —  gy,  et  l'équa* 
lion  déterminant  la  fonction  W  s'écrit 


1  \/àWY     /<fw\n 


i^onime  ^  ne  figure  pas  dans  les  coefncienis,  il  existe  une  solution  de 
la  forme 

en  elTet,  la  substitution  de  cette  expression  de  W  dans  l'équation  donne 
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d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  'B'iy\  et  intégrant  par  rapport  à  )'  pour 
avoir  ^(j-),  la  solution 


■  J^Th- 


L'équation  d«  la  trajectoire  est  a 


r  'iy 


:t  le  temps  t  est  Jonm 


—  i  -1 r-  -    -  'a.  -      '-*     i  =  —  ta- 

rifie  ioiinédiatement  que  b   trajectoire  (1)  csi  bien   une  parabulu 
vertical,  car,  en  uflectuant  la  quatiraturc,  on  trouve  l'expression 


qui  fournil  pour_^  un  trinôme  du  second  degré  en  .r.  Quant  à  l'équt 
qui  donne  t,  on  peut  l'cerire  en  éliminant  le  signe    /  entre  (1)  et  <  '^  1 


équatioD  qui  exprime  que  la  projection  horiiontale  du  mobile 
d'un  mouvement   uniforme.  D'ailleurs,   les  équations  p^ 
■ont  ici  ^  =  a,y  =  ^ah  —  a'  —  'igj'- 


Les  trajectoires  obtenues  en  fais: 


des  paraboles  déduites 


tvntes  de  l'une  d'elles  par  une  translation  parallèle  &  Ox;  ces  paraboles 
■ont  toutes  tangentes  à  la  droite  d'ordonnée — ,  lieu  de  leurs  sora- 
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incls.  Les  courbes  W  =  const.  sont  les  paraboles  semi-cubiques  {fig,  174  ) 


I  ^ 


aar —  —  (2/1. —  a' —  '>'ffj^)'  =  consl., 

fiéduites  toutes  de  Tune  d'entre  elles  par  une  translation  parallèle  à  Ox  : 

ces  paraboles  semi-cubiques  sont  toutes  normales  à  la  droite  AB  d'or- 

9,  h  —  a' 
donnée ,  lieu  de  leur  point  de  rebroussement;  elles  sont  ortho- 

f^onales  au\  paraboles  précédentes  d'après  le  théorème  du  n**  301. 

303.  Force  centrale  fonction  de  la  distance-  —  Le  centre  des  forces 
étant  pris  pour  origine  et  la  fonction  de  forces  étant  V(r))  nous  avons  vu 
<  n^  296)  que  Ton  a,  dans  un  système  de  coordonnées  polaires  r  et  0, 


H-   ;(W-^^)-'F(r). 


Appliquons  la  méthode  de  Jacobi  ;  Téquation   en  W  dont  il  s*agit  de 
trouver  une  intégrale  complète  est 


y]-^(r)  =  o. 


Comme  0  n'entre  pas  explicitement  dans  cette  équation,  nous  cherche- 
rons une  intégrale  de  la  forme 

W  =  ae-4-  R, 

H  ne  dépendant  que  de  r.  11  faut  alors  que  cette  fonction   R  satisfasse   à 
réquation  différentielle  ordinaire 

■  -'-;[(S)'*S]--''>=°. 


rroù  l'on  tire 


R  =  y*^r^a(^--/i)-^; 


une  intégrale  complète  de  l'équation  en  W  de  Jacobi  est  donc 


W 


=  aO-+-    /c/rl/2(V^-/i)— -|- 
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et  l'on  a  pour  les  équations  du  mouvement  sous  forme  finie 


V 


.^(xp_x.A)__^ 


la  première  équation  est  celle  de  la  trajectoire,  la  seconde  donne  le  temps 
que  met  le  mobile  pour  arriver  en  un  point  donné  de  cette  courbe. 
Si  Ton  voulait  les  paramètres  auxiliaires />ii/>j,  on  aurait 


^*"  ^r""  V   ^('^''^'*^"  r*'         P^^ 


Cette  dernière  équation  montre  que  la  constante  a  n'est  autre  que  la  con- 
stante des  aires,  car/>s  est  égal  à  r^ô'. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  apprend  que  H  doit  rester  constant 
pendant  le  mouvement.  Nous  pouvons  vérifier  cette  proposition,  en  nous 
servant  des  formules  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  nous  remplaçons,  en 
effet,  dans  l'expression  de  H, 


"  =  î(''''^?î)~'^^''^' 


les  variables  j[?  1,^2  par  leurs  valeurs,  il  nous  vient  * 

'^  L  '       '  J 

ce  qui  vérifie  que  la  constante  h  est  la  constante  des  forces  vives,  comme 
nous  l'avons  démontré. 

Les  trajectoires  obtenues  en  faisant  varier  a',  ce  qui  revient  à  faire 
tourner  Tune  d'elles  autour  du  pôle,  sont  orthogonales  aux  courbes 
W  =  const.^  qui  se  déduisent  également  de  l'une  d'entre  elles  par  une  rota- 
tion autour  du  pôle. 

304.  Forme  des  équations  du  mouvement  d'une  planète  donnée 
IMUr  Jacobi.  —  Prenons  pour  origine  le  Soleil,  pour  plan  des  xy  le  plan 
de  la  trajectoire,  et  appelons  r  la  distance  MO  de  la  planète  au  Soleil. 
Toute  la  question  revient  à  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation 

(àwy     /ô\wy     2{ji       , 


Âft, 


TtkOlêlËME    PAftTie.    —    lyl.XAlllQCE    DC    POI5T 


<  »r.  ï»  (orce  attractive  étant  -     '  ^  9  la  fonctioD  des  forces  est  — •  Eo  saWant 

r*  r 

la  nétbode  de  Texemple  précédent,  on  trouverait  une  intégrale  complète 

qoi  donnerait  les  équations  du  mouvement  de  la   planète  sous  la  forme 

classique. 

iacobi  trouve  une  autre  intégrale  complète  comme  il  suit   (Jiff^-  ijS  -. 

Kiiç.  173. 


Soit  A  un  point  quelconque  pris  sur  Taxe  des  x  ei   OA  --  r^.   Désignons 
l>ar  p  la  distance  MA,  de  sorte  que 


et  posons 


1  —  r  -.-  p,         j'  —  r  —  p- 


Nous  allons  vérifier  que  la  fonction 

VV 


vM  une  intégrale  complète  de  réquation(i)  avec  une  constante  arbitraire 7*0» 
outre  celle  qu'on  peut  ajouter.  £n  effet,  puisque  <r  et  a'  dépendent  de  x 
et  y  par  l'intermédiaire  de  r  et  p,  on  a 


(M     / 


Ox 


\  r  p      /  V    5  -r-  To       -J».  \r  p      /  V    ' 


\   '^^        V'-       ?/  V   ''-r-fo       1  \r       p] 


/ 


l/?-:^.-t"' 


iWiiï  l'on  tire  en  élevant  au  carré,  ajoutant  et  remarquant  que   les  termes 
qui  contiennent  le  produit  des  deux  racines  carrées  disparaissent, 

\  ô7 )     '    \0y  )  \^^  rp  J  \ff-r-ro'^2     / 


-\-       à 


Dans  cette  expression,  le  coefficient  de  h  se  réduit  à  2  ;   pour  calculer 
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celui  de  fx,  on  remarque  que  Ton  a  identiquement 

/•  p  rp  rp 

ixix  —  r„)-+-5>'*  _  >. rp  —  /-î—  p*  -+-  ^ô  _       (ï'-H  rQ){fj' —  /'o) 
/*  p  /*  p  /•  p 

2  tx 
et  l'on  trouve  que  les  termes  en  a  se  réduisent  à  — i-- 

'  r 

Il  est  donc  vérifié  que  la  fonction  \V  est  une  intégrale  de  Téquation  de 

Jacobi  (i)  avec  une  constante  Tq.  Les  équations  du  mouvement  sous  forme 

finie  sont  alors 

La  première  équation  représente  la  trajectoire.  En  l'écrivant  sous  forme 
développée,  on  trouve,  puisque  i  et  or'  dépendent  de  Tq  et  que 

Ô7  __   ^?   _       ^  —  ''o  ^''  __        ^P  __  '^  —  ''o 

ora  ~~  âro  "  p  ô/'o  ~       Or^  ~~        p 


r  —  /'o 


<T' 


A-. 


Comme  la  quantité   sous   le   signe  /est  la  dérivée  dcl/   — ' H -A, 

on  a,  après  réduction,  pour  l'équation  de  la  trajectoire, 


^^   \  p      /  y    ^-^ro       'i  \  p      /  y    ^  -h  l'o       '1 

Ramenons  cette  équation  à  ne  plus  contenir  que  les   distances  du  mobile 
aux  deux  points  fixes  0  et  A.  En  partant  des  identités 

pi /-i -ï 

r«—  pï=  'ixro—  ri,  x  —  ro= -^ , 

__  X  —  rp  _  2rop— /•«-4-  r;  -4- p»  __  (  j -h  Tq)  (— ^-h  Tq) 

p        ~"  '^p/'o  'J^pro 

a:— ro        >rop -H  r«— rj  —  p«        («i— ro)  (^'-f- To) 
I  ^ =  s =  , 

p  iprQ  2p/-o 

A.,  I.  36 
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on  écrit  l'équation 


(9-^ro)(<j'—  ro)  ^  /     fx        _    £  ^ 


(4')  ^  f  y  ' 


Y  ff  -h  To        a 


A''  désignant  une  nouvelle  constante.  C'est  donc  là  l'équation  de  la  tra- 
jectoire dans  le  système  de  coordonnées  bipolaires  dont  0  et  A  sont 
les  pôles. 

Cette  forme  de  l'équation  montre  immédiatement  que  la  trajectoire  passe 
par  le  point  A^  car  en  chassant  le  dénominateur  p  et  faisant  p  =0,  r  =  r^^ 
puis  a  =  9'=  ro,  l'équation  est  évidemment  satisfaite. 

D'après  ce  que  Ton  a  vu  sur  le  mouvement  des  planètes,  cette  équation 
représente  une  conique  dont  le  genre  dépend  uniquement  du  signe  de  la 
constante  des  forces  vives  A  (n**  227). 

Pour  calculer  le  temps  que  met  la  planète  à  arriver  en  un  point  de 
son  orbite,  il  suffit  d'écrire  la  deuxième  des  équations  (3),  qui  donne^ 
d'après  la  valeur  de  W, 

(5)  -  -       -  rfs 


y  S  -h  tq      2 

quadrature  facile  à  effectuer.  Cette  formule  donne  le  temps  exprimé  à 
l'aide  des  deux  rayons  vecteurs  r  et  p,  compté  à  partir  de  l'instant  où  la 
planète  passcau  point  A,  car,  en  ce  point,  p  étant  nul,  7  est  égal  à  7'  et 
t —  to  k  zéro. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  parabolique,  h  est  nul  (n°  227);  on  obtient  alors 
une  formule  due  à  Euler  et  attribuée  souvent,  mais  à  tort,  à  Lambert. 
Dans  ce  cas 

/[a(/— /o)  = g y 

formule  donnant  le  temps  t  —  Iq^  que  met  le  mobile  à  aller  du  point  A 
en  un  point  M,  exprimé  en  fonction  des  rayons  vecteurs  /'o  et  r  des  points 
A  et  M  et  de  la  corde  AM  =  p. 

Il  faut  remarquer  que,  dans  cette  formule^  le  deuxième  radical  doit 
conserver  le  signe  —  tant  qu'il  ne  s'annule  pas,  c'est-à-dire  tant  que 
l'angle  AOM  reste  inférieur  à  180";  car  dans  le  triangle  AOM  le  côté  p  ne 
peut  devenir  égal  à  la  somme  des  deux  autres  que  si  l'angle  AOM  est  de 
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i8o^  Après,  il  faudra  changer  le  signe  du  deuxiènne  radical.  Cette  formule 
joue  un  rôle  important  dans  la  méthode  d'Olbers,  pour  la  détermination 
des  orbites  cométaires  (voyez  Mécanique  céleslCy  de  Tisserand,  vol.  1, 
p.  ii4)*  Dans  le  cas  où  h  serait  différent  de  zéro,  la  formule  (5)  fourni- 
rait, une  fois  la  quadrature  effectuée,  une  formule  qui  généralise  la  for- 
mule d'Ëuler  pour  les  orbites  elliptiques  ou  hyperboliques,  et  qui  a  été 
donnée  pour  la  première  fois  par  Gauss  {voir  Jacobi,  Vorlesungen  iiber 
Dynamiky  25*  leçon  ). 

305.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  Liouville.  —  Application  à 
l'ellipsoïde.  —  Liouville  a  remarqué  que  l'on  peut,  par  des  quadratures, 
trouver  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  pour  lesquelles  le  carré  de 
l'élément  linéaire  peut  se  mettre,  par  un  choix  convenable  des  paramétres 
qi  et  q%^  sous  la  forme 

Af  et  Bi  étant  fonctions  de  qt  seul.  A]  et  B]  de  qt  seul.  Pour  obtenir  les 
lignes  géodésiques,  il  suffit  de  chercher  la  trajectoire  d'un  point  matériel 
de  masse  i  qui  glisse  sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force 
donnée  :  U.=  o.  Alors 

T  =  -J(A,-A,)(B,y;«-B,^i»), 
/?i  =  (Ai  — A^Bigr;,        /?î=^  — (Al  — A2)B4<7;, 

L'équation  de  Jacobi,  dans  laquelle  on  fait  V  =  —  ht  -\-  W,  est  donc 

I  /^^y\^      I  /owy 


ou  encore 


On  trouve  facilement  une  intégrale  complète  W  formée  d'une  fonction 
de  Çi  seul,  plus  une  fonction  de  q^  seul.  Cette  intégrale  est,  a  désignant 
une  constante, 

\V=  j\/2Bi{h.\i-hOL)dqi-^  I  \/'à\iî{/iXi-h(x)dgi. 

)W.' 

Les  lignes  géodésiques  ont  alors  pour  équation  -\     =  a',  cJ  le  temps  t 
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eal  danaé  par  t  ~  f„  =  -j-  : 


J  A|/.A,  +  .) 


La  vitesse  du   mobile  étant  c 

a  deuxième  relation  donne  don 
Appliquons  cette  mélhode  à  l'ellipsoi 


'S  le  théorème  des  force* 

de  géodésique. 

ide.  SoiL 


n  d'un  ellipsoïde  à  trois   i 


.  Considérons  les 


-\       b-\ 


I  M 


Par  chaque  point  de  l'espace  passent  trois  de  c 
à  trois  valeurs  7,,  7,,  y,  de  X  (n°  286).  En  particulier,  par 
pris  sur  l'ellipsoïde  (1)  passe  d'abord  l'ellipsoïde  lui-même,  correspon- 
dant à  X  =  o,  (f  ]  —  o),  puis  deu\  autres  surfaces  homofocales  correspon- 
dant  aux  valeurs  qi  et  q,  de  X.  Nous  prendrons  ces  deux  paramétres  y 
et  qt  pour  coordonnées  du  point  M  de  la  surface.  D'après  le  théorème  di 
Dupin,  les  lignes  171  —  const.,  q^  =  consi.  sont  les  lignes  de  courbure  di 
l'ellipsoïde.  Nous  avons  calculé  le  ds^  en  coordonnées  elliptiques  dam 
l'espace  sous  la  forme  (n*  286) 


rfî>  = 


;(M,rf7Î  +  M,rfy3-i-MirfyJ). 


Comme  actuellement  q-,  est  nul,  on  aura  dq,: 
et  Ml  par  leurs  valeurs,  dans  lesquelles  73=  o, 


|_(«-y,)(6~7,)(c-70       {a-qr){b 
t  bien  de  la  forme  de  Liouville  dans  laquelle  on  ferait 


)(e-?.lj' 


-îOl'-3r)(e-?f) 


(o-5,)(i-,,j(o 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  générales  (i),  on  obtient 
l'équation  des  lignes  géodésiques  et  Tare  de  ces  courbes  sous  la  forme 
donnée  par  Jacobi.  Ces  équations  contiennent  des  intégrales  ultra-ellip- 
tiques dont  M.  Weicrstrass  a  fait  l'inversion  en  exprimant  qx  et  q%  en 
fonctron  uniforme  d'un  paramétre. 

On  pourra  consulter  sur  les  surfaces  de  Liouville  les  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  surfaces^  de  M.  Darboux  (III*  Part.,  Chap  1),  et  le 
Mémoire  couronné  de  M.  Kœnigs  (Savants  étrangers;  iSgî)- 


III.  -  MOUVEMENT  DANS  L'ESPACE. 

306.  Mouvement  d'une  planète  en  coordonnées  polaires,  d'après 
Jacobi  (^4*  Leçon  des  Vorlesungen).  —  Prenons  pour  plan  des  xy\t  plan 
de  Técliptique,  pour  axe  des  x  la  droite  joignant  le  Soleil  au  point  vernal, 
et  définissons  la  position  de  la  planète  par  ses  coordonnées  polaires  r^  «p,  ^^ 
où  ^  est  la  longitude  de  la  planète  et  cp  sa  latitude  (Jig-  176).   Les  axes 

Fig.  176. 


OCs. 


sont  orientés  comme  en  Astronomie.  Les  variables  r,  cp,  ^  jouent  les  rôles 

On  a  pour  la  fonction  des  forces  U  =  - 1  la  masse  de  la  planète  étant 

prise  pour  unité.  D'après  l'expression  de  ds^  en  coordonnées  polaires,  on 
a  immédiatement 

T  =  j(r'» -*-/•«©'*-+-  r«"cos''f^'>). 


Puis 


àT 


âT 


Tirant  de  ces  formules  r',  «p',  ^'  pour  les  porter  dans  T,  on  a 

2  \  /'*       /-^cos^çp/        r 

L'équation  aux  dérivées  partielles  en  W  est  donc 


(0 


-:  [(f  ) 


r-\  0^  I         r^cos^ç  \  ^'^  /    J  ~  '' 


TROISISME    i 


Grâce  k  la  forme  particulière 
grale  complète  de  la  forme 


—    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

e  l'équalioTi  (i),  on  trouvera 


R,  ■]■,  V  étant  respectivement  fonctions  des  variables  r,  ^,  •]^, 
Pour  que  W  satisfasse  à  l'équation  (i)  il  faudra  que  l'on  ait 

a  \  ;■'  r'cos'œ        /        r 

équation  qu'on  peut  écrire,  en  isolant  les  ternes  en  r, 

*'•-!- — V-  V^  =  r'(nh-h  l^  —  R'^\; 
cos'  f  \  r  1 

le  premier  membre  ne  dépend  que  de  ip  et  ^^  le  deuxième  de  r  seulenieni 
cette  identité  ne  peut  donc  avoir  lieu  que  si  ses  deux  membres  sont  sépa 
rément  égaux  à  une  constante  G*,  car,  dans  l'équation  (r)  r,  o,  ^  sont  de; 
variables  indépendantes;  on  aura  donc 


=  aA  + 


ïf^^G" 


=/l/'-V' 


j^_G' 


dr\ 


mmençant  le  même  raisonnement  que  ci-de: 
embres  doivent  séparément  être  égaux  à  un< 


W  =  L,        T  =  L^.  ; 
*''  =  G» Î4-   •         *  =  m/g' ^  ''Ç 

cos'^  J    \  COS'ip      ' 

Par  conséquent,  une  intégrale  complète  de  l'équation  (i)  e 
et  les  équations  finies  du  mouvement  sont 


L<,  ce  qi 
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c'esl-à-dire 

(1)  -G  r      -.,^-^,-^  r-7-^'-\r =^' 

J     '■  V '^'' "^  T  ~  7«      J     y  ^'*  ~  cos«  o 


(II) 


r"^  d9 


/  C05Î©l/G» '— 


(III)  /  , =  /  -  /o. 


y  i/^'-^- 


G« 


Les  deux  premières  équations  ne  contenant  pas  i  défînissent  la  trajec- 
toire. Pour  compléter  la  solution,  nous  indiquerons  la  signification  des 
constantes  qui  entrent  dans  ces  formules.  Nous  savons  que,  pour  les  pla- 
nètes, l'orbite  est  elliptique;  le  maximum  et  le  minimum  du  rayon  vecteur 
qui  correspondent  à  l'aphélie  et  au  périhélie  sont  :  a(i  -+-  c)  et  a(  i  —  e)\ 
d'autre  part,  l'équation  (III)  montre  que 


dr       ^  /~        T{±       G* 

-7-  =4/21 /iH '- -. 

dt        \  r  /•» 


Les  racines  de  l'expression  sous  le  radical  doivent  donc  correspondre  au 
maximum  et  au  minimum  du  rayon  vecteur;  ces  racines  sont,  par  suite, 
a{\  -+-c)eta(i  —  e);ce  qui  donne,  d'après  les  relations  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines, 

/*  =  — -t         G' —  ?jia(i  —  e*)  =  u/?,         G  =  i/jJîT'" 

Cherchons  maintenant  la  signification  de  L.  Pour  que  l'équation  (II) 
donne  une  valeur  réelle  de  4^,  lorsqu'on  se  donne  cp,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

G» 2o, 

cos*^ 

et  pour  toute  valeur  de  9  satisfaisant  à  cette  condition,  ^  se  trouvant  dé- 
terminé, la  valeur  correspondante  de  r,  donnée  par  l'équation  (I),  doit 
nécessairement  être  réelle,  puisque  l'orbite  est  une  ellipse  réelle;  par  con- 
séquent 9  a  pour  limite  supérieure  arc  cos  -^  et  peutatteindre  cette  limite. 

Or  il  est  évident  que  le  maximum  effectif  de  o  est  l'angle  i  du  plan  de 
l'orbite  avec  celui  de  l'écliptique;  on  doit  donc  avoir 

—  =  cos  /,         L  =  /[JL/>  cos  i. 


prendrons  ] 
ç  =  o  qui  c 
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5  Taut  maînteaant  fixer  les  limites  inférieures  des  intégrales.  Nom 
[is  pour  ces  limites  r  =  ii(i  —  e)  qui   correspond  au  périhélie,  et 
ipond  au  nœud  N.  L'équaiion  (111)  montre  alors  que  («est 


l'époque  tlu  périhélie  et  l'équation  (II)  que  ^^  est  la  longitude  du  noeud, 
l'our  calculer  C,  supposons  la  planète  placée  au  périhélie,  l'équation  (I) 


Y'vA 


I  étant  la  latitude  du  périhélie;  en  tenant  compte  de  larelat 
v'cos'ip  —  cos'i 


"(S)  = 


Soient  N  et  P  les  intersections  des  rayons  vecteurs  du 
et  du  périhélie  avec  la  sphère  de  ceuire  0  et  de  rayon 
la  latitude  tlu  périhélie;  dans  le  triangle  NPQ  on  a 


tu  A  ascendant 
soii  PQ  =  ç.. 


ce  qui  montre  que  C  est  égal  à  NP,  c'cst-â-dire  à  l'angle  du  rayon  vecteui 
du  périhélie  avec  celui  du  nceud  ascendant. 

307.  HouTement  d'tm  point  attira  par  deux  centroB  fixes  en  taisor 
luTerte  du  carré  des  distances. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  point  attiré  par  deux  centres  fixes  er 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  fut,  pour  la  première  fois,  rament 
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aux  quadratures  par  Euler,  dans  le  cas  d'un  mouvement  plan.  Lagran<;e 
donna  ensuite  la  solution  f^énérale,  qui  fut  rattachée  par  Jacobi  aux  mé- 
thodes d'intégration  exposées  dans  ce  Chapitre.  Les  quadratures  ellip- 
tiques qui  figurent  dans  les  intégrales  fournirent  à  Legendre  un  exemple 
important  pour  l'application  de  sa  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Plusieurs  thèses  ont  été  consacrées  à  ce  même  problème  :  celles  de 
Serrel,  de  Desboves,  de  M.  Andrade,  en  France,  et  en  Allemagne  celle 
de  M.  Ktinigsberger,  intitulée  :  De  motu  puncti  versus  duo  centra  at- 
/rac/i( Berolini,  18G0),  qui  contient  les  réductions  des  intégrales  ellipti- 
ques aux  fonctions  8. 

Prenons   pour  axe   Ox  {fig*  178)  la  droite  joignant  les  deux  centres 


Fig.  178. 
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attractifs  Oi  et  Oj,  pour  origine  leur  milieu,  et  appelons  ac  la  dislance 
Oi  0|  ;  soient  Oy\  et  05i  deux  autres  axes  fixes  formant  avec  Oa?  un  triédre 
trirectangle.  Pour  déterminer  la  position  du  mobile  M  dans  l'espace,  nous 
prendrons  d'abord  l'angle  0  que  fait  le  plan  M0|  Oj  déterminé  par  le  mo- 
bile et  l'axe  Ox  avec  le  plan  xOy\\  cet  angle  est  mesuré  par  l'angle  de 
la  trace  Oy  du  plan  MOiOi  sur  le  plan  j^iO^i  avec  l'axe  Oy\* 

Le  plan^O^r  étant  ainsi  défini,  pour  fixer  la  position  du  mobilç  dans  ce 
plan,  nous  appellerons  x  ^X.  y  les  coordonnées  cartésiennes  OP  et  OQ  du 
mobile  par  rapport  aux  axes  xOy  et  q\^  et  q^  les  coordonnées  elliptiques 
du  point  dans  ce  même  plan  définies  dans  un  système  de  coniques  homo- 
focales  de  foyers  OiO|  (n"287).  Les  coordonnées  du  mobile  M  par  rapport 
aux  axes  fixes  étant  x^y^^  z\^  on  a  évidemment 

yx  =  vcosO,         z,=jsine, 

d'où,  pour  le  carré  de  rélémenl  linéaire, 

c/s»  =  dx^  -+-  dy\  -h  dz\  =  dx^  -f-  dy*  H- j«</02. 

Si  maintenant^  dans  le  plan  xOy^  on  emploie  pour  définir  la  position  du 
point  {x,  y)  les  coordonnées  elliptiques  qi  et  q^,  racines  de  l'équation 


r 


«  —  X        ù 


-j--.  =  0, 


(a—b  =  c'-), 
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on  a,  d'après  des  formules  antérieurement  établies  (n°  287), 

(a-gi)(a-'qi)  .  (à  —  qi)(b  —  Çt) 

b  —  a  a  —  o 

4 

Donc,  dans  le  système  de  coordonnées  actuelles,  le  carré  de  l'élément 
linéaire  est 

ds^=  i  {^idq\  -h^tdql)  -^y^db^, 

N|,  Nj  et  ^2  étant  supposés  remplacés  par  leurs  valeurs  ci-dessus  en  qi 
et  72- 

Prenons  la  masse  du  mobile  pour  unité  :  la  demi-force  vive  est 

où  0  et  0' jouent  le  rôle  de  q^  et  q'^.  Si  Ton  appelle  ri  et  ri  les  distances 
MOi  et  MO2  du  mobile  aux  deux  foyers,  les  forces  attractives  issues  de 

ces  foyers  ont  pour  valeurs  algébriques  —  -^et  —  ^  :  la  somme  de  leurs 

travaux  élémentaires  —  ^  Sri —  ^  or*  est  la  différentielle  totale  exacte 

ri  r\ 

de  la  fonction  de  forces 

ri        r, 

Or,  le  carré  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse  qui  passe  par  le  point  M  étant 
^  —  qiy  on  a,  pour  la  somme  ri-\- rf  des  distances  du  point  M  aux  deux 
foyers, 

de  même,  le  carré  du  demi-axe  transverse  de  l'hyperbole  qui  passe  par  M 
étant  a  — q^j  on  a 

ri  —  riz=  1  yja  —  </,  , 
d'où 

/'i  =  ^a  —  qx  -H  /«  —  <7»  »  r^—yja  —  qx  —  ^a  —  q^  , 

d'où  l'on  conclut 

U=!i'.>-lfj  =  "'-"'. 

n        '•1        9i  — 71 
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expression  obtenue  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  posant,  pour 
abréger, 


de  sorte  que  Ui  dépend  seulement  de  qx  et  Uj  seulement  de  qi^  ce  qui  est 
un  fait  essentiel  pour  la  suite.  Les  variables  auxiliaires />i,  p%^  p^  sont  ici 
égales  aux  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  ^  q[t  q\  et  6'  : 

résolvant  ces  équations  par  rapport  à  q\f  q\  et  0',  puis  portant  dans  la 
fonction  d'Hamilton  H  =  T—  U,  on  a 

lî  ^  ^/^  •  ^  ^^*  _L_  P^^         ^»  -  ^1 . 

cette  fonction  devient  enfin,  en  remplaçant  Nf,  Nj  et^*  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  qx  et  q%y  et  remarquant  que  Ton  peut  écrire 

1    _  a  —  b  _    a—b    /       i  i       \ 

j«  ~"        {b  —  qx){b  —  qt)~qi—qx\b'^qx        b  —  q^j' 

—  <7i         b  —  q^J'^*  J 


a  —  6 


2      V^ 

Il  est  alors  aisé  d'écrire  l'équation  de  Jacobi;   nous  écrirons  immédiate- 
ment l'équation  en  W  obtenue,  en  remplaçant,  comme  plus  haut,  V  par 


7 


On  peut  trouver  une  intégrale  complète  de  la  forme 

W  =  aO-hR, -+-R,, 

Rf  étant  fonction  de  qx  seul  et  Rj  de  q\  seul.  En  effet,  en  substituant 
cette  expression  de  W  et  chassant  les  dénominateurs,  on  a,  pour  déter- 
miner Ri  et  Rf,  une  équation  qui  s'écrit 
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OÙ  le  premier  membre  dépend  de  q\  seulement  et  le  deuxième  membre  de 
</s  seulement.  Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  qi  et  qt 
sont  des  variables  indépendantes,  la  seule  façon  de  vérifier  cette  dernière 
relation,  sans  établir  de  dépendance  entre  q\  et  q^^  est  d'égaler  séparé- 
ment chaque  membre  à   une  constante  2  p.   Résolvons  ensuite  les  deux 

,  ,   rfRi         aRj 

équations    ainsi    obtenues   par  rapport   a   -; —  et  —, —  :    nous  aurons,   en 

dq^         dqx' 

posant 

c  o       /  (a  — 6)a» 


i(b  —  q^) 


ces  expressions  donnent  Ri  et  Rj  par  des  quadratures,  et  Ton  obtient,  pour 
rintégrale  complète  cherchée^  l'expression 


''=^'-^W^)"'^--W^/' 


t1 


avec  trois  constantes  arbitraires  a,  p  et  h,  dont  aucune  n'est  simplement 
ajoutée.  Les  équations  de  la  trajectoire  s'obtiennent  alors  en  égalant  à 
des  constantes  a'  et  p'  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport  à  a  et  ^  : 


(T) 


)  J  2(6  -qi)\/6i/{qi)  J  l{b-qi)y/Stf{qt) 

La  deuxième  de  ces  équations,  donnant  une  relation  entre  qi  et  q^,  est 
Téquation  de  la  trajectoire  relative  dans  le  plan  mobile  xOy  :  la  première 
donne  Tangle  de  rotation  du  plan.  On  obtient  le  temps  en  égalant  à  ^  —  /q 
la  dérivée  partielle  de  W  par  rapport  à  h. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  aux  quadratures;  ces  quadratures  sont 
elliptiques,  comme  on  s'en  assure  en  faisant  q\  —  a  =  s'j,  qt  —  a  =  5^,  de 
façon  à  rendre  Sj  et  S^  rationnels  en  S\  et  52. 

Quant  aux  expressions  des  inconnues  auxiliaires />t,/>i, />3,  on  les  ob- 
tient en  prenant  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport  à  qx,  qti  ^, 


=  «', 


^'  =  /^)'     ^'^Vw^)' 


/>,  =  a. 
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Cette  dernière  formule  donne  la  signification  de  la  constante  a;  en 
effet)  Tcquation  qui  déûn'ii  p^  nous  a  donne  pour  p^  la  valeur  ^^0';  on  a 
donc 

équation  qui  exprime  que  le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  le  plan  VjO^i,  carnet  6  sont  les  coordonnées  polaires 
de  la  projection  du  mobile  sur  ce  plan.  Ce  fait  est  évident  a  priori,  car 
les  doux  forces  agissant  sur  le  mobile  rencontrent  Ox. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  vitesse  initiale  du  mobile  rencontrerait  Oj^, 
la  trajectoire  serait  évidemment  dans  le  plan  MoÛfO,  déterminé  par  la 
position  initiale  et  les  deux  centres  attractifs.  On  peut  le  vérifier  sur  les 
équations  :  dans  ce  cas  la  constante  x  serait  nulle  et  la  première  des  équa- 
tions de  la  trajectoire  (T)  deviendrait 

ce  qui  montre  que  le  plan^O^^  resterait  fixe.  La  deuxième  équation  (T) 
donne  alors  la  trajectoire  en  coordonnées  elliptiques. 

Intégration  de  Vèquation  cVEuler, —  Supposons  non  seulement  ar=<), 
mais  aussi  \x\  =  {Xj  =  o;  alors  le  plan  j'Oj^  est  fixe,  la  trajectoire  est  plane 
et,  comme  il  n'y  a  pas  de  forces,  cette  Irajectoire  est  une  droite  du  plan 
yOx,  Dans  ces  hypothèses,  la  deuxième  des  équations  (T)  devient,  en 
remplaçant/(yi)  ^^  f^qt)  par  leurs  expressions, 


J  s\x'^  —  hq^){a  —  (j^){b  —  qy)      J  /('Afi  — 


fiqi){a  —  fji){b  —  (/i) 


Cette  équation  représente  donc  une  droite;  elle  peut  être  identifiée  avec 
Téquation  d'une  droite  en  coordonnées  elliptiques,  équation  qui  est  évi- 
demment algébrique  en  qi  et  qi.  On  retrouve  ainsi,  d'après  Lagrange, 
le  résultat  fondamental  donné  par  Kuler,  que  l'équation  (E)  admet  une 
intégrale  algébrique;  résultat  qui  conduit  à  l'addition  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

/Remarque.  —  On  pourra,  de  la  même  façon,  ramener  à  des  quadratures 
le  mouvement  d'un  point  sollicité  par  des  forces  qui,  dans  le  système  des 
coordonnées    que    nous   venons   d'employer,   dérivent  d'une   fonction   de 

forces  de  la  forme 

Ih-  Il  ^ 

7î  ~  7i  ' 

U]  étant  une  fonction  quelconque  de  q^  seul  et  Ui  une  fonction  de  qi 
seul.  Par  exemple,  on  conserve  cette  forme  de  la  fonction  de  forces  en 
ajoutant  aux  forces  précédentes  (attractions  issues  de  Oi  et  0^  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances)  une  attraction  issue  de  O  proportionnelle 
à  la  distance,  une  attraction  perpendiculaire  au  plan^^O^i  en  raison  in- 
verse du  cube  de  la  distance  x  et  une  attraction  perpendiculaire  à  l'axe 
Ox  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance^. 
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Signalons  en  terminant  un  travail  de  M.  Velde,  Ueber  einen  Specialfall 
der  Bewegung  eines  Punktes  welcher  von  zwei  festen  Centren  ange- 
zogen  wird{  1889,  Berlin,  R.  Gartners  Verl.,  Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, p.  125;  1890).  M.  Velde  traite  le  problème  du  mouvement 
plan  en  supposant  que  les  forces  attractives  issues  des  foyers  Oi  et  Os 

soient  — ^  —  f^''i»  —  ^  —  t^^'î  et  que  le  mobile  soit  attiré  par  le  centre  O 
proportionnellement  à  la  distance. 


308.  Coordonnées  elliptiques  dans  l'espace .  —  On  a  trouvé  (n*  28G) 


Alors 


T  =  ^(M,^\«-HM,^;«-hM,^;î). 


4  'I  4 


Supposons  que  la  fonction  de  forces  soit  de  la  forme 


(^1  — ^îMyi  — 73)       (7i— ^3)(<7i  — 71}      (7»  — 7i)(3'3  — 7i) 

Ui   étant  fonction  de  qx  seul,  Us  de  q^    seul   et   U4   de   q^    seul.    Nous 
aurons 


"-(g  *;■!-. ';!)-"■ 


L'équation  en  \V  est  donc,  si  nous  mettons  pour  Mi,  Ms,  M3  leurs  va- 
leurs (n°  286), 

_„^j^ — Mû — .{"TU. — î'-^ fî?^y 

^ — .£1^ — .(?^yi-u="- 

(Çi—Çi){Ç:t-Çi)\OqiJ    J 

Pour  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  dans  l'hypothèse 
faite  sur  U,  remarquons  avec  Jacbbi  que  Ton  a  identiquement,  quelles 
que  soient  les  constantes  a  et  ^, 

2g  -H  2  p <7 1  -H  ^7  J  •>. a  -i-  2  3 <7s  -+-  /' 7s  2 a  -+-  2  3 <7s  -h  /i  <7 J    _ 

{Çi  —  Çi)(gi  —  Çi)      (7i  — 73)  {(iT~—q\)      (73— 7i)(7»  — 7«)  ""  '' 

comme  on  le  voit  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
rationnelle  en  q 

22-4-  i^q  -\-  hq^ 


3 

-  =  o, 
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est  égale  à  h.  L'équation  en  W  peut  alors  s'écrire,  en  remplaçant   h  par 
cette  expression, 

içi  —  qi)iÇi  —  Ç3)  {qi  —  </3){f/i--qi) 

équation  qui  admet  manifestement  Tintégrale  suivante  : 

OÙ  Ton  a  posé 

S,=  i%-i-2^qi-{-  /tg}-^  Vi  (£  =  1,9,3). 

En  effet,  cette  expression  de  W  annule  chacun  des  trois  termes  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  Les  équations  de  la  trajectoire  s*obticnnent 
alors  en  égalant  à  des  constantes  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport 
à  a  et  ^  : 

r_qtclqi     ^  r  qtdqt     ^  Ç JjÉS^  =  B' 

J  \/^iAÇi)      J  )/^'ifOjt)      J  sf^^Aqz) 
Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  forces 

ces  équations  doivent  représenter  une  droite  en  coordonnées  elliptiques 
dans  l'espace.  Elles  sont  donc  alors  équivalentes  à  deux  relations  algé- 
briques entre  ^i,  ^i,  ^3,  ce  qui  constitue  une  première  généralisation  du 
résultat  d*Euler  rappelé  à  la  fin  de  l'exercice  précédent  et  un  cas  parti- 
culier du  théorème  d'Abel  applique  aux  intégrales  ultra-elliptiques  de  pre- 

miére  espèce.  Quant  au  temps,  on  l'obtiendrait  en  égalant  —j-  à  t  —  t^. 

On  vérifiera,  à  titre  d'exercice,  que  la  fonction  des  forces  prend  la 
forme  supposée  ci-dessus  quand  le  mobile  est  sollicité  à  la  fois  par  une 
attraction  issue  du  centre,  proportionnelle  à  la  dislance,  et  par  des  attrac- 
tions normales  aux  trois  plans  principaux  des  surfaces  homofocales  et 
variant  respectivement  en  raison  inverse  du  cube  des  distances. 
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IV.  -  APPLICATIONS  AU  PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION, 
AUX  COURBES  BRACHISTOCHRONES,  A  L'ÉQUILIBRE  DES 
FILS. 

309.  Moindre  action.  —  Point  libre.  —  Soit  un  point  libre  de  masse  i 
sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonction  de  forces  \J(Xjyy  z).  Nous 
avons  vu  (n"290)  que,  la  constante  des  forces  vives  h  ayant  une  valeur 
déterminée,  les  trajectoires  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  sont 
les  courbes  annulant  la  variation  de  Faction 

J^iR) 
'       ^/•>.(U  -H  h)  ds, 
(A) 

Ces  trajectoires  sont  aisées  à  trouver  quand  on  connaît  une  intégrale 
complète  de  Téqualion  de  Jacobi  en  \V  dans  un  système  quelconque  de 
coordonnées 

Il  est  utile,  pour  la  suite,   d'écrire   explicitement  cette  équation  :    nous 
avons  vu  (n^âOJ)  que  T  est  une  forme  quadratique  de  pi,  pi,p3 

•^T  =  2  -^-  p:p/,,  (A/A-  =  \ki); 

d'ailleurs  H  est  égal  à  T —  U.  L'équation  de  Jacobi   obtenue    en   rempla- 

dW    r)W    â\\ 

çant  />!,  Pi.  P3  par  —  >   —  >  -r —  est  donc 
r-      /-      r-     r       ^;^^      (>yj      dq3 


^  jLà  D    ii(]iO(jk  (A  =  i,2,  J) 


Soient  alors  W  (^1,  ^j,  ^3,  ot,  p,  h)  une  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion, Wo  et  \Vt  les  valeurs  qu'elle  prend  aux  deux  points  A  et  B.  Nous 
savons  que  les  équations  des  trajectoires  sous  forme  finie  sont 

avec  les  quatre  constantes  a,  p,  a',  P'. 

Il  s'agit,  pour  obtenir  les  trajectoires  passant  par  A  et  B,de  déterminer 
ces  constantes  en  écrivant  que  les  équations  (4)  sont  vérifiées  par  les  coor- 
données des  points  A  et  B,  ce  qui  donne 

^^>  ~jr-'''         ~df~^'         ~dr~''         ~àf^^ 
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OU,  en  retranchant 

(6)  ^- =  «,  ^^ =  o. 

Ces  deux  dernières  équations  délermineni  a  et  p  :  les  précédentes  (5) 
donnent  a'  et  p'.  A  chaque  système  de  valeurs  de  a  et  ^  donné  par  les  équa- 
tions (6)  correspond  une  trajectoire  passant  par  les  deux  points  A  et  B. 

Théorème.  —  La  valeur  de  raction  le  long  de  cette  trajectoire  est 
donnée  par  la  formule  remarquable 

,1,  =  \V,  -  \Vo. 

En  effet,  cherchons  quelle  est  la  variation  <iVV  de  la  fonction  W 
correspondant  à  un  déplacement  infiniment  petit  dq^y  dq^y  dq^  effectué 
sur  la  trajectoire;  nous  pouvons  dans  celte  hypothèse  supposer  que  q\y 
^it  Ç^  sont  les  coordonnées  du  point  matériel  lancé  de  telle  façon  qu'il 
décrive  la  trajectoire  considérée.  Alors 

(6  )  dW  =  —     dqi  H dqi  -+-  -: —  dq:^ 

àqx      '  Oq.      ^'        ôq:,      ^^ 

ou,    en    remplaçant  a^i,   dq^^  dq^   par   q^dly  q^dty    q^dt   et  ,    - — , 

Oq^     Oqt 

d\\  .  . 

-r —  parleurs  valeurs  yoj,  yoj,  />3, 

oqz 

d\\  =  (piq\  -hpiqi  -+-/>.i7'3  )df. 

Comme  piy  piy  pz  sont  les  dérivées  partielles  de  T  par  rapporta  q\j  q'.^,  q\y 
on  a,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

dW  =  ildl^  -^-  dSy 

dt 

ds^ 
car  la  force  vive  2T  est  égale  à  -j—'  Mais,  d'après  le  théorème  des  forces 


ds         ,  I 

vives,  la  vitesse  -j-  est  égale  à  /•2(U-+-  /m:  ce  qui  donne 


dW  —  /«(  l  -^h)ds. 

La  valeur  de  l'action  calculée  le  long  de   la  trajectoire   de  A  en   B  est 
donc  enfin 

X=    \       \/'i{lJ  ^ /i  )  ds  =  ^AV=\V,-\Vo, 

comme  nous  voulions  le  démontrer. 

A.,  I.  37 
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'^0.  Point  sur  une  surface.  —  Les  mêmes  conclusions  subsistent  pour 
le  luouvt^iueot  d*UQ  point  sur  un  plan  ou  sur  une  surface  û\e  quelconque, 
v^adud  il  V  a  une  fonction  de  forces. 

ta  force  vive  est  alors  une  forme  quadratique  de  q\^  q\  ou  de  />i,  /?2, 

i,7>       jT  -  «ny'i*-+-aa,|^',  ^'5-4-ajj^'/  =  ^  (An/?î  -H  2Ai,/?,/?i -h  A,j/?|), 

l>  —  <inf<2»  — «Î2>        Aii=aji,        A,ï  =  —  «i,,        A2î=a,i. 
H  CHt  ô^al  à  T  —  U  et  Tcquation  de  Jacobi  en  W  est 

^'\  \\((/\^  qit^y  h)  en  est   une  intégrale  complète,  Téquation  des  trajec- 
Uùrtî»  est  —  —  a\  et  l'action  le  long  de  la  trajectoire  allant  de  A  en  B 

03. 

Oil  \V|  —  VV'o,  a  étant   déterminé  par  l'équation  -^^ — ^ ^-  =  o.  (Voir, 

pour  une  élude  détaillée  de  ces  propriétés,  les  Leçons  sur  la  théorie  des 
Hur/aces,  de  M.  Darboux,  t.  II,  Chap.  Vï  et  VII.) 

îlll.  Mouvement  parabolique.  —  Par  exemple,  pour  le  mouvement 
parabolique  d'un  point  pesant  dans  un  plan  vertical,    nous  avons  trouvé 

{ im  ) 

I  1 

W  =  a:r—  —  (2/j  — a?  — 2^7)^- 

La  valeur  de  l'action  le  long  d'une  des  deux  trajectoires  paraboliques 
allant  du  point  (^o»  ^0)  au  point  (a^i,  ^1)  est 

I    r  il  11 

a.  =  a(^,  — ^0)—  ô-  t(2/i  — a«  — 2^^,)=^— (2/*  — aï  — 2^^o)^J' 

a  étant  une  des  deux  racines  de  l'équation 

(())         Xi-Xo-^'^  l('^/^  — ^'— 2^^,)«— (2A-a2— 2^^o)^]  =0. 

Celle  équaiion  rendue  rationnelle  est  bicarrée  en  a  :  une  des  valeurs  de 
«•  étant  choisie,  le  signe  à  prendre  pour  a  est  déterminé  par  l'équation  (9), 

tians  laquelle  le  terme  J'i—^o  et  le  coefficient  de  -  ont  des  sijjnes  connus. 

312.  Courbes  brachistochrones  et  figures  d'équilibre  des  fils  dans  le 
ont  d'une  fonction  de  forces.  —  Problème  de  la  réfraction.  —  Si,  pour 
abréger,  nous  remplaçons  dans  ce  qui  précède  2(U-i-/i)  par  <p-,  o  dési- 
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gnant  une  fonction  des  coordonnées,  nous  voyons  que  les  résultats  obtenus 
pour  un  point  libre  s'énoncent  comme  il  suit.  Les  courbes  joignant  deux 
points  donnés  A  et  B  et  rendant  maximum  l'intégrale 


sont  connues  dès  qu'on  connaît  une  intégrale  complète  W(yi,  ^2,  ^j,  a,  P) 
de  l'équation  de  Jacobi  (3)  en  W,  dans  laquelle  on  a  remplacé  i{\} -\-  h) 
par  ^2^ 

^     '  ^    M    dqtdqk        ^  \k  =  1,2,3/ 


Elles  ont  pour  équations 

^  -  ,'  ''W  _ 

i 

et  la  valeur  de  l'intégrale  I  le  long  d'une  de  ces  courbes  est  Wi  — Wq,  les 
constantes  a  et  3  étant  calculées  comme  précédemment,  à  l'aide  des  équa- 
tions (6).  Par  exemple,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  il 
suffira  d'avoir  une  intégrale  complète  de  l'équation 


(S)"-(f)'-(S)'-'-- 


De  même,  pour  obtenir,  sur  une  surface  fi\c,  les  courbes  joignant  deux 
points  A  et  B  et  rendant  l'intégrale  I  minimum,  il  suffira  d'avoir  une  inté- 
grale complète  VV(^i,^î,  a)  de  l'équation  en  W  de  Jacobi  (8),  dans 
laquelle  on  aurait  remplacé  2(U-h/i)  par  îp*,  de  façon  à  avoir  l'équation 

Les  courbes  cherchées  ont  alors  une  équation  de  la   forme —  a',  et 

o'a, 

l'intégrale  (10)  le  long  d'une  de  ces  courbes  est  VVt  —  VVq. 

Mais  nous  avons  vu  que  l'on  peut  ramener,  à  la   recherche  des  courbes 

rendant    minimum    une    intégrale    telle    que    (10),    les    trois    problèmes 

suivants  : 

i"  Figure  d'équilibre  d'un/il^  fibre  ou  mobile  sur  une  sur/ace^  sol- 
licite  par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces  (n"  14G); 

2*  Problème  général  de  la  refraction  (n'  150); 

3**  Détermination  des  courbes  brachistochrones  pour  un  point  libre 
ou  mobile  sur  une  surface,  lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces 
(n«'  255  et  257). 
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Os  problèmes  peoTent  donc  être  ramenés  à  la  recherche  d'one  intégrale 
complète  d'une  éqaation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  ^ii)  on  (12). 
1^  valeur  de  Tintégrale  /lo»,  le  long  de  Tune  de  ces  courbes  allant  de  A 
en  B,  est  de  plus  Wf —  W^.;  dans  le  cas  particulier  des  brachistochrones, 
la  valeur  de  cette  intégrale  donne  le  temps  que  met  le  mobile  à  parcourir 
l'arc  AB  de  brachistochrone.  <  Voir  Clebsch,  Journal  de  C relie,  t.  57, 
p.  93;  Appell,  Comptes  rendus,  12  mars  i883,  et  Annales  de  la  Faculté 
de  Toulouse,  1887;  A^doteb,  Comptes  rendus,  t.  C,  p.  1 577  ;  MABCOLD5GOy 
Hendiconti  délia  R.  Accademia  délie  Scienzedi  Sapoli,  juillet  1888.) 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  X?I. 

1.  Si,  dans  les  èqnatioos  canoniques,  on  pose  t  =—  t\  ces  équations  conservent 
\é  même  forme,  mais  les  p  jouent  le  rôle  des  g,  et  inTcrsement.  Conclure  de 
\à  que,  pour  obtenir  les  Intégrales  des  équations  du  mourement,  il  suffit  de  con- 
naître une  intégrale  complète  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

ot  \^"^'   ^'   Op,     ôp.    Op,      J 

et  écrire  les  intégrales  des  équations  du  mourement. 

1.  Même  question  pour  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  ou  sur  une 
courbe. 

3.  Appliquer  la  méthode  de  Jacobi  aux  exemples  suivants  : 

a.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force  constante  en  grandeur  et  di- 
rection, et  par  une  attraction  issue  d'un  point  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance.  Ce  cas  est  un  cas  limite  du  problème  traité  dans  le  n*  307;  il  suffit 
de  supposer  Tun  des  centres  attractifs  à  l'infini;  les  coniques  liomofocales  de- 
viennent alors  des  paraboles  homofocales.  (Cellérier,  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  1891,  et  de  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  1892). 

b.  Mouvement  du  pendule  spbérique. 

4.  Mettre  sous  forme  canonique  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur 
une  courbe  fixe  ou  mobile.  Appliquer  ensuite  le  théorème  de  Jacobi.  (Il  suffit 
d'appliquer  les  théorèmes  généraux  en  supposant  les  paramètres  réduits  à  un 
»cul  q^.) 

h.  Application  au  pendule  simple. 

fj.  Application  au  problème  du  n*  2G0. 

Dans  ce  problême,  en  supposant  m  =  i,  on  a 

T-  —  (6'--i-2a6'-T-2aw),        a  =  w(i  -+.rosO); 
il  y  a  un  seul  paramètre  0  qui  joue  le  rôle  de  q^,  de  plus  L  =0.  On  doit  poser 

II=:/7,e'-T—  u=  -  (e'»-2au») 
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OU,  en  fonction  de  p^, 
Téquation  de  Jacobi  est 


ôt 


Elle  admet  Tintégrale  complète 

V=  R=(—  ht  +  Cad^  -4-  fyjiaiù^  làdh) 
aTec  la  constante  h.  L'équation  du  mouvement  est  alors 


dh 


=  const.  = —  R'^o» 


J     \l2abt  -h  2/1 


équation  qui,  d'après  la  valeur  de  a,  est  identique  à  celle   du   mouvement  d'un 
pendule  simple. 

7.  Soit  une  surface  dont  l'élément  linéaire  peut  être  mis  sous  la  forme  de  Liou- 
ville  (n*"  30^).  Appelons  i  l'angle  que  fait  en  chaque  point  une  ligne  géodésique 
déterminée  avec  la  courbe  q.^  =  const.  passant  par  ce  point.  Démontrer  que  l'on 
a,  tout  le  long  de  cette  ligne, 

A,sin'i -4- AjCos-i  =  const. 

(LiouviLLE,  Journal  de  Mathématiques  y  i844*) 

8.  Appliquer  la  méthode  du  n*  305  à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  du 
plan  en  employant  des  coordonnées  elliptiques  dans  le  plan. 

L'cqualion  différentielle  des  lignes  géodésiques  (lignes  droites)  est  alors  l'équa- 
tion d'Eulcr.  L'équation  d'une  droite  en  coordonnées  elliptiques  fournit  alors  l'in- 
tégrale de  l'équation  d'Euler  (Lagranoe,  voyez  n*  307).  L'équation  qui  donne 
l'arc  de  courbe  géodésique  (305)  fournit  le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales 
elliptiques  de  deuxième  espèce  (Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des 
surfaceSy  t.  III,  p.  i3). 

9.  Appliquer  la  méthode  du  n"  305  à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  de  la 
sphère,  en  employant  des  coordonnées  elliptiques  sur  la  sphère  {voir  Darboux, 
ibid.,  t.  II,  p.  4^3).  On  a 

e/5'  =  (  cos  2  a  —  cos  2  V  )  (  ! 1 ). 

\COS2|X  —  COS3C  COS2C—  COSJV/ 

La  formule  relative  à  Tare  d'une  ligne  géodésique  (grand  cercle)  donne  alors 
la  formule  d'addition  pour  les  intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce  (Dar- 
boux, ibid.f  t.  III,  p.  i3). 
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10.  Appliquer  la  méthode  de  Jacobi  &  la  recherche  de  la  figure  d'équilibre 
d'une  chaloelte  homogène  pesante  d'après  le  n*  31*2. 

11.  Kn  adoptant  les  notations  du  n*  305,  démontrer  que  l'on  peut  ramener  aux 

quadratures   le  mouvement  d'un  point   sur    une  surface  de  Liouville  quand  la 

i;  ij^ 

fonction  des  forces  est  delà  forme  ■-- -'»  U,    dépendant  de   q^  seulement,   et 

A|  —  A, 

Lj  de  ^j. 

Appliquer  en  particulier  au  mouvement,  sur  un  ellipsoïde,  d'un  point  attiré 
parle  centre  proportionnellement  à  la  distance  (Jacobi).  Démontrer  que,  dans 
ce  mouvement,  la  pression  du  mobile  sur  rcllipsoîde  varie  proportionnellement 
au  cube  de  la  distance  du  centre  au  pian  tangent  à  l'ellipsoïde  mené  par  le  mo- 
bile (AsTon,  Buiietin  des  Sciences  mathématiques ^  1889,  p.  294). 

12.  Méthode  de  M,  EUiot  pour  le  cas  d*une  résistance  proportionnelce  à  la 
vitesse»  —  Nous  avons  supposé,  dans  le  Chapitre  précédent,  que  les  composantes 
X,  Y,  Z  de  la  résultante  des  forces  données  appliquées  au  mobile  sont  les  déri- 
vées partielles  d'une  fonction  U(j:,^',  z,  t).  On  doit  à  M.  Elliot  l'ingénieuse  re- 
marque que  Ton  peut  encore  mettre  les  équations  sous  forme  canonique  et,  par 
suite,  appliquer  le  théorème  de  Jacobi  quand  à  la  force  X,  Y,  Z  vient  s'ajouter 
une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  Prenons,  par  exemple,  le  mouvement 
d'un  point  de  masse  i  sur  une  surface  fixe  ou  mobile/(j:,^, -c, /)  =  o,  sollicité 

.      .       r)U    m    <ni  .  .  •        ,.    X  , 

par  uns  force  de  projections  -r— »  — -  >  —  et  une   résistance  proportionnelle  a  la 

vitesse  de  projections  —  k  -7- y  —  ^^  'S}^  —  ''  "77  ('*  constante).    Les    équations 
du  mouvement  sont 

,  ,  d'X  ,  dx      di}      .   ôf 

^  '  dt-  dt       Ox         ()x 

Faisons  le  changement  de  variable  indépendante  t' =  e-^',  en  prenant  t'  pour 
nouvelle  variable;  nous  avons 

dx  _  dx  d'X  dx   ,  ,  d'X 

dt  =-^'  dT       -dF-^^  dp  -"'^  '    dt'^' 

et  la  première  équation  devient 

d-x  _  _i_  ()y         X_  <)/• . 
dt'  -  kU-  dx  "^  l't'  tiii* 

les  deux  autres  se  transforment  de  la  même  fu^on.  Donc,  en  posant 


et 


/--^loM. 


les  équations  prennent  la  forme 


d'X       ÔV.'      ..!*/• 
^  dt-         Ox  Ox 


•    •  • 
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équations  du  mouyemeot  d'un  point,  sans  résistance  de  milieuj  sur  la   surface 

/(  a?,^,«,  —  T  log/'  j  =  o.  On  pourra  appliquer  à  ce  dernier  mouvement  lesmé- 

tliodes  de  Poisson,  Hamilton,  Jacobi;  une  fois  qu'on  aura  trouvé  sous  forme  finie 
les  intégrales  générales  des  équations  du  mouvement  (i),  il  suffira  d'y  remplacer 
t'  par  e~~*'  et  l'on  aura  les  intégrales  générales  des  équations  (i)  du  mouvement 
demandé. 

La  même  méthode  de  transformation  s'applique  évidemment  au  mouvement 
d'un  point  libre  ou  assujetti  à  glisser  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile,  quand  le 
point  est  sollicité  par  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la  vitesse 
(Elliot,  Comptes  rendus^  iSgS,  et  Annales  de  l'École  Normale  y  août  1893). 

13.  Appliquer  la  méthode  précédente  de  M.  Elliot  aux  exemples  suivants  : 
1**  Mouvement  d'un  point  sur  une  surface  fixe  dans  laquelle 

ds^  =  Edu^-h  iFdudv  -^-Gdv^ 

lu  fonction  des  forces  étant  U  et  le  point  étant  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
AV  proportionnelle  à  la  vitesse  V. 

Jiésultac.  —  Si  W(c/,  (>, a,^)  est  une  intégrale  complète  de  l'équation 
les  équations  du  mouvement  sont 


dW         ,  .,  dVV 


«*'  —  =  a'         e*'  ~~  =  ?'. 


2<>  Mouvement  sur  une  courbe  fixe  pour  laquelle  dv^=  Edu-,  avec  résistance 
de  milieu  A:V. 

Résultat.  —  Si  W(£i,  a)  est  une  intégrale  de 

l'équation  finie  du  mouvement  est 

dW 

àOL 


c**  __  =a\ 


3"  Achever  les  calculs  dans  le  cas  d'un  point  matériel  libre  attiré  par  un 
centre  fixe  en  raison  inverse  de  la  distance  et  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
proportionnelle  à  la  vitesse  (Elliot,  Annales  de  l'École  Normale^  août  1893). 

14.  Réduction  des  équations  d'équilibre  d'un  fil  libre  à  la  for  me  canonique. 
—  Soit  un  fil  libre  dont  l'élément  ds  est  sollicité  par  la  force  ayant  pour  projections 

-T—  ds,  -T—  dsj  -T-  ds.  U  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y,  z  et  s.  Si  l'on  dé- 
dx         ôy  âz       '  *  -^  ' 

dx 
signe  par  ^p  ^j,  q^  les  coordonnées  jr,  y^  5,  et  par  /?p  /?,,  p^  les  quantités  T  —  » 

T  -^,  T  ^,  on  a  T  =  >ip\-^p\-^p\  \  faisant  enfin 
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les  équations  d'équilibre  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

_  ^Ji 


ds   ~  ôp^ 


ds 


(V  =  1,2,3), 


Appliquer  à  ces  équations  le  théorème  de  Jacobi.  On  retrouve  ainsi  le  théo- 
rème de  Clebsch  {Journal  de  Crelle,  t.  57).  (Voir  Comptes  rendus,  i883, 
t.  XCVI,  p.  688,  et  une  Note  de  M.  Marcolongo,  Rendiconti  délia  Ji.  Accade- 
mia  délie  Scienze  di/Vapoli^  1888.  ) 

15.  Réduire  de  même  à  la  forme  canonique  les  équations  d'équilibre  d'un  fil 
glissant  sans  frottement  sur  une  surface  {Comptes  rendus^  i883,  t.  XCVI, 
p.  688). 

16.  Le  déterminant  des  coefficients  de  q\^  q\,  q\  dans  les  équations  (2)  du 
n*  292  est  le  carré  du  déterminant  fonctionnel  de  x,  y^  z  considérés  comme 
fonctions  de  q^y  q^,  q^. 

17.  Un  point  matériel  glisse  sans  frottement  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène de  révolution  et  est  attiré  par  les  éléments  de  l'ellipsoïde  suivant  la  loi 
de  Newton.  Trouver  le  mouvement  (JACoâi,  C relie,  t.  24). 

[D'après  la  théorie  de  l'attraction,  l'attraction  de  l'ellipsoïde  sur  le  point  a 
pour  projections  X  = — /x,  Y  =  —  fy^Z  =  —  g"-,  /et^  désignant  des  constantes 
et  l'axe  Oz  étanl  l'axe  de  révolution  {voir  t.  III). 


18.  Mouvement  d'un  point  soumis  à  Tatlraction  newtonienne  de  deux  centres 
mobiles  parcourant  une  circonférence  fixe,  de  telle  façon  qu'ils  soient  constam- 
ment aux  deux  extrémités  d'un  diamètre  et  que  le  mobile  se  trouve  toujours 
dans  le  plan  déterminé  par  ce  diamètre  et  l'axe  de  la  circonférence  (  Desboves, 
Journal  de  Liouville,  t.  XIII,).] 

19.  Dans  le  cas  des  coordonnées  elliptiques  planes,  le  problème  se  ramène  à 
des  quadratures  quand  la  fonction  des  forces  est  de  la  forme 


U  = 


I 

u. 

1 

u, 

I 

9> 

I 

1^ 

dans  l'espace,  le  problème  se  ramène  à  des  quadratures  quand  elle  est  de  la 
forme 


U  ^ 


'     7i 

u. 

'     <li 

u. 

'     1^ 

u. 

'     ?i 

9? 

I      q. 

<l\ 

'   q% 

q\ 

Ut,  Uj,  Uj  étant  respectivement  fonctions  de  ^,,  ^j,  q^  (Liouvillk,  Journal  de 
Liouville,  t.  XII,). 
Vérifier  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  une  fonction  des  forces  inverse- 
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ment  proportionnelle  à  la  puissance  du  point  mobile  par  rapport  à  l'une  des  sur- 
faces homofocales,  par  exemple 

A- 


U  = 


x^      v^      z^ 
abc 


(CGC  \ 

on  trouve  U.,  U„  U,  égaux  à  —  »  — »  — »  G  désignant  une  constante)  (Bulletin 
<li   q^    9^  J 

de  la  Société  mathématique  de  France  y  t.  XIX,  p.  102). 

On  peut  mettre  sous  cette  même  forme  la  fonction  des  forces  pour  un  point 
glissant  sur  un  ellipsoïde  et  attiré  par  le  centre  proportionnellement  à  la  dis- 
tance {voir  LiouviLLK,  Journal  de  LiouvillCf  t.  XII|);  la  même  question  est 
traitée  par  Schellbach  {Crelle^  t.  44,  p.  38o). 

Dans  ce  Mémoire,  Schellbach  étudie  aussi  le  mouvement  d'un  point  sur  un 
ellipsoïde  avec  une  résistance  de  milieu  ayant  pour  expression  av-^^v^t  où  x 
est  fonction  de  /  et  ^  de  l'arc  s  de  trajectoire. 

20.  Dans  le  système  des  coordonnées  elliptiques  planes,  on  suppose   un   mobile 

sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonction     ' ^»  U,  et  U,  dépendant  res- 

^1  —  ^2 
pectivement  de  q^  et  q^.  Que  devient  le  problème  quand  les  deux  foyers  se  rap- 
prochent indéfiniment  jusqu'à  se  confondre  en  O? 

Réponse,  —  En  faisant  dans  la  formule  du  n*  287,  a  —  h  +  ty  où  e  est  infi- 
niment   petit,   on    trouve    ^,  =  a— {ie,   qi~  cl  —  r',   ar'=  ja/*',  ^'=(1  —  ii)r', 

U  = -^ ,  r  désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  U  est  donc   la 

somme  de  deux  parties  dont  l'une  dépend  de  r  seul  et  dont  l'autre  est  homogène 
et  de  degré  —  2  par  rapport  aux  coordonnées  (  Liouville,  Journal  de  Liouville, 
t.  XI,). 

21.  Le  système  de  coordonnées  elliptiques  et  ses  cas  limites  (coordonnées  rec- 
tangulaires quand  les  deux  foyers  sont  à  l'infini,  coordonnées  paraboli(|ues  quand 
l'un  des  foyers  est  à  l'infini,  coordonnées  polaires  quand  les  deux  foyers  sont 
confondus)  sont  les  seuls  systèmes  réels  qui  permettent  de  mettre  le  carré  de 
l'élément  linéaire  du  plan  sous  la  forme  de  Liouville 

rf*2  =[?(«)- ^.(?)][?,(a)r/a2-4;,(?)rf?î]. 

(Liouville,  Journal  de  Liouville^  t.  XI  et  XII,  !'•  série.)  Voyez  les  Mémoires 
couronnés,  Comptes  rendus,  séance  publique^  décembre  1892,  p.  1122. 

22.  Connaissant  une  intégrale  complète  \V(  j:,^,  2,  a,  p,  A)  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  n*  300,  on  peut  toujours  en  déduire  une  intégrale  W  de 
cette  même  équation  qui  s'annule  sur  une  surface  donnée  9(x,^,z)  =  o.  (Mé- 
thode de  Lagrange  pour  déduire  l'intégrale  générale  d'une  intégrale  complète.) 
Gette  intégrale  étant  déterminée,  les  trajectoires  normales  à  la  surface  donnée 
sont  normales  aux  surfaces  \V'  =  const.,  et  l'action  sur  la  portion  d'une  de  ces 
trajectoires  comprises  entre  deux  de  ces  surfaces  est  la  même  pour  toutes  les  tra- 
jectoires. (  Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  l.  II, 
Ghap.  VI  et  Vil.) 
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23.  Dans  un  mouyement  plan,  la  fonction  de  forces  U  est  supposée  de  la  forme 

U  =  A^c'^-hB^"» 

A  et  B  étant  des  constantes  quelconques,  m  et  /i  des  entiers.  Démontrer  que 
Péquation  de  Jacobi  en  W  admet  une  intégrale  complète  algébrique  en  x  et  y. 

En  déduire  qu'on  peut  obtenir  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  algé- 
briques dont  fera  partie  une  courbe  algébrique  donnée  (Darboux,  L^po/iJ  sur  la 
théorie  générale  des  surf  aces  ^  t.  II,  chap.  VI,  n«  549). 

24.  Théorème  relatif  à  une  solution  quelconque  W  de  l'équation  aux  dér  i- 
vées  partielles  de  Jacobi. 

Soit  W(â?,y,  £)  une  solution  quelconque  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 
avec  ou  sans  constantes;  les  courbes  normales  aux  surfaces 

W( x,^,  z)  =  const. 

sont  les  trajectoires  obtenues  en  plaçant  le  mobile  en  un  point  arbitraire  sur  une 
de  ces  surfaces,  W  =  o  par  exemple,  et  le  lançant  normalement  à  la  surface  avec 
une  vitesse  telle  que  la  constante  des  forces  vives  ait  la  valeur  déterminée  h. 
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